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Tepelné fluktuace: linedrni oscilator
Cviceni
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Kappleriiv poRus




Relace neurcitosti

Odhad pro kvantové korekce v Kapplerove
pokusu (jsou mizivé)




H J1Z ZNAME ®lanckova konstanta jako hranicni hodnota

Ax[Ap =#h relace neurcitostl

Toto je genericka forma Heisenbergovych relaci. Vlastné jeto 2 , ne >
Poradné odvozeno

Ax[Ap =2Lh relace neurcitosti
(42)" =((x=(x))"). (4p)" =+

To se nam ted hodi na oscilator, kde pracujeme vlastne presne, i kdyz tak
dalece bez pocitani. Musi se ale pripomenout

(O) = (@0

W)= [ e ()0, (x)




|| Odhad z relace neurcitosti

To je standard, takze jen schematicky

H =5 p* +1lmaix’

E=(H) :ﬁ<p2>+%ma)2 <x2>
= ﬁ(ﬂp)z +%ma)2 (Ax)2 protoze <x> = <p> =0

= L(Ap)z + > ma)zh2 (le)_2 z relace neurC. pro rovnost

m

2m

= L(q +%ma)2h2 /q)
Z podminky

E, = %hw‘ Energie nulovych kmit podle o¢ekavani




| Souboj Ryantovych a termicRych fluktuaci “

Tady opét bez pocitani:

. Klasicky je energie oscilatoru dana ekvipartic":m’m zakonem

v v s

E, .. = kgT' asymptota vysokych teplot 1 E las
E = %h (J asymptota nizkych teplot E od ruky
I, = Ta) crossover T,
) 0
T -




| Souboj Ryantovych a termicRych fluktuaci “

Tady opét bez pocitani:

 Klasicky je energie oscilatoru dana ekvipartiCnim zakonem

v v s

Eklas — kBT asymptota vysokych teplot ) Eklas

EO = %h (J asymptota nizkych teplot E

I, = ;Ta) crossover T,

B

A /4 W W 4 4 EO

Piesny vzorec (Cervené) ma ty dvé asymptoty
T -
— 1 1 “

E — h&)(j + W) Presn¢




Souboj Rvantovych a termickych fluRtuaci “

Tady opét bez pocitani:

. Klasicky je energie oscilatoru dana ekvipartiénim zakonem

v v s

Eklas — kBT asymptota vysokych teplot ) Eklas

E = l ficw asymptota nizkych teplot E

T;( é—l k Crossover T x

Piesny vzorec (Cervené) ma ty dvé asymptoty

E = ha)(% + 4) Pfesné

ePho—|

E=Lhe1+0(™%N)) 10 T,

E

kyT (1+12( VIANCEY ) TO T,




Z téchto Kapplerovych méreni odhadneme W
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vysoky tlak, pretlumeny oscilator

Registrieraufoahme Jder Brownschen Bewegung (Methode B) (patiirliche Friife).
Dircktionskraft 2,66+107 abs. Einh. Triggheitamoment §,1-10~ abe. Einh. Skalenabstand: 56,5 cm.
Feitemarke: 20 pee da — 2 mm. o) Atmoophirondrock. Tomperatar 150 O

Fig. 4a

37 mic

snizeny tlak, podtlumeny oscilator
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Hegistricranfoshme der lBrownachen Bewegung (natiicliche Grdle.
Direktionskraft 2,00.107" abs. Einh. 7Trigheitsmoment 0,110~ abs, Einh. Abstand Spicgel-Kamera: 865 cm.
Zettmarke: A ece dx = 2 mm. b 4-10* m Hg. Tomporatur Id Cg

Fig. 4

E. Kappler, Ann. d. Phys. (Leipzig) 11 (1931} 233




Z téchto Kapplerovych méreni odhadneme W

X -9
pPERL W= D BRI =0,04 s

' i J 6,10x107°

277

vysoky tlak, pretiun =157 s perioda volného kmitu

Dircktioncbe B o0 e F Tismmen il =107 [0,04/1,6 107" eV

Feitemarke: 20 pee da — 2 mrd o) Atmoophi|
Fig. 4a

. how(1,25%107'° eV

37 mic

snizeny /tlak, podtlumeny oscilator
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Hegistricranfoshme der lBrownachen Bewegung (natiicliche Grdle.
Direktionskraft 2,06:107" abs. Einh. Trigheitsmoment 8,110~ abs, Einh., Abstand leir_égcl Kamera: 86,5 cm.
Zeitmarke: 0 ece dx = 2 mm. by 4:107% mum Mg, Temperatur 107

Fig. 41

E. Kappler, Ann. d. Phys. (Leipzig) 11 (1931} 235, 10




Z téchto Kapplerovych méreni odhadneme W

JE MALE

vysoky tlak, pretlumeny-oscilator

ERegistrieraufoahme Jder Brownschen Bewegung (Methode B) (patiirliche Friife).
Dircktionskraft 2,66+10™ abs. Einh. Trighefsmoment §,1-10~ abe. Einh. Skalenabstand: 56,5 cm.
Feitemarke: 20 pee da — 2 mmd o) Atmoophirondrock. Tomperatar 150 O

Fig. 4a

37 mic

snizeny flak, podtlumeny oscilator
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Hegistricranfoshme der lBrownachen Bewegung (natiicliche Grdle.
Direktionskraft 2,00.107" abs. Einh. 7Trigheitsmoment 0,110~ abs, Einh. Abstand Spicgel-Kamera: 865 cm.
Zettmarke: A ece dx = 2 mm. b 4-10* m Hg. Tomporatur Id Cg

Fig. 4

E. Kappler, Ann. d. Phys. (Leipzig) 11 {1931) 233 11




Langevinova rovnice

Pro volnou c¢astici oveérime vlastnosti sttedované
LR v konstatnim silovém poli ... identifikace s

Hinsteina

Newtonovskym predpokladem podle |

Tady se proste prepoctou ty ramecky a identifikuje

pohyblivost
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Langevinova rovnice pro 1D Brownovu cdstici

pusobici sila=0

mi 7x + F(1) g = 0| x| (volna &astice)

Kdyby
treni NAHODNA Fy = const
LANGEVINOV
dostaneme

A SILA

(i) =0 {) + Fy+ (F(0)
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Langevinova rovnice pro 1D Brownovu cdstici

pusobici sila=0

mi 7x + F(1) g = 0] x| (volna &astice)

Kdyby
treni NAHODNA Fy = const
LANGEVINOV
dostaneme

A SILA

(i) =0 {) + Fy+ (F(0)

14




Langevinova rovnice pro 1D Brownovu cdstici

mx73’c + (1) Fg =0 " (volna &astice)

treni

pusobici sila=0

Kdyby
NAHODNA Fy = const
LANGEVINOV
dostaneme

A SILA

mi€) = -1 (i) + Fy +(B)

ustaleny stav
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Langevinova rovnice pro 1D Brownovu cdstici

pusobici sila=0

Kdyby

treni

mi 7x + F(1) g = 0] x| (volna &astice)

NAHODNA Fy = const

LANGEVINOV
ASILA dosta.neme
/7<x> = Fy
(x) = BF
B=1/n
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Langevinova rovnice 1.

Pavodné pouzita na volnou Brownovu castict.
Vyznamné pokroky v pochopeni.
Difusni feseni je spravné v limité dlouhych cast.
Pro kratké casy se projevi inercialni efekty.
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“ Langevinovo tesSeni jeho rovnice pro 1D Brownovu Cdstici “

k,T 1 _ ,
<x2>:2L(t——(1—e V’)] VYSLEDEK
my y
4 Prof - o -
Sy
() 2kT( lj s
my y 1 =7 relaxacni doba
y
~2k T
my
k,T

D ... |k,T7[B=D| EINSTEINUV VZTAH

— 1dentifikace

my
a Prot 50

<x2>: IZ;(t—Jl/(l—Hyf—%szz+“‘)j:<(m2>

BALISTICKY ROZLET
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H Langevinovo tesSeni jeho rovnice pro 1D Brownovu Cdstici H

10 T T T T \ T T T T
9l A

Zpozdi se zrovnao T

| () - 22 =0

my

difusni
aproximace p

42D

uplné reseni

balisticka
limita g

1 | 1 L | L I 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
try

Balisitcky rozlet je zpoCatku pomalejSi, pak ovsem roste kvadraticky i
nadale a od 'je uz mnohem rychlejsi.

Crossover u T odpovida prvni srazce
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Langevinova rovnice 11.

Pro linearni oscilator je feSeni pomoci
sttedovacich procedur také mozné.
Stredovat budeme trajektorii vyjadfenou
pomoci Greenovy funkce
Cviceni je vénovano nejprve odvozeni GF

20




H Langevinova rovnice pro linedrni oscildtor — fesent

Langevinova rovnice pro linearni oscilator je
LODR 2. fadu s pravou stranou (... nehomogennir.)

f_;xa) +yLxo)+afx() = 1)

obecne reseni = obecné reseni homog. rovnice
+ partikularni reseni nehomog. rovnice

x(1) =C, lexp(=A, 1) + C, [exp(—A, ¢) + X (¢)

sekularni rovnice

A =yld+a; =0

A :%Vi\/%yz _%2

podtlumené kmity 1y =, pretlumené kmity

21




“ Langevinova rovhice — Greenova funkce “

partikularni reseni nehomog. rovnice

hledame pomoci Greenovy funkce

4 G+ y% G(t, 1)+ G(t,t") = 3(t —1")

ds Z

PAK pulsni excitace

X(1) = [de1G (s, 1) % f(1")

Ovéreni: G =0
St L)?:jdt'LGf :jdt'axf:f
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“ Langevinova rovhice — stanoveni Greenovy funkce

hledame Greenovu funkci

iG(t M+ -4 G+ a6t = 8t —1)
dtz ) dt ) 0 )

G(t,t")=0 pro t<t'

S

©

2
'§7G(t,t')+y%G(t,t')+ag§G(t,t'):O pro t>t'

<]

'C%G(t =1+0,t') =1 G(t=¢+0,t)=0
okrajove podminky (seSiti pfi rovhych Casech)

dostaneme integraci po malém okoli bodu t = t’
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“ Langevinova rovhice — stanoveni Greenovy funkce

hledame Greenovu funkci

E Gy +yd G +a2Ga,rm) = d—1)
dtz ’ dt ’ 0 ’

A G(t,t")=0 pro t<t'

©

’i =t "y =
@dt(}(t £+0,6) =1

dostaneme integraci po malém okoli bodu t =t~

G(t=t+0,t)=0

okrajove podminky (seSiti pfi rovhych Casech)

2
§7G(t,t')+y£G(t,t')+c¢§G(t,t'):O pro t>t'

t’+& t+&

t'+e

t’+&

J'dtdz G(t,t")+ yjdt G(t,t)+ ol jdtG(tt)—jdtJ(t t")

”dG(z+Ot) “G(£'+0,£) -0

Z_/

- O|g_>

t'—&

1
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Shrnuti: vysledné formdlni teseni pro oscildtor

x(0) = x,,

x(0) = v,
x(t) = C, Lexp(—A,¢) + C, Lexp(—A,¢t) + x(¢)

(1) :fdt'G(r—r')f(r')
0

formalni reseni

Ais :%Vi\/

1

4

V' -y

1

Glr=1') = =

1

2

{exp(=A, (1 = 1) —exp(=A, (t = 1)} B ~1')

(fOf@n)=2rd@-1)

[ kgT
y  m

Bily um

Bylo odvozeno pomoci
ekviparticniho zakona
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Langevinova rovnice I. & I1.

Volnou Brownovu c¢astict budeme chapat jako
linearni oscilator s trekvenci konvergujici k nule.
Najdeme trajektorit vyjadfenou pomoci
Greenovy tunkce.

Pak znovuodvodime Langevinovu formuli

explicitnim stfedovanim (x*(#))
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Limita volné Cdstice z TeSent pro oscildtor

x(£) = C, @Bxp(=A,£) + C, Bxp(=A,t) + %(¢)

(1) :fdt'G(t—t')f(t')
0

x(0)=x,, x(0)=v, pocatetni podminka

formalni reseni v
obecném tvaru zustava

n\ — ' [ _ kgT Taktéz beze zmeény,
<f(t)f(t )> =27 0=6) y m nezavisi na &)
Bily $um Bylo odvozeno pomoci

ekvipartiCniho zakona

_|y
. _{O LIMITA @ — 0+0

G(t—t") = Jl/{l —exp(=A(t —t")} B(t -t

K uvaze: pti dlouhych ¢asech
netrividlni zaména poradi limit

t—»ooaab—»O
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Zapocteni pocdtecnich podminek,

x(0)=x5,  x(0)=v,
x(£) = C, Bxp(=A 1) + C, + X(t)

(1) :fdr'G(t—f)f(r')
0

nejprve ukazeme (trochu nepiesne)
X(0)=0, 43x(0)=0

pak snadno dostaneme

x(1) =x, +vy xG(t = 0)+ X(¢) |
> 1>0

0 :fdt'G(t—r')f(t')
0

G(t—t") = %{1 —e A} 9 -1

28




Stredni Ryadratickd odchylka polohy

Zapiseme hodné symbolicky
(x* (1)) ={(x, + GV, +[dr' Gf )(x, +Gv, +]di"Gf))
=(x2)+ G2y +][dt'dt"GG{f f) zélezi na zpusobu preparace

+2G(x,v,) +2 ] dt'G{x, f)+2G J dt'G(v, f) samé nuly: nezavislé ndhodné proménné

k,T
m

My volime (x;) =0 (piesna bodova injekce), (V¢ ) =2~ (injekéni doba makroskopicka)

5l ysi-1y |1ararGar=2%Ly f di'G(1=t')

m m

samoziejmé <f(t)f(t')> =2

() =23 1y 42 K6l [" +2(€-1)-——(€? -1)} €=¢N
my my y 2y
(x* (1)) =2 l;jf; [t —Jl/(l - €)] .. pfesné Langevindv vysledek
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The end




