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Předmluva

Předložený text je stručným přehledem základńıch termı́n̊u a pravidel pro poč́ıtáńı s tenzory;
má sṕı̌se charakter mı́rně rozš́ı̌rených vysokoškolských poznámek než normálńı učebnice.
Ćılem bylo sṕı̌se vymezit potřebné znalosti, než je vyložit jako v klasické učebnici matema-
tiky. Text psaný velkým ṕısmem je povinným obsahem základńıho kurzu, malým ṕısmem
jsou některé doplňkové informace a hvězdičkou jsou označeny podkapitoly, které jsou určeny
pro hlubš́ı porozuměńı problematiky pro zájemce.

Součást́ı kurzu je využit́ı programu Excel s doplňkem Matrix, který lze volně źıskat. V Ex-
celu je nutno zvládnout následuj́ıćı základńı matematické operace, základńı matematické
funkce, vkládáńı vzorc̊u, vkládáńı interaktivńı proměnné do vzorc̊u, přenášeńı a koṕırováńı
vzorc̊u:

Operátory český název
= ručńı vložeńı vzorce (vepsáńım)
+ sč́ıtáńı
− odč́ıtáńı
∗ násobeńı
/ děleńı

Funkce český název
ODMOCNINA(a) druhá odmocnina z č́ısla a
MOD(a; b) zbytek po celoč́ıselném děleńı a/b
RADIANS(a) převod úhl̊u ze stupň̊u na radiány
DEGREES(a) převod úhl̊u z radián̊u na stupně
SIN(a) sinus úhlu v radiánech
COS(a) cosinus úhlu v radiánech
TG(a) tangens úhlu v radiánech
ARCSIN(a) akus sinus – vrát́ı úhel v radiánech
ARCCOS(a) akus cosinus – vrát́ı úhel v radiánech
ARCTG(a) akus tangens – vrát́ı úhel v radiánech
ARCTG2(x; y) akus tangens ze souřadnic x, y – vrát́ı úhel v radiánech

Ovládáńı český název

Ctrl + C zkoṕırovat do paměti

Ctrl + X vyjmout do paměti

Ctrl + V vložit z paměti
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Ačkoliv Ecel obsahuje některé maticové funkce, je lepš́ı už́ıvat funkce doplňku Matrix, nebot’

Excelovské funkce někdy dávaj́ı chybné znaménko výsledku. V doplňku Matrix jsou defi-
novány následuj́ıćı operace, které je nutno v kurzu zvládnout:

Funkce český název
MAbs norma (délka) vektoru nebo norma matice

Norm of vector or matrix

MNorm norma (délka) vektoru nebo norma matice
Vector of matrix norm

MNormalize vektor normovaný na jednotkovou délku (=směrový vektor)
Vectors normalization

MAdd součet vektor̊u nebo matic stejných rozměr̊u
Matrix addition

MSub rozd́ıl vektor̊u nebo matic stejných rozměr̊u
Matrix subtraction

MMultS skalárńı násobek vektoru nebo matice
Matrix scalar multiplication

ProdScal skalárńı součin dvou vektor̊u stejných rozměr̊u
Scalar product

ProdVect vektorový součin dvou vektor̊u v trojrozměrném prostoru
Vector product

MProd součin dvou nebo v́ıce matic, předchoźı matice muśı mı́t vždy počet
sloupc̊u rovný počtu řádk̊u matice následuj́ı
Matrix product

MT transponovaná matice
Matrix transpose

MDet determinant čtvercové matice
Determinant

MInv inverzńı matice z čtvercové regulárńı matice
Matrix inverse

MEigenvalJacobi matice charakteristických č́ısel symetrické čtvercové matice
Eigenvalues of symmetric matrix

MEigenvecJacobi matice charakteristických vektor̊u symetrické čtvercové matice
Eigenvectors of symmetric matrix

Ovládáńı český název

Ctrl + Shift + OK vložeńı výsledku maticové funkce do všech vybraných buněk
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2.6 Vztahy mezi směrovými vektory . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
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4.2.3 *Charakteristické vektory matice rotace . . . . . . . . . . . . . . . . 29

4.3 *Operace symetrie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
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Kapitola 1

Kvantifikace deskriptivńıch údaj̊u a
základńı algebraické struktury

1.1 Relačńı údaje

Při zpracováváńı údaj̊u nejprve zvládáme pouze porovnáváńı jev̊u (relace), později je umı́me do r̊uzné mı́ry
kvantifikovat.

Základńı relačńı vztahy

Rovnost a r̊uznost dat: jednotlivé údaje můžeme porovnávat a můžeme určit, zda jsou shodné (a = b)
nebo rozd́ılné (a 6= b) . Neumı́me je jinak srovnat, ani je seřadit podle velikosti.
Nerovnosti dat: jednotlivé údaje můžeme porovnávat, umı́me určit, zda je den větš́ı než druhý (a > b),
umı́me je seřadit podle velikosti (a > b > c) .

Základńı vlastnosti relaćı

Vlastnost Rovnost Různost Nerovnost
Reflexivnost: a = a – –
Symetričnost: a = b⇒ b = a a 6= b⇒ b 6= a a > b⇒ b < a

(obrácené znaky)
Tranzitivnost: (a = b) ∧ (b = c) z předpokladu (a 6= b) ∧ (b 6= c) a > b ∧ b > c

⇒ a = c nelze usoudit, že a 6= c ⇒ a > c
Pro r̊uznost neplat́ı reflexivnost a tranzitivnost. Pro nerovnosti neplat́ı reflexivnost a symetričnost.

1.2 Kvantifikované údaje

Kvantifikované údaje se mohou lǐsit jednak podle mı́ry možné kvantifikace, jednak mohou být složené. Vždy
však jsou vyjádřeny č́ısly – proto také zavád́ıme ”fyzikálńı”jednotky. Mezi složitěǰśı kvantitativńı vztahy
patř́ı např. komplexńı č́ısla a také tenzory, kterým je věnována hlavńı část výkladu.

1.2.1 Mı́ra kvantifikace

Rozd́ılové údaje: Můžeme určit rozd́ıl (a − b) , tj. o kolik je jeden údaj větš́ı či menš́ı nežli údaj druhý.
Nev́ıme však, jaká je pozice absolutńı nuly, a proto si často voĺıme nulu dohodou. Poměr velikost́ı údaj̊u
však určit nelze, nař. teplota ve stupńıch Celsia.
Poměrové údaje: Můžeme určit nejen rozd́ıl, ale i poměr velikost́ı (a / b) , nebot’ je známo, jaká je absolutńı
nula. Např. teplota v Kelvinech.

1.2.2 Veličiny podle mı́ry složenosti

Fyzikálńı veličiny podle jejich složitosti rozdělujeme do několika typ̊u:

• skalár – veličina je určena jedńım (30 = 1) č́ıslem (teplota, hustota, objem, . . . )

• vektor – veličina je určena třemi (31 = 3) č́ısly (napět́ı, śıla, rychlost, . . . )
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• tenzor 2. řádu – veličina je určena obecně 32 = 9 č́ısly, matice 3×3 (napjatost, optická indikatrix, . . . )

• tenzor 3. řádu – veličina je určena obecně 33 = 27 č́ısly, zjednodušeně jako matice 3×6 (piezoelektrický
jev, . . . )

• tenzor 4. řádu – veličina je určena obecně 34 = 81 č́ısly, zjednodušeně jako matice 6×6 (elastické
vlastnosti, . . . )

• tenzor . . . atd.

Obecně můžeme všechny označit za tenzory, přitom skaláry za tenzory nultého řádu, vektory za tenzory
prvńıho řádu a tenzory s. s. za tentory s. l. druhého řádu.

Skaláry

U skalárńı veličiny lze v každém mı́stě (x, y, z) a čase (t) určit jednoznačně velikost (př́ıpadně znaménko)
dané veličiny:

a = f(x, y, z, t) (1.1)

Skalárńı veličiny označujeme zpravidla malými nebo velkými ṕısmeny latinské abecedy, a to tzv. matema-
tickou kurźıvou.

Vektory

Vektory maj́ı v každém bodě a čase jak svoji velikost, tak i sv̊uj směr (př́ıpadně smysl – znaménko). Vektory
znázorňujeme v maticovém zápisu jako sloupcový vektor. Znač́ıme je obvykle malými ṕısmeny (latinskými či
řeckými), a to tučně nebo se šipkou nad t́ımto ṕısmenem (n =~n). Vektor se znázorňuje pomoćı orientované
(směrované) šipky, jej́ıž délka vyjadřuje velikost vektoru.

Tenzory

Tenzory se znázorňuj́ı elipsoidem, u kterého je nutno znát délky všech tř́ı poloos a rovněž jejich orientaci.
Směr poloos, které jsou na sebe kolmé, je dán třemi nezávislými složkami jako ortogonálńı směrový

systém.
Tenzory se označuj́ı obvykle velkými ṕısmeny latinské abecedy tučně nebo v hranatých závorkách.

1.3 Základńı algebraické operace

Algebraické operace umožňuj́ı kvantitativně zpracovávat vědecká data. Algebraická operace přǐrazuje
uspořádané n-tici prvk̊u (údaj̊u) nejvýše jeden prvek výsledný.

Podle počtu prvk̊u, které do ńı vstupuj́ı, rozlǐsujeme operace unárńı (s jedńım prvkem), binárńı (se dvěma
prvky), ternárńı (tř́ıprvkové) atd. Binárńı algebraickou operaci vyznačujeme r̊uznými znaky umı́stěnými
mezi oba prvky vstupuj́ıćımi do operace, např. +,−, ·,×, :, / a daľśı, pro obecné označeńı nějaké operace
použ́ıváme obvykle ◦. Při aditivńım charakteru operace (sč́ıtáńı) už́ıváme + nebo ⊕, při multiplikativńım
(násobeńı) zase ·,� nebo ×,⊗ apod.

Podle toho, zda jsou vstupńı a výstupńı prvky z téže množiny nebo nikoliv, rozlǐsujeme operace vnitřńı
(prvky ze stejné množiny) a nebo vněǰśı, pokud výsledný prvek a prvky vstupńı patř́ı jiným množinám.
U vnitřńıch operaćı můžeme rozlǐsit ještě operace

”
na množině“, které přǐrazuj́ı výsledný prvek všem možným

kombinaćım prvk̊u, a nebo operace
”
v množině“, které výsledný prvek přǐrazuj́ı jen některým kombinaćım.

1.3.1 Vlastnosti binárńıch algebraických operaćı

Následuj́ıćı vlastnosti mohou ale nemuśı mı́t určitá algebraická operace. Při tom existence některých podmiňuje
možnost daľśıch a př́ıpadně také jejich použit́ı. Pro jednoduchost odvoláváńı se na jednotlivé vlastnosti je u
nich vzynačeno zkratkové označeńı ṕısmenem.

Neomezená existence operace – vlastnost E

Ke každým dvěma prvk̊um a, b ∈ A vstupuj́ıćım do operace existuje i prvek výsledný: a ◦ b = c. Tato
vlastnost je d̊uležitá pro to, zda se muśıme starat o charakter vstupńıch dat, př́ıpadně která data do operace
vstupovat nemohou. Např. u děleńı reálných č́ısel nelze už́ıt nulu ve jmenovateli, zat́ımco u násobeńı č́ısel
mohou do operace vstupovat všechna data.
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Komutativnost operace – vlastnost K

Pro každé dva prvky a, b ∈ A plat́ı: a ◦ b = b ◦ a.

Asociativnost operace – vlastnost A

Pro každé tři prvky a, b, c ∈ A plat́ı: (a ◦ b) ◦ c = a ◦ (b ◦ c).

Existence neutrálńıho prvku – vlastnost N

V množině prvk̊u existuje takový prvek e ∈ A , že pro každý prvek a ∈ A plat́ı: a ◦ e = e ◦ a = a).
Neutrálńı prvek je tedy takový, že v operaci neměńı hodnotu prvku druhého.
Pokud se jedná o sč́ıtáńı, označujeme takový prvek jako nulový : 0, v př́ıpadě násobeńı jako prvek jednot-

kový : 1.

Existence inverzńıho prvku – vlastnost I

Pro každý prvek a ∈ A existuje prvek inverzńı ā ∈ A takový, že plat́ı: a ◦ ā = e.
Prvky a, ā označujeme jako vzájemně inverzńı prvky. Jedná-li se o sč́ıtáńı, označujeme inverzńı prvek

jako prvek opačný −a, u násobeńı jako prvek převrácený neboli reciproký a−1.
Je-li operace asociativńı, pak ke každému prvku a ∈ A existuje nejvýše jeden prvek inverzńı ā ∈ A

vzhledem k dané operaci, a plat́ı: ¯(ā) = a.

Existence inverzńı operace – vlastnost L̄, P̄

Pro prvky ve vztaźıch:

a ◦ x = b x ◦ a = b

existuj́ı takové operace, že plat́ı:

x = a L b x = b P a

Prvou inverzńı operaci L nazýváme jako pravou inverzi a druhou P jako levou. Je-li p̊uvodńı operace
komutativńı, pak jsou obě inverzńı operace – pravá a levá – totožné.

Mohou nastat následuj́ıćı situace: existuj́ı obě inverzńı (pravá i levá) operace, existuje pouze jedna z nich
a nebo neexistuje žádná z nich. Pokud inverzńı operace existuj́ı, mohou existovat NA nebo V množině, tj.
jsou definovány pro všechny prvky nebo jen pro prvky některé.

Existence inverzńı operace umožňuje řešeńı rovnic s danou operaćı. Jedná-li se o operaci sč́ıtáńı, je inverzńı
operaćı odč́ıtáńı, jde-li o násobeńı, je inverzńı operaćı děleńı.

Distributivnost jedné oprace vzhledem k operaci druhé – vlastnost D

Distributivnost vyjadřuje vztahy mezi dvěma operacemi, např. ⊕ a �. Je-li operace � distributivńı vzhledem
k operaci ⊕, pak plat́ı:

(a ⊕ b) � c = (a � c) ⊕ (b � c)

a � (b ⊕ c) = (a � b) ⊕ (a � c)

1.4 Algebraické struktury

Algebraická struktura je neprázdná množina prvk̊uA, na ńıž je definována alespoň jedna algebraická operace.

1.4.1 Struktury s jednou vnitřńı operaćı

Grupoid je neprázná množina prvk̊u, na ńıž je definována jedna operace s vlastnost́ı E.
Pologrupa je grupoid, jehož operace je asociativńı.
Grupa je pologrupa, jej́ıž operace má i vlastnosti N a I. Definićı je zajǐstěna i existence inverzńıch operaćı
na grupě.

Pokud má grupoid, pologrupa či grupa i vlastnost K, nazývá se komutativńı neboli abelovský grupoid,
pologrupa či grupa.
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Vlastnosti operace
Algebraická struktura E K A N I

neomezenost komutativnost asociativnost neutrálńı p. inverzńı p.
Grupoid nekomutativńı • − − − −

komutativńı • • − − −
Pologrupa nekomutativńı • − • − −

komutativńı • • • − −
Grupa nekomutativńı • − • • •

komutativńı • • • • •

Tabulka 1.1: Algebraické struktury s jednou vnitřńı operaćı. E – neomezená existence operace, N– existence
neutrálńıho prvku, I– existence inverzńıch prvk̊u.

Algebraická Vlastnosti prvńı operace Vlastnosti druhé operace Vzájemně
struktura E1 K1 A1 N1 I1 E2 K2 A2 N2 I2 D
Polookruh • • • − − • (•) (•) − − •
Okruh • • • • • • (•) (•) − − •
Těleso • • • • • • • • • • •

Tabulka 1.2: Algebraické struktury se dvěma vnitřńımi operacemi. E – neomezená existence operace, K–
komutativnost, A– asociativnost, N– existence neutrálńıho prvku, I– existence inverzńıch prvk̊u, D – dis-
tributivnost druhé operace vzhledem k prvńı.

1.4.2 Struktury se dvěma vnitřńımi operacemi

Polookruh je neprázdná množina, na ńıž jsou definovány dvě vnitřńı operace, prvńı (sč́ıtáńı) a druhá
(násobeńı). Prvńı má vlastnosti E1, A1 a K1 a druhá E2 a dále maj́ı společnou vlastnost D druhé operace
vzhledem k operaci prvńı.
Okruh je polookruh, jehož prvńı operace má jěště vlastnosti N1 I1.

Plat́ı-li komutatinost a asociativnost, př́ıp. odě vlastnosti druhé operace, nazývá se polookruhh nebo
okruh jako komutativńı, asociativńı, př́ıp. asociativněkomutativńı.
Těleso je asociativně-komutativńı okruh, kde druhá operace má nav́ıc vlastnosti N2 a I2 pro všechny
nenulové prvky.



Kapitola 2

Základy vektorové matematiky

2.1 Základńı informace o vektorech

Etymologie

Vektor= přenašeč (z mı́sta na mı́sto), cestovatel.

Definice

Vektor je složená veličina, určená jednak velikost́ı, jednak směrem. Jej́ı složenost se vyjadřuje při zápisu zpravidla
polotučným ṕısmem, obecně se už́ıvaj́ı malá ṕısmena, např. a.

Souřadnicové soustavy

Pro numerická řešeńı studovaných problémů už́ıváme téměř výhradně pravotočivé ortogonálńı ekvidistantńı souřadné
soustavy:

• ekvidistantńı – na všech osách je stejné a rovnoměrné děleńı.
• ortogonálńı – mezi souřadnými osami jsou pravé úhly
• pravotočivá – kladný směr rotace je pravotočivý.

”
Točivost“ souřadné soustavy urč́ıme pomoćı pravidla pravé

ruky:
”

Natoč́ıme-li palec pravé ruky do kladného směru osy, pak ostatńı prsty ukazuj́ı kladný směr rotace kolem
ńı.“ Tento kladný směr určuje zároveň vzájemnou pozici obou daľśıch os: kladná část osy +z je orientována o
90◦ v kladném směru rotace od osy +y.

Směry souých os označujeme pomoćı jednotkových vektor̊u e1, e2 a e3 (tzv. ortonormálńı báze).

Geografické souřadnice

Geografický souřadný systém je určen klasickou konvenćı:

• osa x je vodorovná a jej́ı kladná část směřuje k severu
• osa y je vodorovná a jej́ı kladná část směřuje k východu
• osa z je vertikálńı a jej́ı kladná část směřuje dol̊u

Směry souřadných os jsou určeny jednotkovými směrovými vektory x, y a z.

[x] =

[
1
0
0

]
G

[y] =

[
0
1
0

]
G

[z] =

[
0
0
1

]
G

(2.1)

Složky vektor̊u určené v geografické souřadnicové soustavě jsou označovány indexy x, y a z.
Při některých postupech potřebujeme určit, která část prostoru je kladná. Konvenčně si ji definujeme s ohledem

na historický vývoj takto:

hodnota na ose: část
z y x poloprostoru

+ libovolné libovolné
+ libovolné kladná část

+
0 0 0 vektor nulové délky neurčuje směr

−
− libovolné záporná část

− libovolné libovolné

Za kladnou část prostoru tedy považujeme jej́ı spodńı (dolńı) polovinu, u vodorovných směr̊u jejich východńı část
a konečně u severojižńıch vodorovných směr̊u za kladnou část považujeme směr k severu.

13
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Formy zápisu vektor̊u

Vektor v trojrozměrném prostoru je uspořádané trojice č́ısel, kterou zapisujeme do složených závorek (vektorový
tvar):

a = ~a = {a1; a2; a3} (2.2)

K zápisu můžeme použ́ıt i matickové matematiky. Potom všechny vektory považujeme za sloupcové, avšak při k
potřebě jejich zápisu v řádku použ́ıváme transponovanou podobu (maticový tvar):

a = [a] =

[
a1
a2
a3

]
= [a1 a2 a3]T (2.3)

Pro některá odvozeńı je vhodný algebraický tvar zápisu vektoru:

a = a1.e1 + a2.e2 + a3.e3 (2.4)

kde e1, e2 a e3 jsou vektory báze vektorového prostoru. Posledńı tvar můžeme označit jako goniometrický či
eulerovský tvar:

a = a.(cosα1.e1 + cosα2.e2 + cosα3.e3) (2.5)

a = a. (cosφ.(cosα.e1 + sinα.e2) + sinφ.e3) (2.6)

kde a je velikost vektoru a αi jsou směrové a φ a α Eulerovy úhly.

Vlastnosti

Vektor má svou velikost (délku) a směr.

Délka vektoru

Absolutńı hodnota neboli velikost vektoru je jeho délka, poč́ıtáme ji pomoćı Pythagogovy věty:

a = |a| =
√
a21 + a22 + a23 (2.7)

Př́ıklad

Vektor rychlosti desek, vektor śıly, vektor polohový, vektor

2.2 Sč́ıtáńı vektor̊u

Součet vektor̊u je je opět vektor, který urč́ıme jako součet odpov́ıdaj́ıćıch složek:

a + b = {a1 + b1; a2 + b2; a3 + b3} =

 a1 + b1
a2 + b2
a3 + b3

 = (a1 + b1).e1 + (a2 + b2).e2 + (a3 + b3).e3 (2.8)

Je-li výsledný vektor součtu c = a + b, pak pro jeho složky ci plat́ı:

ci = ai + bi (2.9)

Základńı vlastnosti vektorového sč́ıtáńı

Existence operace – sč́ıtat lze pouze vektory téhož významu a rozměru, jinak je existence operace neo-
mezená.

Komutativnost – sč́ıtáńı je komutativńı operaćı: a + b = b + a.

Asociativnost – sč́ıtáńı je asociativńı operaćı: (a + b) + c = a + (b + c), závorku tedy nemuśıme psát.

Existence neutrálńıho prvku – existuje nulový vektor (0 = ~0), který p̊uvodńı vektor v operaci neměńı:
a + 0 = a. Při tom je nutno si uvědomit, že nulový skalár (nula, 0) a nulový vektor (0 = ~0) jsou r̊uzné
veličiny.

Existence inverzńıho prvku – každému prvku a existuje inverzńı prvek (−a), pro něž plat́ı: a+(−a) = 0.

Existence inverzńı operace – existuje inverzńı operace, která umožňuje řešit rovnici: a + x = b a
x + a = b (vzhledem ke komutativnosti sč́ıtáńı jsou rovnice ekvivalentńı). Inverzńı operace se nazývá
odč́ıtáńı: x = b− a. Prvek x je určen jednoznačně.
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Daľśı vlastnosti operace sč́ıtáńı vektor̊u

Trojúhelńıková nerovnost: |a + b| ≤ |a|+ |b|

2.2.1 Odč́ıtáńı vektor̊u

Rozd́ıl vektor̊u je je opět vektor, který urč́ıme jako rozd́ıl odpov́ıdaj́ıćıch složek:

a− b = {a1 − b1; a2 − b2; a3 − b3} =

 a1 − b1
a2 − b2
a3 − b3

 = (a1 − b1).e1 + (a2 − b2).e2 + (a3 − b3).e3 (2.10)

Je-li výsledný vektor odč́ıtáńı c = a− b, pak pro jeho složky ci plat́ı:

ci = ai − bi (2.11)

Základńı vlastnosti vektorového odč́ıtáńı

Existence operace – odč́ıtat lze pouze vektory téhož významu a rozměru, jinak je existence operace
neomezená.

Komutativnost – odč́ıtáńı neńı komutativńı operaćı: a−b 6= b−a, je antikomutativńı: a−b = −(b−a).
Obráceńım pořad́ı při odč́ıtáńı je výsledkem vektor stejné délky, stejného směru, ale v opačném směru
– výsledkem je tedy vektor opačný.

Existence neutrálńıho prvku – existuje nulový vektor (0 = ~0), který p̊uvodńı vektor v operaci neměńı:
a− 0 = a.

Př́ıklad

Skládáńı pohybu litosférických desek, výpočet vzájemného pohybu dvou desek prostřednictv́ım desky třet́ı.

2.3 Skalárńı násobek vektoru

Opakovaným sč́ıtáńım (při platnosti asociativnosti sč́ıtáńı) těchže vektor̊u můžeme dospět k představě
skalárńıho násobku vektoru:

a + a + a + · · ·+ a = n.a (2.12)

Skalárńım násobkem vektoru je vektor, který má stejný směr jako p̊uvodńı vektor a velikost danou součinem
skaláru a absolutńı velikosti vektoru. Součin vektoru a skaláru vypočteme jako součin každé složky vektoru
a dané skalárńı veličiny:

k.a = {k.a1; k.a2; k.a3} =

 k.a1
k.a2
k.a3

 = k.a1.e1 + k.a2.e2 + k.a3.e3 (2.13)

Základńı vlastnosti skalárńıho násobku vektoru

Pro násobeńı vektoru a skaláru plat́ı komutativńı, asociativńı i distributivńı zákon, násobeńı č́ıslem 1 p̊uvodńı
vektor neměńı:

Existence operace – do operace může vstupovat jakýkoliv skalár a vektor, existence operace je tedy zcela
neomezená.

Komutativnost – skalárńı násobek vektoru je komutativńı operaćı: k.a = a.k

Asociativnost – skalárńı násobek vektoru je asociativńı operaćı: (k.a).` = k.(a.`), resp. k.(`.a) = (k.`).a,
závorku tedy nemuśıme psát.

Distributivnost vzhledem ke sč́ıtáńı skalár̊u – (k + `).a = k.a + `.a

Distributivnost vzhledem ke sč́ıtáńı vektor̊u – k.(a + b) = k.a + k.b
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Existence neutrálńıho skalárńıho prvku – existuje jednotkový skalár (k = 1), který p̊uvodńı vektor v
operaci neměńı: 1.a = a. Neutrálńı vektorový prvek nemůže existovat, nebot’ výsledkem operace neńı
skalár.

Existence inverzńıho skalárńıho prvku – každému prvku k existuje inverzńı prvek (k−1), pro něž plat́ı:
k.k−1.a = a. Inverzńı vektorový prvek nemůže existovat, nebot’ výsledkem operace neńı skalár.

Existence inverzńı operace pro vektor – existuje inverzńı operace pro určeńı neznámého vektoru x,
která umožňuje řešit rovnici: k.x = b Prvek x je určen jednoznačně: x = b/k. Inverzńı operace se
nazývá děleńı skalárem.

Existence inverzńı operace pro vektor – inverzńı operace obecně neexistuje. Inverzńı operace pro
určeńı neznámého skaláru x z rovnice x.a = b je možná pouze v př́ıpadě rovnoběžnosti vektor̊u a a
b. Prvek x je potom určen jednoznačně. Nejsou-li vektory rovnoběžné (obecný př́ıpad), nemá rovnice
žádné řešeńı a inverzńı operace neexistuje.

Daľśı vlastnosti skalárńıho násobku vektoru

Násobeńı nulou: 0.a = 0
Násobeńı nulovým vektoremu: k.0 = 0

2.3.1 Děleńı skalárem

Děleńı č́ıslem k 6= 0 provád́ıme jako násobeńı vektoru jeho převrácenou hodnotou 1/k:

a

k
=

 a1/k
a2/k
a3/k

 =
a1
k
· e1 +

a2
k
· e2 +

a3
k
· e3 (2.14)

Záporný vektor vzniklý vynásobeńım vektoru a č́ıslem −1:

− a =

 −a1−a2
−a3

 = −a1.e1 − a2.e2 − a3.e3 (2.15)

nám umožńı realizovat odč́ıtáńı, nebot’

a− b = a + (−b) =

 ax − bx
ay − by
az − bz

 = (a1 − b1).e1 + (a2 − b2).e2 + (a3 − b3).e3 (2.16)

Jednotkový – směrový vektor

Jednotkový vektor je vektor jednotkové délky |a0| = 1. Ke každému vektoru s výjimkou vektoru nulového
můžeme jednoznačně určit jednotkový vektor:

a0 =
a

a
=

 a1/a
a2/a
a3/a

 =
a1
a
.e1 +

a2
a
.e2 +

a3
a
.e3 (2.17)

Jednotkový vektor určuje pouze směr daného vektoru, proto jej také označujeme jako směrový vektor.
Výpočet jednotkového vektoru označujeme jako normováńı a výsledný jednotkový vektor jako vektor nor-
movaný. Původńı (nenulový) vektor můžeme psát jako skalárńı násobek jeho velikosti a směrového (jednot-
kového) vektoru:

a = a.a0 = a.a01.e1 + a.a02.e2 + a.a03.e3 (2.18)

Vlastnosti jednotkového vektoru:
|a0| = 1 (2.19)

Velikosti jednotlivých složek odpov́ıdaj́ı směrovým kosin̊um:

a1 = cosα1 (2.20)

a2 = cosα2 (2.21)

a3 = cosα3 (2.22)

kde úhly αi jsou úhly mezi i-tým vektorem báze (souřadnou osou) a daným vektorem.
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Lineárńı závislost vektor̊u

Plat́ı-li lineárńı závislost mezi vektory a1, a2, a3 . . .an vyjádřená vztahem:

k1.a1 + k2.a2 + k3.a3 + · · ·+ an = 0 (2.23)

kde k1, k2, k3 . . . kn jsou libovolná nenulová č́ısla, pak vektory a1, a2, a3 . . .an označujeme jako lineárně
závislé. Jedná-li se o dva vektory, ř́ıkáme, že jsou kolineárńı a jsou navzájem paralelńı. Jedná-li se o tři
vektory, ř́ıkámě, že jsou komplanárńı a všechny tři potom lež́ı v jedné rovině. Vı́ce než tři vektory jsou v
trojrozměrném prostoru vždy lineárně závislé, proto také každý vektor v trojrozměrném prostoru můžeme
rozložit na maximálně tři lineárně nezávislé vektory (složky). Jsou-li vektory lineárně závislé, lze ze vztahu
ref linearnizavislost vyjádřit jeden z vektor̊u (ai) pomoćı skalárńıch násobk̊u zbylých vektor̊u:

ai = −k1
ki
· a1 −

k2
ki
· a2 −

k3
ki
· a3 − · · · −

kn
ki
· an (2.24)

Obrázek 2.1: Odvozeńı vektorové rovnice př́ımky.

*Vektorová rovnice př́ımky

Př́ımka daná polohovým vektorem jednoho bodu r1 a směrovým vektorem l:

r = r1 + k.l

kde r je polohový vektor jakéhokoliv bodu př́ımky a k je libovolné reálné č́ıslo (parametr).
Př́ımka daná polohovými vektory dvou bod̊u př́ımky:

r = r1 + k.(r2 − r1)

2.4 Skalárńı součin

Skalárńı součin je součet součin̊u odpov́ıdaj́ıćıch složek. Je to skalár, jehož velikost je dána součinem velikost́ı
odbou vektor̊u a kosinu úhlu δ, který sv́ıraj́ı:

a.b = a1.b1 + a2.b2 + a3.b3 = ab. cos δ (2.25)

Skalárńıho součinu s výhodou už́ıváme k testováńı vzájemné orientace dvou vektor̊u. Pro kolmé vektory
plat́ı:

a.b = 0 (2.26)

a pro paralelńı vektory:
a.b = ab (2.27)

Jsou-li oba vektory jednotkové délky, pak je součin roven jedné.
Součin libovolného vektoru a a vektoru jednotkového b0 je roven délce pr̊umětu prvńıho do směru

druhého:
a.b0 = a. cos δ (2.28)

Tak můžeme určit i složky vektoru v dané bázi vektorového prostoru:

a1 = a.e1 (2.29)

a2 = a.e2 (2.30)

a3 = a.e3 (2.31)

Poznámka: Zde je uveden vektorový zápis skalárńıho součinu. V textu je už́ıván maticový zápis: a.b = aT.b
(podrobněji viz ńıže).
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Pravidla pro skalárńı součiny

Pro skalárńı součiny plat́ı komutativńı a distributivńı zákon.

a.a = a2 (2.32)

|a| =
√

a2 (2.33)

a.b = b.a (2.34)

k . (a.b) = (k.a) .b = a . (k.b) (2.35)

a.b = ab .a0.b0 (2.36)

(k.a) . (`.b) = k` . (a.b) (2.37)

(a + b).c = a.c + b.c (2.38)

(2.39)

Poznámka: V maticovém zápisu neńı násobeńı komutativńı, plat́ı však: aT.b = bT.a (viz ńıže).

Řešeńı rovnic se skalárńım součinem

Řešeńım rovnice se skalárńım součinem a · x = 0 jsou všechny vektory, které jsou kolmé na vektor a.

Řešeńım rovnice se skalárńım součinem a · x = k jsou všechny vektory, pro něž plat́ı |x|. cos δx,a = |a|
k . Jsou

to všechny vektory, které maj́ı stejný pr̊umět na vektor a (terminopolárńı vektory). Jsou to všechny vektory,
které maj́ı počátek v počátku vektoru aa konec lež́ıćı v rovině kolmé k vektoru a a lež́ıćı ve vzdálenosti b

|a| .

Při skalárńım součinu se ztráćı informace o složce vektoru x, která je kolmá na vektor a. Proto také nelze
vytvořit inverzńı operaci ke skalárńımu součinu vektor̊u.

*Vektorová rovnice roviny

Rovina daná polohovým vektorem jednoho bodu r1 a normálovým vektorem roviny n:

(r− r1) · n = 0

kde r je polohový vektor jakéhokoliv bodu roviny.

Rovina daná polohovými vektory tř́ı bod̊u (r1, r2, r3):

r = r1 + k.(r2 − r1) + `.(r3 − r1)

kde r je polohový vektor jakéhokoliv bodu př́ımky a k a ` jsou libovolná reálná č́ısla (parametry).

2.5 Vektorový součin

Vektorový součin svou vektor̊u je vektor, který je kolmý na oba činitele a jeho velikost je dána součinem
velikost́ı obou činitel̊u a sinu úhlu δ, který sv́ıraj́ı:

a× b =

 a2b3 − a3b2
a3b1 − a1b3
a1b2 − a2b1

 (2.40)

a× b =

∣∣∣∣∣∣
e1 e2 e3

a1 a2 a3
b1 b2 b3

∣∣∣∣∣∣ = (a2b3 − a3b2).e1 + (a3b1 − a1b3).e2 + (a1b2 − a2b1).e3 (2.41)

|a× b| = |a|.|b|. sin δ (2.42)

a× b = ab .a0 × b0 (2.43)

(2.44)

Základńı vlastnosti vektorového součinu

Existence operace – vektorově násobit lze pouze vektory téhož významu a rozměru, jinak je existence
operace neomezená. Jako binárńı operace (tj. do ńıž vstupuj́ı právě dva činitelé) existuje pouze v troj-
rozměrném prostoru.
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Komutativnost – vektorový součin neńı komutativńı operaćı: (a × b) = −(b × a). Obráceńım pořad́ı
při vektorovém násobeńı je výsledkem vektor stejné délky, stejného směru, ale v opačném směru –
výsledkem je tedy vektor opačný. Plat́ı tedy rovnost pro délky: |a× b| = |b× a|.

Asociativnost – vektorový součin neńı asociativńı operaćı:

a× (b× c) = (a.c).b− (a.b).c (2.45)

(a× b)× c = (a.c).b− (b.c).a (2.46)

(2.47)

výsledky nejsou stejné – závorku tedy muśıme psát.

Distributivnost – vektorový součin je distributivńı vzhledem k odč́ıtáńı a sč́ıtáńı vektor̊u, a to jak při
násobeńı zprava, tak i při násobeńı zleva:

a × (b + c) = a× b + a× c (2.48)

(a + b) × c = a× c + b× c (2.49)

Existence neutrálńıho prvku – neexistuje vektor (x), který p̊uvodńı vektor v operaci neměńı: a×x = a,
pokud vektor a neńı nulový (a = ~0).

Existence inverzńıho prvku – neexistuje inverzńı prvek, protože neexistuje neutrálńı prvek.

Existence inverzńı operace – neexistuje ani inverzńı operace.

Daľśı pravidla pro upravováńı vektorvých součin̊u

Opakované vektorové násobeńı – při vektorovém násobeńı opakovaně týmž vektorem je výsledkem
nulový vektor: a× a = 0.

*Vektor plochy

Jako vektor plochy označujeme vektor, který je na danou plochu kolmý (normálový vektor) a který má velikost rovnu
velikosti dané plochy. Např. vektor plochy tvaru obecného kosodélńıku omezeného dvěma vektory a a b je roven
vektorovému součinu obou vektor̊u. Nebo vektor plochy tvaru trojúhleńıku omezeného dvěma vektory a a b je roven:

np =
1

2
a× b =

1

2
b × (b− a) =

1

2
a × (b− a) =

1

2
(a− b) × a =

1

2
(a− b) × b (2.50)

Vektor povrchu tělesa je vektorový součet všech ploch stěn tohoto tělesa, které tvoř́ı jeho povrch. Pro uzavřené
povrchy je tento součet roven nule.

2.5.1 Složené a v́ıcenásobné součiny vektor̊u

Kombinace vektorového násobeńı a skalárńıho násobku

k . (a× b) = (k.a) × b = a × (k.b) (2.51)

|k.(a× b)| = |k|.|a× b| (2.52)

(k.a) × (`.b) = k` . (a× b) (2.53)

(2.54)

Smı́̌sený součin

Smı́̌sený součin je skalárńı veličina d, jej́ıž geometrická interpretace je objem hranolu s hranami odpov́ıdaj́ıćımi
jednotlivým vektor̊um:

d = (a× b).c = (a,b, c) = abc. sin δ cos γ (2.55)

d =

∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣ = a1b2c3 − a1b3c2 + a2b3c1 − a2b1c3 + a3b1c2 − a3b2c1 (2.56)
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kde úhel δ je úhel mezi vektorem a a b a úhel γ je úhel mezi vektorem c a kolmićı na vektory a a b. Pravidla
pro použ́ıváńı smı́̌seného součinu: smı́̌sený součin neńı komutativńı, tvoř́ı-li trojice systém pravotočivý je
součin kladný, jedná-li se o levotočivý systém, má součin zápornou hodnotu.

a.(b× c) = (a× b).c = (a,b, c) (2.57)

(a,b, c) = (b, c,a) = (c,a,b) (2.58)

(c,b,a) = (a, c,b) = (b,a, c) (2.59)

(a,b, c) = −(c,b,a) (2.60)

Daľśı násobné součiny vektor̊u

(a.b) . c = ab. cos δ . c (2.61)

(a.b) . c 6= a . (b.c) (2.62)

(a× b)× (c× d) = (d,a,b).c− (a,b, c).d = (c,d,a).b− (b,b, c).d (2.63)

a× [b× (c× d)] = (b.d).(a× c)− (b.c).(a× d) (2.64)

[(a× b)× c]× d = (a.c).(b× d)− (b.c).(a× d) (2.65)

(a× b).(c× d) = (b.d).(a.c)− (b.c).(a.d) (2.66)

2.6 Vztahy mezi směrovými vektory

2.6.1 Obecné vztahy mezi vektory jednoho souřadnicového systému

Jednotkové směrové vektory souřadnicových os maj́ı jednotkovou délku, pro vztah geografických a napja-
tostńıch souřadnic pak plat́ı tyto vztahy:

x2i + x2j + x2k = 1 x2i + y2i + z2i = 1 (2.67)

Směrové vektory souřadnicových os jsou na sebe kolmé, tj. jejich skalárńı součiny jsou rovny nule:

xixj + yiyj + zizj = 0 xiyi + xjyj + xkyk = 0 (2.68)

Všechny tyto vztahy vedou k závislosti složek matice transformace R, která má sice devět složek, avšak
pouze tři jsou na sobě nezávislé.

Uvedené vztahy využ́ıváme také k vyloučeńı parametr̊u s indexem 2, např. pomoćı vzorc̊u:

n21 + n22 + n23 = 1 odkud źıskáme n22 = 1− n21 − n23 (2.69)

n1l1 + n2l2 + n3l3 = 0 odkud źıskáme n2l2 = −n1l1 − n3l3 (2.70)

2.6.2 *Reciproké vektory a rozklad vektoru do libovolné báze

K systému tř́ı nekomplanárńıch vektor̊u e1, e2 a e3 lze vytvořit systém tř́ı reciprokých vektor̊u e∗1, e∗2 a e∗3 . Vlastnosti
reciprokých vektor̊u:

• skalárńı součin daného vektoru a k němu reciprokého (inverzńıho) je roven jedné:

e∗1.e1 = 1 (2.71)

e∗2.e2 = 1 (2.72)

e∗3.e3 = 1 (2.73)

• každý reciproký vektor je kolmý na některou ze stěn rovnoběžnostěnu vymezeného p̊uvodńımi vektory, tj.

e∗1.e2 = 0 e∗1.e3 = 0 (2.74)

e∗2.e1 = 0 e∗2.e3 = 0 (2.75)

e∗3.e1 = 0 e∗3.e2 = 0 (2.76)
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Z druhého požadavku vyplývá, že vektor e∗1 bude paralelńı, tj. skalárńım násobkem určitého č́ısla k1 a vektorového
součinu e2 × e3:

e∗1 = k1 . e2 × e3 (2.77)

e∗1.e1 = k1 . (e2 × e3) . e1 = 1 (2.78)

k1 =
1

(e2, e3, e1)
=

1

(e1, e2, e3)
(2.79)

Potom lze vyjádřit reciproké vektory jako:

e∗1 =
e2 × e3

(e1, e2, e3)
, e∗2 =

e3 × e1

(e1, e2, e3)
, e∗3 =

e1 × e2

(e1, e2, e3)
(2.80)

Reciproké vektory lze s výhodou použ́ıt pro rozklad vektoru do systému tř́ı nekomplanárńıch vektor̊u. Máme-li
rozložit vektor u do složek daných vektorovou báźı a1, a2 a a3 podle vzorce:

u = u1.a1 + u2.a2 + u3.a3 (2.81)

Jednotlivé složky u1, u2 a u3 lze vyjádřit vztahy:

u1 = u.a∗1, u2 = u.a∗2, u3 = u.a∗3, (2.82)
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Kapitola 3

Základy maticové matematiky

3.1 Matice

3.1.1 Základńı termı́ny

Řádek matice, sloupec matice.
Rozměry matice jsou dány počtem řádk̊u a sloupc̊u: [mCn] – m-̌rádk̊u a n-sloupc̊u.
Matice obdélńıková m 6= n, čtvercová m = n.

3.1.2 Transponováńı matice

= prohozańı řádk̊u za sloupce a naopak:
[C] = [A]T

cij = aji

Determinant matice

det[T] = t212.t33 + t213.t22 + t223.t11 − t11.t22.t33 − 2.t12.t13.t23

3.2 Základńı operace s maticemi

3.2.1 Sč́ıtáńı matic

[C] = [A] + [B]
cij = aij + bij

3.2.2 Odč́ıtáńı matic

[C] = [A]− [B]
cij = aij − bij

3.2.3 Násobeńı matice skalárem

[C] = k.[A]
cij = k.aij

3.2.4 Násobeńı matic

[mCn] = [mAr].[rBn]
cij =

∑
k
aik.bkj

3.2.5 Inverze matice

[C] = [A]−1

cij =
Aij

detA

kde Aij je doplněk k prvku aij , poč́ıtá se jako subdeterminant matice vzniklé vynecháńım i-tého řádku a j-tého
sloupce a násobený znaménkovým koeficientem (−1)i+j . Inverzńı matice k matici ortogonálńı (např. matice rotace)
je rovna matici transponované.

23
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3.2.6 Rozklad matice na sloupcové a řádkové vektory

Jednotlivé sloupcové vektory A = [a1,a2,a3] lze vypoč́ıtat podle vzorce:

ai = A · ei (3.1)

Jednotlivé prvky matice v daném souřadném systému lze vypoč́ıtat podle vzorce:

aij = ei ·A · ej (3.2)

3.2.7 Invarianty matice 3×3

Invarianty jsou hodnoty matice, které nezáviśı na zvoleném souřadnicivém systému.

Prvńı invariant

Prvńı invariant = stopa (trace) matice:

I1 = trA = a11 + a22 + a33

Druhý invariant

Jakou hodnotu má prvńı invariant inverzńı matice?

trA−1 = ā11 + ā22 + ā33 =
A11

detA
+

A22

detA
+

A33

detA
=

1

detA
· (A11 +A22 +A33) (3.3)

Protože prvńı invariant inverzńı matice i determinant matice A jsou invarianty, muśı být i součet subdeterminant̊u
k prvvk̊um hlavńı diagonály (výraz v závorce) invariantem.

Třet́ı invariant

Jaký je objem rovnoběžnostěnu vymezeného třemi sloupcovými vektory matice T = [a,b, c]?

V = (a,b, c) = det T (3.4)

Je tedy determinant invariantem (objem se nezměńı při změně souřadnic).

3.2.8 Rozklad tenzoru na symetrickou a antisymetrickou složku

Libovolný tenzor vyjádřený matićı T lze rozložit na dvě složky, jednu symetrickou Ts a druhou antisymetrickou Ta:

T = Ts + Ta (3.5)

Pro symetrickou složkuku plat́ı:

Ts
T = Ts (3.6)

A podobně pro antisymetrickou (antimetrickou) složku:

Ta
T = −Ta (3.7)

Tyto dvě složky lze vyjádřit vztahy:

Ts =
1

2
(T + TT) =

[
t11

1
2
(t12 + t21) 1

2
(t13 + t31)

1
2
(t12 + t21) t22

1
2
(t23 + t32)

1
2
(t13 + t31) 1

2
(t23 + t32) t33

]
(3.8)

Ta =
1

2
(T−TT) =

[
0 1

2
(t12 − t21) 1

2
(t13 − t31)

1
2
(t21 − t12) 0 1

2
(t23 − t32)

1
2
(t31 − t13) 1

2
(t32 − t23) 0

]
(3.9)

a pro transponovaný tenzor a jeho složky plat́ı:

TT = Ts −Ta (3.10)
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3.2.9 Rozklad symetrické matice na matici diagonálńı a matici rotace (spektrálńı
rozklad matrice)

Matici [3T3] s prvky tij lze spektrálně rozložit pomoćı charakteristických č́ısel a vektor̊u na tvar:

[3T3] =

[
t11 t12 t13
t12 t22 t23
t13 t23 t33

]
= τ1.[t1].[t1]T + τ2.[t2].[t2]T + τ3.[t3].[t3]T (3.11)

Charakteristická č́ısla vypočteme řešeńım kubické rovnice:

τ3 +A.τ2 +B.τ + C = 0 (3.12)

kde:

A = −tr [T] = −(t11 + t22 + t33) (3.13)

B = t11.t22 + t11.t33 + t22.t33 − t212 − t213 − t223 (3.14)

C = det[T] = t212.t33 + t213.t22 + t223.t11 − t11.t22.t33 − 2.t12.t13.t23 (3.15)

Postup řešeńı kubické rovnice:

P =
B − A2

3

3
(3.16)

Q =
2.A3

27
− A.B

3
+ C

2
(3.17)

cosψ = − Q√
|P |3

(3.18)

r = 2.
√
|P | (3.19)

a jednotlivé charakteristické hodnoty matice jsou rovny:

τi = r. cos
ψ

3
− A

3
(3.20)

τj = −r. cos
ψ − 180◦

3
− A

3
(3.21)

τk = −r. cos[
ψ + 180◦

3
− A

3
(3.22)

Složky charakteristických vektor̊u vypočteme např. ze vztah̊u:

E = t11 − τi (3.23)

F = (t22 − τi).E − t212 (3.24)

G = E.t23 − t13.t12 (3.25)

txi = t12.G− t13.F (3.26)

tyi = −G.E (3.27)

tzi = E.F (3.28)

Druhé dva charakteristické vektory tj a tk źıskáme dosazeńım daľśıch charakteristických č́ısel matice τj a τk.
Nakonec charakteristické vektory převedeme na jednotkovou délku.
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Kapitola 4

Transformace souřadnicových systémů

Transformaci jednoho souřadnicového systému vyjadřujeme matićı rotace [pRn], která vyjadřuje transformaci
ze souřadného systému p (p̊uvodńı) do systému n (nový). Za systém p, n si lze dosadit geografický, napjatostńı
nebo zlomový systém.

[pRn] =

 cosα11 cosα12 cosα13

cosα21 cosα22 cosα23

cosα31 cosα32 cosα33

 =

 r11 r12 r13
r21 r22 r23
r31 r32 r33

 (4.1)

Úhly αij jsou úhly mezi souřadnými osami, prvńı index i určuje p̊uvodńı souřadnici, druhý j novou. Řádky
tvoř́ı složky vektor̊u nových souřadných os v p̊uvodńı souřadnicové soustavě, sloupce tvoř́ı vektory vyjadřuj́ıćı
orientaci p̊uvodńıch souřadnicových os v nové souřadnicové soustavě.

4.1 Rotace veličin

4.1.1 Rotace vektoru

Transformaci souřadnic libovolného vektorového prvku v p̊uvodńı souřadnicové soustavě ap do nové souřadnicové
soustavy an poč́ıtáme podle vzorce:

[an] = [pRn].[ap] (4.2)

a pokud známe matici pro obrácenou transformaci [nRp], můžeme snadno provést i zpětnou transformaci:

[ap] = [nRp].[an] (4.3)

Matici pro obrácenou transformaci [nRp] matici lze určit podle vzorce

[nRp] = [pRn]−1 (4.4)

avšak výpočet inverzńı matice [pRn]−1 je poměrně náročný (viz matematická př́ıloha). Matice rotace je
zvláštńım typem matic – je to tzv. ortogonálńı matice – a pro tento typ matic plat́ı:

[pRn]−1 = [pRn]T (4.5)

kde [pRn]T je tzv. transponovaná matice, tj. matice, v ńıž jsou oproti matici p̊uvodńı zaměněny řádky a
sloupce. Zpětnou transformaci vypočteme podle vzorce:

[ap] = [pRn]T.[an] (4.6)

4.1.2 Rotace tenzoru

Transformaci souřadnic tenzorových veličin (např. napjatosti) provád́ıme podle složitěǰśıch vzorc̊u. Tenzorová
veličina určuje vztah mezi dvěma vektorovými veličinami a a b v p̊uvodńıch i v nových souřadnićıch (např.
vztah orientace plochy a napět́ı na ńı p̊usob́ıćı):

[bp] = [Tp] . [ap] (4.7)

[bn] = [Tn] . [an] (4.8)

27
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Chceme-li zjistit vztah jak tenzor Tn v nových souřadnićıch źıskat transformaćı tenzoru Tp z p̊uvodńı
souřadnicové soustavy, postupujeme podle následuj́ıćıho odvozeńı. Vyjdeme ze vztahu pro rotaci (transfor-
maci) vektoru b z p̊uvodńıch do nových souřadnic (4.2), který uprav́ıme dosazeńım 4.7 a 4.8:

[bn] = [pRn] . [bp]

[Tn] . [an] = [pRn] . [Tp] . [ap]

[Tn] . [pRn] . [ap] = [pRn] . [Tp] . [ap]

[Tn] . [pRn] = [pRn] . [Tp]

[Tn] = [pRn] . [Tp] . [pRn]
T

(4.9)

4.2 Vlastnosti matice rotace

4.2.1 *Matice rozd́ılu orientace

Rozd́ıl orientace je tenzor ∆R, který lze určit jako součin tenzor̊u rotace, které určuj́ı orientaci obou prvk̊u
– nejprve rotujeme z orientace prvk A do referenčńı soustavy souřadnic a pak rotujeme do orientace prvku
B:

∆R = RB .R
T
A (4.10)

4.2.2 *Charakteristická č́ısla matice rotace

Charakteristické hodnoty a vektory lze určit z rovnice

Ra = λ.a (4.11)

kde R je matice orientace, a je charakteristický vektor a λ je skalár. Potom:

(R− λ.I) a = 0 (4.12)

K źıskáńı netriviálńıho řešeńı (a nerovno 0) muśı být determinant roven nule:

det(R− λ.I) = 0 (4.13)

To vede k řešeńı kubické rovnice a ke třem řešeńım. Avšak při uvážeńı, že charakteristický vektor muśı být
stále zachováván při transformaćıch – bude charakteristickým vektorem osa rotace. Ta muśı být zachována
i při zpětné rotaci a tak R−1 muśı zachovávat tentýž vektor. Můžeme tedy psát:

R.a = R−1.a (4.14)

(R−R−1).a = 0 (4.15)

(R−RT).a = 0 (4.16)

Zbytková matice má tvar:

R−RT =

 0 r12 − r21 r13 − r31
r21 − r12 0 r23 − r32
r31 − r13 r32 − r23 0

 (4.17)

Matice rotace má charakteristické č́ıslo rovno ±1.
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4.2.3 *Charakteristické vektory matice rotace

Matice rotce má jeden charakteristický vektor a = [a1, a2, a3]
T

, který odpov́ıdá vektoru osy rotace:

a1 =
r23 − r32√

(r23 − r32)2 + (r31 − r13)2 + (r12 − r21)2

a2 =
r31 − r13√

(r23 − r32)2 + (r31 − r13)2 + (r12 − r21)2
(4.18)

a3 =
r12 − r21√

(r23 − r32)2 + (r31 − r13)2 + (r12 − r21)2

Úhel rotace je pak roven:

cos θ =
tr R− 1

2
(4.19)

Matici rotace můžeme zapsat jako:

R = (I− nnT). cosω − (n× I). sinω + nnT (4.20)

4.3 *Operace symetrie

Pojmem symetrie je mı́něno to, že po provedené operaci je výsledek tentýž, neměnný. Matice rotace je
určena kosiny úhl̊u mezi novou a starou souřadnicovou soustavou, které jsou ve vztahu k referenčńı soustavě
určeny pomoćı matic:

R = Xn XT
p =

 xT
n1

xT
n2

xT
n3

 [ xp1,xp2,xp3
]

(4.21)

R =

 cos(xn1, xp1) cos(xn1, xp2) cos(xn1, xp3)
cos(xn2, xp1) cos(xn2, xp2) cos(xn2, xp3)
cos(xn3, xp1) cos(xn3, xp2) cos(xn3, xp3)


Matici rotace urč́ıme porovnáńım orientace souřadné soustavy před a po rotaci. Např́ıklad při zrcadlové
symetrii, kde plocha zrcadla odpov́ıdá ploše x1x2 = (x3), existuje pro každý bod P[x1, x2, x3] symetrický
ekvivalentńı bod P′[x1, x2,−x3].

4.3.1 *Symetrie podle rotačńıch os

Identický tvar źıskáme otočeńım kolem osy o určitý úhel. Požadavek je, abychom na konci – při otočeńı o
posledńı d́ıl – dosáhli p̊uvodńı pozice (otočeńı o 360◦). Počet úhl̊u otočeńı do 360◦ označujeme jako četnost
osy rotace a osu rotace jako n-četnou osu rotace (A: n-fold rotation axis).

4.3.2 *Středová symetrie

Středová symetrie se někdy označuje jako symetrická operace druhého druhu (vytvář́ı zrcadlově identický
obraz, zat́ımco rotace vytvář́ı identický obraz). Determinant matice transformace detT = −1.

R =

 −1 0 0
0 −1 0
0 0 −1

 (4.22)

4.3.3 *Zrcadlová symetrie

Matice transformace při zrcadleńı podle zrcadlové plochy (x):

R =

 −1 0 0
0 1 0
0 0 1

 (4.23)
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Kapitola 5

*Odvozeńı matic rotace

5.1 Matice rotace kolem základńıch souřadných os

5.1.1 Rotace kolem osy x

Rotace kolem osy x o úhel ω:

[ωRx] =

 1 0 0
0 cosω − sinω
0 sinω cosω


5.1.2 Rotace kolem osy y

Rotace kolem osy y o úhel ω:

[ωRy] =

 cosω 0 sinω
0 1 0

− sinω 0 cosω


5.1.3 Rotace kolem osy z

Rotace kolem osy z o úhel ω:

[ωRz] =

 cosω − sinω 0
sinω cosω 0

0 0 1
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5.2 Rotace kolem obecných os

5.2.1 Rotace kolem libovolné horizontálńı osy

Rotaci kolem osy L αL/0 o úhel ω provedeme tak, že nejprve rotujeme osu do směru x, provedeme rotaci o
úhel ω kolem osy x a nakonec osu totace vrát́ıme do p̊uvodńı polohy:

[R] = [αRz].[ωRx].[−αRz] cosα sinα 0
− sinα cosα 0

0 0 1


 1 0 0

0 cosω − sinω
0 sinω cosω

  cosα sinα 0
− sinα cosω cosα cosω − sinω
− sinα sinω cosα sinω cosω


 cosα − sinα 0

sinα cosα 0
0 0 1

  cos2 α+ sin2 α cosω sinα cosα(1− cosω) sinα sinω
sinα cosα(1− cosω) sin2 α+ cos2 α cosω − cosα sinω
− sinα sinω cosα sinω cosω


 1− b.y2 b.xy c.y

b.xy 1− b.x2 −c.x
−c.y c.x 1− b


kde

b = 1− cosω c = sinω
x = cosα y = sinα.

(5.1)

5.2.2 Rotace plochy do horizontálńı polohy

Plocha S αS/ϕS je rotována kolem směrnice do vodorovné polohy. Ostatńı směrové prvky se rotuj́ı pomoćı
stejné matice rotace. Rotaci provedem tak, že nejprve rotujeme zpět o azimut sklonu, takže osa rotace–
směrnice se ztotožńı s osou y a kolem ńı rotujem o velikost sklonu ϕ, nakonec azimutálně vrát́ıme do p̊uvodńı
pozice:

[R] = [αRz].[ϕRy].[−αRz]

 cosα sinα 0
− sinα cosα 0

0 0 1


 cosϕ 0 sinϕ

0 1 0
− sinϕ 0 cosϕ

  cosα cosϕ sinα cosϕ sinϕ
− sinα cosα 0

− cosα sinϕ − sinα sinϕ cosϕ


 cosα − sinα 0

sinα cosα 0
0 0 1

  cos2 α cosϕ+ sin2 α − sinα cosα(1− cosϕ) cosα sinϕ
− sinα cosα(1− cosϕ) sin2 α cosϕ+ cos2 α − sinα sinϕ

− cosα sinϕ − sinα sinϕ cosϕ


 1− b.x2 −b.xy c.x
−b.xy 1− b.y2 c.y
−c.x −c.y 1− b


kde

b = 1− cosϕ c = sinϕ
x = cosα y = sinα.

(5.2)
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5.2.3 Rotace kolem libovolné osy

Rotaci kolem osy L αL/ϕL o úhel ω provedeme tak, že natoč́ıme osu rotace do směru osy z (nejprve azimutálně
a pak sklonově), provedeme rotaci a osu rotace vrát́ıme zpět do p̊uvodńı polohy:

[R] = [αRz].[90−φRy].[ωRz].[φ−90Ry].[−αRz]

Protože některé matice se nevejdou na š́ı̌rku paṕıru, jsou jejich sloupce vypsány pod sebou a odděleny tečkou.[
cosα sinα 0
− sinα cosα 0

0 0 1

]
[

sinϕ 0 − cosϕ
0 1 0

cosϕ 0 sinϕ

] [
cosα sinϕ sinα sinϕ − cosϕ
− sinα cosα 0

cosα cosϕ sinα cosϕ sinϕ

]
[

cosω − sinω 0
sinω cosω 0
0 0 1

] [
cosα sinϕ cosω + sinα sinω sinα sinϕ cosω − cosα sinω − cosϕ cosω
cosα sinϕ sinω − sinα cosω sinα sinϕ sinω + cosα cosω − cosϕ sinω

cosα cosϕ sinα cosϕ sinϕ

]

[
sinϕ 0 cosϕ
0 1 0

− cosϕ 0 sinϕ

]


cosα sin2 ϕ cosω + sinα sinϕ sinω + cosα cos2 ϕ
sinα sin2 ϕ cosω − cosα sinϕ sinω + sinα cos2 ϕ

− sinϕ cosϕ cosω + sinϕ cosϕ
.

cosα sinϕ sinω − sinα cosω
sinα sinϕ sinω + cosα cosω

− cosϕ sinω
.

− cosα sinϕ cosϕ cosω − sinα cosϕ sinω + cosα sinϕ cosϕ
− sinα sinϕ cosϕ cosω + cosα cosϕ sinω + sinα sinϕ cosϕ

cos2 ϕ cosω + sin2 ϕ



[
cosα − sinα 0
sinα cosα 0
0 0 1

]


cos2 α sin2 ϕ cosω + cos2 α cos2 ϕ+ sin2 α cosω
sinα cosα sin2 ϕ cosω − sinϕ sinω + sinα cosα cos2 ϕ− sinα cosα cosω

− cosα sinϕ cosϕ cosω + cosα sinϕ cosϕ+ sinα cosϕ sinω
.

sinα cosα sin2 ϕ cosω + sinϕ sinω + sinα cosα cos2 ϕ− sinα cosα cosω
sin2 α sin2 ϕ cosω + sin2 α cos2 ϕ+ cos2 α cosω

− sinα sinϕ cosϕ cosω + sinα sinϕ cosϕ− cosα cosϕ sinω
.

− cosα sinϕ cosϕ cosω − sinα cosϕ sinω + cosα sinϕ cosϕ
− sinα sinϕ cosϕ cosω + sinα sinϕ cosϕ+ cosα cosϕ sinω

cos2 ϕ cosω + sin2 ϕ




cosω + cos2 α cos2 ϕ(1− cosω)
− sinω sinϕ+ sinα cosα cos2 ϕ(1− cosω)
sinω sinα cosϕ+ cosα cosϕ sinϕ(1− cosω)

.
sinω sinϕ+ sinα cosα(1− sinω)
cosω + sin2 α cos2 ϕ(1− cosω)

− sinω cosα cosϕ+ sinα cosϕ sinϕ(1− cosω)
.

− sinω sinα cosϕ+ cosα cosϕ sinϕ(1− cosω)
sinω cosα cosϕ+ sinα sinϕ cosϕ(1− cosω)

cosω + sin2 ϕ(1− cosω)


[

a+ b.x2 b.xy − c.z b.xz + c.y
b.xy + c.z a+ b.y2 b.yz − c.x
b.xz − c.y b.yz + c.x a+ b.z2

]

a = cosω x = cosα cosϕ
b = 1− cosω y = sinα cosϕ
c = sinω z = sinϕ
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5.3 Geometrické prvky určené matićı rotace

5.3.1 Lineace určená matićı rotace

Vycháźıme z předpokladu, že lineace je osa x rotovaná do dané polohy:

[l] = [AL].[x]

Vlastńı výpočet matice rotace provedeme tak, že osu x rotujeme kolem osy y o úhel ϕ v záporném směru
a pak kolem osy z o azimut sklonu αL:

[AL] = [αL
Rz].[−ϕL

Ry]

 cosϕL 0 − sinϕL
0 1 0

sinϕL 0 cosϕL


 cosαL − sinαL 0

sinαL cosαL 0
0 0 1

  cosαL cosϕL − sinαL − cosαL sinϕL
sinαL cosϕL cosαL − sinαL sinϕL

sinϕL 0 cosϕL


 x.a −y −x.c
y.a x −y.c
c 0 a


kde

a = cosϕL c = sinϕL
x = cosαL y = sinαL

(5.3)

Prvńı sloupec matice rotace je př́ımo vektor l.

5.3.2 Plocha určená matićı rotace

Vycháźıme z předpokladu, že normála plochy je osa z rotovaná do dané polohy:

[n] = [AS].[z] (5.4)

Vlastńı výpočet matice rotace provedeme tak, že osu x rotujeme kolem osy y o úhel ϕ v záporném směru
a pak kolem osy z o azimut sklonu αS :

[AS ] = [αS
Rz].[−ϕS

Ry]

 cosϕS 0 − sinϕS
0 1 0

sinϕS 0 cosϕS


 cosαS − sinαS 0

sinαS cosαS 0
0 0 1

  cosαS cosϕS − sinαS − cosαS sinϕS
sinαS cosϕS cosαS − sinαS sinϕS

sinϕS 0 cosϕS


 x.a −y −x.c
y.a x −y.c
c 0 a


kde

a = cosϕS c = sinϕS
x = cosαS y = sinαS

(5.5)

Prvńı sloupec matice rotace je př́ımo vektor spádnice, druhý sloupec je př́ımo vektor směrnice a třet́ı
sloupec je př́ımo vektor normály plochy n.
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5.3.3 Lineace a plocha určené matićı rotace

Plocha je určena orientaćı S αS/ϕS a lineace je upčená úhlem p (pitch). Vycháźıme z předpokladu, že lineace
je osa x a normála plochy je osa z rotované do dané polohy:

[l] = [ALS].[x]

[n] = [ALS].[z]

Vlastńı výpočet matice rotace provedeme tak, že osu x rotujeme kolem osy z o úhel 90 − p (budoućı
spádnice plochy je natočena k severu), pak kolem osy y o úhel −ϕS (plocha je ukloněna) a nakonec kolem
osy z o azimut sklonu αS :

[ALS ] = [αS
Rz].[−ϕS

Ry].[90−pRz]

[
sin p − cos p 0
cos p sin p 0
0 0 1

]
[

cosϕS 0 − sinϕS

0 1 0
sinϕS 0 cosϕS

] [
cosϕS cos p − cosϕS cos p − sinϕS

cos p sin p 0
sinϕS sin p − sinϕS cos p cosϕS

]
[

cosαS − sinαS 0
sinαS cosαS 0

0 0 1

] [
cosαS cosϕS cos p− sinαS cos p − cosαS cosϕ cos p− sinαS sin p − cosαS sinϕS

sinαS cosϕS cos p+ cosαS cos p − sinαS cosϕS cos p+ cosαS sin p − sinαS sinϕS

sinϕS sin p − sinϕS cos p cosϕS

]

Prvńı sloupec matice rotace je př́ımo vektor lineace l, druhý sloupec je vektor lež́ıćı v ploše a kolmý na
lineaci a třet́ı sloupec je př́ımo vektor normály plochy n.

5.3.4 Ortogonálńı prvek určený matićı rotace

Směr e1 je určen orientaćı L α1/ϕ1, druhý směr e2 je určen úhlem p (pitch). Vycháźıme z předpokladu, že
směr e1 je osa x, směr e2 je osa y a směr e3 je osa z rotovaná do dané polohy:

[e1] = [AO].[x]

[e2] = [AO].[y]

[e3] = [AO].[z]

Vlastńı výpočet matice rotace provedeme tak, že osu y rotujeme kolem osy x o úhel p (budoućı směr e2

źıskal p v ploše yz), pak kolem osy y o úhel −ϕ1 (budoućı směr e1 je ukloněn) a nakonec kolem osy z o
azimut sklonu α1:

[AO] = [α1
Rz].[−ϕ1

Ry].[pRx]

[
1 0 0
0 cos p − sin p
0 sin p cos p

]
[

cosϕ1 0 − sinϕ1

0 1 0
sinϕ1 0 cosϕ1

] [
cosϕ1 − sinϕ1 sin p − sinϕ1 cos p

0 cos p − sin p
sinϕ1 cosϕ1 sin p cosϕ1 cos p

]
[

cosα1 − sinα1 0
sinα1 cosα1 0

0 0 1

] [
cosα1 cosϕ1 − cosα1 sinϕ1 sin p− sinα1 cos p − cosα1 sinϕ1 cos p+ sinα1 sin p
sinα1 cosϕ1 − sinα1 sinϕ1 sin p+ cosα1 cos p − sinα1 sinϕ1 cos p− cosα1 sin p

sinϕ1 cosϕ1 sin p cosϕ1 cos p

]

Prvńı sloupec matice rotace je př́ımo vektor směru e1, druhý sloupec je vektor směru e2 a třet́ı sloupec
je př́ımo vektor směru e3.
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5.3.5 Ortogonálńı prvek určený Eulerovými úhly

l ≈ x m ≈ y n ≈ z 1
0
0

  0
1
0

  0
0
1


 cos p − sin p 0

sin p cos p 0
0 0 1

  cos p
sin p

0

  −sin p
cos p

0

  0
0
1


 1 0 0

0 cosϕ − sinϕ
0 sinϕ cosϕ

  cos p
sin p cosϕ
sin p sinϕ

  −sin p
cos p cosϕ
cos p sinϕ

  0
−sinϕ

cosϕ


 sinα cosα 0
− cosα sinα 0

0 0 1

  sin p cosϕ cosα+cos p sinα
sin p cosϕ sinα−cos p cosα
sin p sinϕ

 cos p cosϕ cosα−sin p sinα
cos p cosϕ sinα+sin p cosα
cos p sinϕ

 −sinϕ cosα
−sinϕ sinα

cosϕ


(5.6)



Kapitola 6

*Goniometrické vzorce a sférická
geometrie

6.1 Základńı hodnoty goniometrických funkćı

6.1.1 Znaménka goniometrických funkćı v jednotlivých kvadrantech

kvadrant I. II. III. IV.

sinα + + − −
cosα + − − +
tanα + − + −
cotα + − + −

6.1.2 Hodnoty goniometrických funkćı základńıch úhl̊u

α 0 30 45 60 90

sinα
√
0

2

√
1

2

√
2

2

√
3

2

√
4

2

sinα 0 1
2

1√
2

√
3

2
1

cosα 1
√

3
2

√
2

2
1
2

0

tanα 0 1√
3

1
√

3 ∞
cotα ∞

√
3 1 1√

3
0

6.1.3 Převod goniometrických funkćı do I. kvadrantu

β = −α α+ 90◦ α− 90◦ 90◦ − α α+ 180◦ α− 180◦ 180◦ − α
sinβ − sinα + cosα − cosα + cosα − sinα − sinα + sinα
cosβ + cosα − sinα + sinα + sinα − cosα − cosα − cosα
tanβ − tanα − cotα − cotα + cotα + tanα + tanα − tanα
cotβ − cotα − tanα − tanα + tanα + cotα + cotα − cotα

6.2 Součin a součet úhl̊u a goniometrických funkćı

6.2.1 Převody goniometrických funkćı na jiné goniometrické funkce

sin2 α = 1− cos2 α =
tan2 α

1 + tan2 α
=

1

1 + cot2 α
(6.1)

cos2 α = 1− sin2 α =
1

1 + tan2 α
=

cot2 α

1 + cot2 α
(6.2)

tanα =
sinα

cosα
=

1

cotα
(6.3)

tan2 α =
sin2 α

1− sin2 α
=

1

cos2 α
− 1 (6.4)

cotα =
cosα

sinα
=

1

tanα
(6.5)

cot2 α =
1

sin2 α
− 1 =

cos2 α

1− cos2 α
(6.6)
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6.2.2 Goniometrické funkce součtu úhl̊u

sin(α± β) = sinα. cosβ ± cosα. sinβ (6.7)

cos(α± β) = cosα. cosβ ∓ sinα. sinβ (6.8)

tan(α± β) =
tanα± tanβ

1∓ tanα. tanβ
(6.9)

cot(α± β) =
cotα. cotβ ∓ 1

cotβ ± cotα
(6.10)

6.2.3 Součet goniometrických funkćı

sinα± sinβ = 2. sin
α± β

2
. cos

α∓ β
2

(6.11)

cosα+ cosβ = 2. cos
α+ β

2
. cos

α− β
2

(6.12)

cosα− cosβ = −2. sin
α+ β

2
. sin

α− β
2

(6.13)

sinα+ cosα =
√

1− sinα (6.14)

cosα− sinα =
√

1 + sinα (6.15)

tanα± tanβ =
sin(α± β)

cosα. cosβ
(6.16)

cotα± cotβ =
sin(β ± α)

sinα. sinβ
(6.17)

tanα± cotβ = ±cos(α∓ β)

cosα. sinβ
(6.18)

6.2.4 Součin goniometrických funkćı

cosα. cosβ =
1

2

(
cos(α+ β) + cos(α− β)

)
(6.19)

sinα. sinβ =
1

2

(
cos(α− β)− cos(α+ β)

)
(6.20)

sinα. cosβ =
1

2

(
sin(α− β) + sin(α+ β)

)
(6.21)

tanα. tanβ =
tanα+ tanβ

cotα+ cotβ
(6.22)

cotα. cotβ =
cotα+ cotβ

tanα+ tanβ
(6.23)

tanα. cotβ =
tanα+ cotβ

cotα+ tanβ
(6.24)

6.3 Goniometrické funkce dvojnásobného a polovičńıho úhlu

6.3.1 Převod kvadrát̊u a součin̊u téhož úhlu na dvojnásobné úhly

sin2 α =
1

2
(1− cos 2α) (6.25)

cos2 α =
1

2
(1 + cos 2α) (6.26)

sinα cosα =
1

2
sin 2α (6.27)
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6.3.2 Goniometrické funkce dvojnásobného úhlu

Moivrova věta:

cosnα+ i sinnα = (cosα+ i sinα)n

sin 2α = 2. sinα cosα (6.28)

cos 2α = cos2 α− sin2 α (6.29)

tan 2α =
2 tanα

1− tan2 α
(6.30)

cot 2α =
cot2 α− 1

2 cotα
(6.31)

6.3.3 Goniometrické funkce polovičńıho úhlu

sin
α

2
=

√
1− cosα

2
=

1

2

√
1 + sinα− 1

2

√
1− sinα (6.32)

cos
α

2
=

√
1 + cosα

2
=

1

2

√
1 + sinα+

1

2

√
1− sinα (6.33)

tan
α

2
=

sinα

1 + cosα
=

1− cosα

sinα
=

√
1− cosα

1 + cosα
(6.34)

cot
α

2
=

sinα

1− cosα
=

1 + cosα

sinα
=

√
1 + cosα

1− cosα
(6.35)

6.4 Sférická trigonometrie

6.4.1 Pravoúhlý sférický trojúhelńık 4ABC

Značeńı: c – přepona; a, b – odvěsny; α, β – úhly protilehlé odvěsnám. Pravý úhel γ lež́ı při vrcholu C (c–β–90− a–
90− b–α).

Pro řešeńı plat́ı Neperovo pravidlo:

Kosinus libovolného prvku je roven: - součinu sin̊u dvou prvk̊u protěǰśıch - součinu kotangent dvou prvk̊u sou-
sedńıch

Např.

cos c = sin(90− a). sin(90− b) (6.36)

cos c = cos a. cos b (6.37)

sin a = sinα. sin c (6.38)

sin b = sinβ. sin c (6.39)

cos c = cos a. cos b (6.40)

cosα = sinβ. cos a (6.41)

cosβ = sinα. cos b (6.42)

sin a = cotβ. tan b (6.43)

sin b = cotα. tan a (6.44)

cos c = cotα. cotβ (6.45)

cosα = cot c. tan b (6.46)

cosβ = cot c. tan b (6.47)
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6.4.2 Obecný sférický trojúhelńık 4ABC

Věta sinová
sin a

sinα
=

sin b

sinβ
=

sin c

sin γ
(6.48)

Věta kosinová

cos c = cos a. cos b+ sin a. sin b. cos γ (6.49)

cos γ = − cosα. cosβ + sinα. sinβ. cos c (6.50)

Věta sinuskosinová

cosα. sinβ = − sinα. cosβ. cos c+ sin γ. cos a (6.51)

cos a. sin b = sin a. cos b. cos γ + sin c. cosα (6.52)

Daľśı vztahy

cot a. sin b = cos γ. cos b+ sin γ. cotα (6.53)

cotα. sinβ = − cos c. cosβ + sin c. cot a (6.54)

Vztahy pro ostatńı úhly a strany źıskáme cyklickou záměnou prvk̊u.
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