Kapitola 1

Diferencialni rovnice prvniho radu

Diferencidlni rovnice hraji dulezitou roli ve vSech pfirodnich védach a v technice. Popisuji
napt. prubéh chemickych reakci, rust mikroorganismu, pohyb raket.

Aplikace diferencialnich rovnic najdeme také v ekonomii a spolecenskych védach. Velmi
casto zde vystupuje jako nezavisle proménna cas.
V chemii se nejcastéji setkame s diferencialnimi rovnicemi 1. fadu, konkrétné s dvéma typy
téchto rovnic, rovnicemi se separovanymi proménnymi a linearnimi rovnicemi. Dulezitym
typem rovnic jsou také diferencidlni rovnice 2. fadu, s kterymi se zase nejcastéji setkavame
ve fyzice.

1.1 Co jsou diferencialni rovnice

Diferencidlni rovnice je rovnice, v které roli neznamé hraje funkce a ktera zaroven obsahuje
derivace hledané funkce. Naptiklad rovnice

a) ¥y =y, b) ¥ +y=0

jsou diferencialni rovnice.

Resit diferencidlni rovnici znamend nalézt vsechny funkce, které jsou definované na né-
jakém intervalu I a vyhovuji dané rovnici. Takovou funkci nazyvame resenim diferencidalni
rovnice.

Resenfm prvnf rovnice je funkce y = e*, protoze (e®) = e. Snadno ovéifme, Ze fesenfm
jsou vsechny funkce tvaru y = Ce®, kde C' je libovolna konstanta.

Regenim druhé rovnice je napifklad funkce y = sinz, protoze (sinz)” 4 sinz = 0 pro
viechna z. ReSenfm této rovnice je také ovsem funkce y = cosz a opét lze ovéfit, ze viechny
funkce tvaru y = C sinx + C5 cos z, kde C7, Cs jsou libovolné konstanty, splnuji tuto rovnici,
tj. jsou jejimi feSenimi.

Rddem diferencidlni rovnice rozumime fad nejvyssi derivace, kterd se v rovnici vyskytuje.
Tak napiiklad predchozi rovnice byly prvniho a druhého tadu. Obecné reseni diferencialni
rovnice prvniho radu je funkce zavisejici na jednom parametru C' takova, ze specialni volbou
C lze ziskat TeSeni této rovnice, partikuldrni reseni je jedno konkrétni feseni ziskané z obecného
feseni volbou konstanty C'.



1.1 Co jsou diferencialni rovnice Diferencialni rovnice prvniho radu

Prubéh néjakého skutecného jevu je popsan jedinym feSenim. Z mnoziny vSech feSeni
urcime toto TeSeni zadanim pocdtecni podminky. Uloha najit feseni diferencialni rovnice spl-
nujici danou pocateéni podminku se nazyva pocdteéni iloha (nékdy také Cauchyova pocétecni
tloha). V praktickych aplikacich hraje ¢asto roli nezavislé proménné z ¢as. Je proto prirozené
hledat feseni diferencialnich rovnic pro x > 0. Napriklad, pocatec¢ni tiloha

y =—y, y(0)=100

ma feseni y = 100e™7.
U rovnic druhého tadu je pro jednoznacnost feseni nutné zadat dvé pocateéni podminky.
Napriklad, pocatecni tloha

ma feSeni y = sin x.
V mnoha ptipadech neni mozné najit explicitni vyjadreni hledané funkce. Nastésti v pii-
padé, kdy je dana rovnice tvaru
y/ - f ("L‘ ) y),

muzeme ziskat néjaké informace o hledaném teseni diky geometrické interpretaci dané rovnice.

Geometricka interpretace Diferencidlni rovnice v = f(x,y) ptifazuje bodu [z, y] v roviné
pravé jednu hodnotu y'(x), neboli hodnotu derivace hledané funkce. Tuto hodnotu muzeme
chapat jako smérnici piimky prochdzejici bodem [z,y]|. Tuto piimku obvykle zndzorniujeme
jako kratkou useckou se stifedem v daném bodé [z, y] a smérnici ¢/(z). Tato tsecka se nazyva
linedarni element. Mnozinu vSech linearnich elementu diferencialni rovnice nazyvame smérové
pole. Graf kazdého teseni ¢(z) dané diferencidlni rovnice, tzv. integrdlni krivka, ma ziejmé tu
vlastnost, ze tecna v kazdém jeho bodé [z, p(x)] obsahuje piislusny linedrni element. Smérové
pole nam tak pomahda zobrazit tvar hledanych integralnich kfivek tim, ze ukazuje smér,
v kterém kiivka prochézi kazdym bodem.
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(a) Smérové pole rovnice ' = x +y (b) Smérové pole rovnice y' = 1y (1 — ﬁy) a FeSeni
a Fesen{ spliiujici podminku y(0) =1 pro ruzné pocatecni podminky

Na nésledujicich ptikladech si ukazeme, jak muzeme ovérit, zda-li je néjakd funkce fesenim
diferencialni rovnice, ptipadné pocatecni 1lohy.



Diferencialni rovnice prvniho fadu 1.1 Co jsou diferencialni rovnice

Priiklad 1.1. Ukazte, ze funkce y = x — % je feSenim rovnice
xy +y = 2.

Reseni. Nejprve uréime derivaci zadané funkce:

IRy 1
y’:(x——) =1+ .
x x

Dosadime-li do levé strany dané rovnice za y a vy, dostaneme

, 1 1 1 1
vy ty=z|({l+—5|+o——=cv+—-+r—-—- =2
T T T T

Vyraz na levé strané se rovna vyrazu na pravé strane, funkce y = x — % je proto fesenim dané
rovuice. A

Priiklad 1.2. Ovérte, ze funkce y = sinx cos x — cos x je feSenim pocatecni ulohy
y + ytgx = cos® x y(0) = —1.

Resent. Podobné jako v predchozim piikladé vypocteme

2

y = coszcosx —sinxsinz + sinx = cos® & — sin® z + sinz

a dosadime do levé strany rovnice za y a ¢/’

Y +ytgr = cos’z —sin®x +sing +tga(sinxcosx — cosw) =

S T

= cos’z —sin®x + sinx + (sinxcosx — cosz) =

CcoS T
= cos’x —sin®x +sinx + sin? & — sinx = cos® .

Danda funkce je tak feSenim zadané rovnice a zbyva ovérit, ze pro ni plati i pocatecni
podminka:
y(0) =sin0cos0 —cos0=0—1=—1.

Dohromady je tedy funkce y = sinx cos x — cos x TeSenim dané pocatecni ulohy. A

Priklad 1.3. Ovéite, ze kazda funkce tvaru

22

y=Ce2, (CeR

je TeSenim rovnice
/
Yy =1y

a najdéte takové feseni této rovnice, které splituje poc¢atecni podminku y(0) = 5.



1.1 Co jsou diferencialni rovnice Diferencialni rovnice prvniho radu

Resend. Nejprve spoctéme ¢/ s prihlédnutim k tomu, ze C' je konstanta

2 (22 22
y =Cez (?> =Curxe®.

Dosadme za y do pravé strany rovnice
22
xy = Cre2

a vidime, ze opravdu kazda funkce daného tvaru je feSenim rovnice. Ma-li funkce splnit
pocatecni ulohu y(0) = 5, musi platit

Ce’ =5
a tedy C' = 5. ReSenfm pocatecni tlohy je tak funkce

22

y=oez.
A
Reseni nejjednodussich diferencidlnich rovnic vede na 1lohu nalezeni primitivni funkce.

Priiklad 1.4. Najdéte feseni diferencidlni rovnice:

Resend. a) Hledand funkce, kterd bude fesenfm rovnice, je vlastné primitivnf funkce k funkci

na pravé strané, proto plati
4
x
y—/dex———i-C.

4

Resenim dané rovnice jsou tak vsechny funkce tvaru y = %4 + C, kde C € R.
b) Danou rovnici muzeme fesit opakovanim pfedchoziho postupu. Postupné dostavdame

.TQ
y”:/xd$:?‘|‘cl>

2 3
y/:/<%—|—01) dZL’:%—f-Oll‘—f—OQa

3 r? x?
= —+C Cyldr=—=+C—+C Cs.
y/(6+133+2)37 24+12+2$+3
Resenim této rovnice jsou vsechny funkce, které dostaneme z predpisu y = % + C’1§ +
Csx + C3 volbou konstant C4, Cy a Cs.

A

V nésledujicich ¢astech ukazeme, jak se fesi dva typy diferencialnich rovnic prvntho fadu:
Rovnice se separovanymi proménnymi a linedrni rovnice. Ptesto, Ze se jedné o jedny z nejjed-
nodussich typu rovnic, maji, jak ukdzeme na zaveér této kapitoly, mnoho praktickych aplikaci.

4



Diferencialni rovnice prvniho radu 1.2 Rovnice se separovanymi proménnymi

1.2 Rovnice se separovanymi proménnymi

Jde o rovnici tvaru

y = f(x)g(y), (1.1)

kde f a g jsou spojité funkce. Dosadime ¢y’ = g—g a dostaneme

dy

— = f(z .

1 = @)
Nejprve ovéiime, zda konstantni funkce urcené rovnici g(y) = 0 jsou Fesenim rovnice (1.1). Za
predpokladu g(y) # 0 separujeme proménné (tj. na jedné strané rovnice mame vyraz pouze
proménné y a na druhé vyraz pouze proménné x)

dy = xT)dx
Sy =@

/% :/f(x) dz. (1.2)

Nezapomenme, ze primitivni funkce se lisi o konstantu, ¢imz dostaneme mnozinu feSeni rovnice
(1.1)! Mame-li zadanou pocateéni podminku, uréime tuto konstantu z poc¢ateéni podminky.
Poznamenejme, ze ne vzdy se nam podaii z (1.2) vyjadiit explicitni tvar feseni y = y(x).

a tuto rovnost zintegrujeme

Piiklad 1.5. Reste diferenciilni rovnice
/ / 1
a) y =2y, b) y=_(y-1)

Regeni. a) Rovnici piepiseme do tvaru

a odtud za predpokladu, ze y # 0

/%:/Zxdx.
Yy

Vsimnéme si pfitom, ze funkce y = 0 je feSenim puvodni rovnice. Integraci dostavame
In|y| = 2* + K.

Pomoci pravidel pro pocitani s logaritmy muzeme tento vysledek upravit

K

Injy| =2° + K =Ine” +Ine =Ine”e

a po odlogaritmovani

ly| = e
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1.2 Rovnice se separovanymi proménnymi Diferencialni rovnice prvniho radu

a odtud
2
y = Fev e

Oznaéime-li C' = +e¥, kde C je kladné nebo zdporné ¢islo, dostaneme obecné feseni tvaru
Yy = Cex2, C eR.

Poznamenejme, ze pro C' = 0 je v tomto vztahu zahrnuto i feseni y = 0.
b) Nejprve vysetieme piipad 4y — 1 = 0. Vidime, zZe funkce y = }1 je fesenim nasi rovnice. Za
predpokladu y # % dostavame
dy  [dz
/ dy —1 z

1
Zln\lly— l|=In|z|+nK,

a po integraci

kde K je kladna konstanta. Odsud uzitim pravidel pro pocitani s logaritmy
In |4y — 1] = In K*2*.

Nahradime-li po odlogaritmovani kladnou konstantu K* libovolnou konstantou C', miizeme
odstranit absolutni hodnoty a dostaneme

4y — 1= Caz*,
a odtud . )
Yy = ZOx4 + 1
Tento vztah zahrnuje i feseni y = i.
A
Piiklad 1.6. Reste pocatecni dlohu
a) x+yy =0, y(0)=2, b) (z+1)dy —axydr =0, y(0)=1.
Resend. a) Rovnici miizeme piepsat do tvaru
T+ yj—i =0,

separujeme promeénné a integrujeme

/ydyz—/mdx.

Dostavame ) )
y x
—=——+4C.
2 2 +

Aby byla splnéna pocateéni podminka y(0) = 2, musi platit
22 0?
—=——+4C.
2 2 *

Odtud C = 2 a feSeni rovnice dostdvame ve tvaru 22 + y* = 4, graf feseni je ¢ast kruznice

y=vVid—a? r € [-2,2].



Diferencialni rovnice prvniho radu 1.3 Linearni diferencialni rovnice

b) Separujeme proménné a za predpokladu y # 0 méme

dy zdx
y x4+l

Funkce na pravé strané je neryze lomena funkce. Délenim ji pfevedeme na polynom a ryze
lomenou racionalni funkci a integrujeme

/%:/G_Q;il) o

Injy| =z —Injz+ 1]+ C.

Dostavame tak

Ozna¢me C = In K, vzhledem k tomu, ze plati x = Ine” , dostaneme
Injy] =Ine” —In|z+ 1| +In K, K >0

a uzitim pravidel pro pocitani s logaritmy
Ke”

hl |y| = ln m

Nyni muzeme odlogaritmovat a uvazime-li novou konstantu K* € R, muzeme vynechat
absolutni hodnoty, dostaneme tak reseni dané rovnice ve tvaru

K*e*

r+1

Y

Toto teseni obsahuje i feseni y = 0. Aby byla splnéna pocatecni podminka musi platit

K*e?
1= = K*=1.
0+1
Resenim pocatecni ulohy je funkce y = 2.
A
1.3 Linearni diferencialni rovnice
Jde o rovnici tvaru
y +ple)y = f(x), (1.3)

kde p a f jsou spojité funkce. Je-li f(z) = 0, nazyva se rovnice (1.3) homogenni. V opaéném
pripade, tj. f(z) # 0, se nazyva nehomogennd.

Predepiseme-li pocateéni podminku, pak mé linedrni rovnice (1.3) pravé jedno feseni a to
existuje na celém intervalu, kde jsou funkce p, f spojité.

> Homogenni rovnice. Uvazujme rovnici
y +p(x)y=0. (1.4)
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Tato rovnice ma vzdy tzv. trividlni resend y = 0. Jde o rovnici se separovanymi proménnymi
a jeji obecné teseni najdeme tak, ze separujeme proménné a integrujeme

Y oy

Y
Odtud
In|y| = —/p(x)dx+k‘.

Po odlogaritmovani dostaneme

‘y’ = e_fp(x) de+K _ e—fp(x)dxeK = Ce_fp(f) dx’ (C —eff > O)

Odstranime-li absolutni hodnotu a uvazime-li také trivialni feseni y = 0, dostaneme obecné
feSeni homogenni rovnice

y = Ce~Jr@)dz, (C' je libovolna konstanta).
Odtud je vidét, Ze netrividlni feSeni je bud kladné nebo zdporné, nikdy neprotne osu .

> Nehomogenni rovnice. Pro teseni rovnice (1.3) pouzijeme nésledujici vétu:

Véta 1.7. Necht yo(x) je obecné redeni homogenni rovnice (1.4), ).
o = Ce™ [,

a yp(z) je partikuldrni reseni nehomogenni rovnice (1.3). Pak obecné resent této nehomogenni
rovnice je

y(@) = yo(@) + yp().

Vidime, ze obecné feseni nehomogenni linearni diferencidlni rovnice je slozeno z obecného
feSeni prislusné homogenni rovnice a néjakého partikuldrniho reseni nehomogenni rovnice.
Jelikoz homogenni rovnici fesit umime, zbyva tedy vyfresit ulohu, jak nalézt partikuldrni (tj.
jedno konkrétni) feseni nehomogenni rovnice.

Pouzijeme tzv. metodu variace konstanty. Vyjdeme z feSeni homogenni rovnice, nahradime
konstantu C' vhodnou funkei C'(z) (odtud nazev variace konstanty) a hledame feseni ve tvaru

yp(x) = Ca)yo() = Cla)e™ TP,
Pottebujeme tedy urcit nezndmou funkci C(z). Vypocteme y, (jako derivaci soucinu):
yp(z) = C'(2)yo () + C(x)yy ().
Dosadime y,, y,, do (1.3) za y, y' a dostaneme tak
C'(x)yo(x) + Cla)yp(x) + p(x)C(x)yo(x) = f().

Protoze yo je Feseni homogenni rovnice, mame z (1.4) vztah y, = —p(z)yo a dosazenim do
predchozi rovnice dostaneme

C'(@)yo(w) = f(2),

8



Diferencialni rovnice prvniho radu 1.3 Linearni diferencialni rovnice

odkud plyne

C(z) = ?i((z)) dz.

Shrneme-li cely postup, spociva v téchto krocich:

(1) uréime obecné feseni y, homogenni rovnice

(2) urc¢ime partikuldrni feseni y, nehomogenni rovnice metodou variace konstanty

(3) obecné feseni y nehomogenni rovnice je soucet feseni z kroku (1) a (2), tj. y = yo + Yp-
Je-li zadana pocatecni podminka, uréime konstantu a najdeme jediné feSeni pocatecni tlohy.
Priklad 1.8. Najdéte obecné teseni rovnice
12

a) y =2y+u, b) v + 2y = xe”

Reseni. a) Krok 1: Nejprve vyfesime homogenni rovnici

/
y = 2y.
Jde o rovnici se separovanymi proménnymi a proto

d
dy _o,

dx
d
/—y:/2dx.
Y

Odtud In |y| = 2z + K a po odlogaritmovéni a odstranéni absolutni hodnoty dostdvame
obecné feseni homogenni rovnice

yo = Ce*, C eR.

Krok 2: Najdeme partikuldrn{ feseni nehomogenni rovnice ve tvaru y, = C(x)e**. Vypo-
cteme y, = C'(z)e* + 2C(x)e* a dosadime za y a y' do puvodni rovnice

C'(z)e* +2C (z)e* =20 (x)e* + o

a odtud
C'(z) = ze .

Metodou per partes vypocitame

1
C(x) = /xe_zx dr = —ge_% — Ze_%'

Partikularni feSeni nehomogenni rovnice ma proto tvar

Krok 3: Obecné feseni nehomogenni rovnice je

X
:C«Qx____‘
Yy € 5
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b) Postupujeme podobné jako v predchozim piikladé.
Krok 1. Nejprve vyfesime homogenni rovnici

y +2xy = 0.

Opét jde o rovnici se separovanymi proménnymi

d
—y:—/2xdx.
Yy

Inyl=—-2>+ K

a odtud

a po odlogaritmovani a odstranéni absolutni hodnoty dostaneme obecné feseni homogenni
rovnice

Yo = C’e_l’?, C eR.

Krok 2. Partikuldrni feseni nehomogenni rovnice hleddme ve tvaru y, = C (x)e‘x2. Vypo-
Cteme y), = C'(z)e™** — 22C(z)e " a dosadime do rovnice

2

C'(z)e™ — 22C(x)e™™ 4 22C(x)e™ = e

a odtud
C'(z)==x
a po zintegrovani
72
Clx) = —.
(0=

Krok 3. Obecné feseni nehomogenni rovnice je

2 2
Yy = Ce ™™ + %e‘x2 = (C + :c_) e

Piiklad 1.9. Reste pocatecni dlohu

a) 2%y — 22ty =4, y(l)=-2 b) o (a®+1)+2zy = -

Resend. a) Rovnici upravme do tvaru

Jedné se o linearni rovnici.
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Diferencialni rovnice prvniho radu 1.3 Linearni diferencialni rovnice

Krok 1: Resime prislusnou homogenni rovnici

2
X

y
/%_ 2dz
y ) oz

In|y| =2In|z| + K =Inz’ + K

Odtud

a odlogaritmovanim a odstranénim absolutni hodnoty dostaneme
yo = Ca?, C eR.

Krok 2: Partikuldrni feSeni nehomogenni rovnice bude tvaru y, = C(z)z*. Vypocteme y;,
dosadime do rovnice a dostaneme

4
C'(z) = —
() =
a po zintegrovani
1
Partikularni feseni je
1 1
_ 2 _ 2
y, = C(z)x =
Krok 3: Obecné feseni nehomogenni rovnice je
1
2
y=Ca” — =l
Dosadime pocatecni podminku a dostavame
—2=C-1
a odtud C' = —1. Resenim pocatecni dlohy je funkce
1
2
y=-—a -

b) Postupujme obdobné jako v predchozich piikladech. Rovnici upravime do tvaru

2z 2z

/ —
Y +x2+1y_(.r2+1)2'

Jedna se opét linedrni rovnici.
Krok 1: Vytesime piislusnou homogenni rovnici
2x
2+ 1

/

Yy = Y.

Jde o rovnici se separovanymi proménnymi, dostavame tak

[y
y ) a24+1 7
11




1.3 Linearni diferencialni rovnice Diferencialni rovnice prvniho radu

Odtud
Inlyl = — ln(x2 +1)+ K= ln(:c2 + 1)*1 + K

odlogaritmovanim a odstranénim absolutni hodnoty dostaneme

C
=0 = C eR.
Yo 2211
Krok 2: Partikuldrni feSeni nehomogenni rovnice bude tvaru y, = %1)1 Vypocteme

; C'(z)(x® + 1) — 22C(x)
Yp (22 +1)? ;

dosadime do rovnice a dostaneme

C'(z) =

2 +1

a po zintegrovani
C(z) = In(z* + 1).
Partikularni feseni je
C(x)  In(a?41)

P T 2

Krok 3: Obecné feseni nehomogenni rovnice ma tvar

C In(z®>+1) C+1In(z®+1)
241 24+1 ?+1

y:

Dosadime pocatecni podminku a dostavame

|- C+0
S0+ 1]
odtud C' = —1. ReSenim pocatecni tlohy je funkce

—1+In(z?+1)
2?41 '

A

Poznamka 1.10. Kromé metody variace konstanty muzeme pouzit i metodu integracniho
faktoru. Mame-li nehomogenni linearni rovnici tvaru

y +p(x)y = f(x)

muzeme ji fesit tak, Ze obé strany vynasobime vyrazem [(x) = e/ P@dr 4y integracnim
faktorem, a poté zintegrujeme.

Napriklad pro rovnici
y + 32’y = 62°
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Diferencialni rovnice prvniho radu 1.4 Aplikace diferencialnich rovnic prvniho radu

je integracni faktor vyraz
2 3
I(l’) :ef396 dz — o
, , . -« . , 3
Vynésobime-li obé strany rovnice vyrazem e* dostaneme
3 3 3
ey 4 322%™ y = 622 .

Vsimnéme si, zZe na levé strané stoji rozepsand derivace soucinu. Rovnici lze proto upravit do

/
<ex3y> = 62%"".

tvaru

Nyni muzeme obé strany zintegrovat
ew3y = /61’26z3 dx.

Integral na pravé strané vypoc¢teme pomoci substituce t = 2%, dz = &

2. Dostaneme

exsy — 2" + O

a odtud
y=2+ Ce ™.

Jesté poznamenejme, ze obé metody jsou ekvivalentni a vedou na vypocet stejnych integrali.

1.4 Aplikace diferencialnich rovnic prvniho radu

Piiklad 1.11. (Model radioaktivniho rozpadu) Uvazme radioaktivni atomy v néjakém izo-
topu chemického prvku a oznacme jejich pocet v zavislosti na ¢ase N(t). Radioaktivita je
prirozeny nebo uméle navozeny samovolny rozpad atomového jadra provazeny vysilanim ra-
dioaktivniho zafeni. Ernest Rutherford ukazal, Ze rychlost rozpadu (tedy vlastné zména poctu
atomu) je pfimo imérnd poctu atomu piislusného prvku. Tento proces muzeme proto popsat
diferencialni rovnici

N’ = —\N,

kde A > 0 je tzv. preménova konstanta. Jednd se o rovnici se separovanymi proménnymi,
kterou muzeme doplnit o poc¢atetni podminku N(0) = Ny, tj. Ze v jistém case, v kterém
zapocalo méreni byl pocet atomu Ny. Rovnici upravime

dN

— = —=AN
dt
dN
a integrujeme
dN
— = [ —Adt.
/5=
Odtud dostaneme feseni
N(t) = Ke ™.

13



1.4 Aplikace diferencialnich rovnic prvniho radu Diferencialni rovnice prvniho radu

Aby byla splnéna pocatecéni podminka musi platit Ny = Ke° a feseni pocateéni tlohy je tak
tvaru

N(t) = Noe™™.

Pomoci tohoto vysledku muzeme fesit napt. nasledujici tlohu:

Poloé¢as rozpadu radioaktivniho izotopu uhliku*AC je 5568 let (tj. poédteéni mnoZstvi se za
tuto dobu zmensi na polovinu). Urcete, za jak dlouho se pocdtecni mnozstvi snizi o 25 %.

0 2310 5568 t

Resend. Dosadime-li do piedchozfho vztahu N(¢) = 1Ny a t = 5568, dostdvdme

1 1
5 Ny = Noe % = 5= o—5568
a po zlogaritmovani
In2 = —5568A = A= 102
— In = — = —.
5568

Pro hledany c¢as t za ktery se mnozstvi snizi o 25 % proto plati:

3 n 5568 1n 2
SNy = Noe sios! = ¢ = ——— % = 9310 let.
4 In2
Pocateéni mnozstvi izotopu uhliku C se snizf o étvrtinu za 2310 let. A

Priklad 1.12. (Smichdvani)

a) Nadrz obsahuje 20kg soli rozpusténé v 50001 vody. Solny roztok obsahujici 0,03 kg soli
na litr pritéka do nddrze rychlosti 251/min. Smés v nddrzi je rovhomérné promichéna a
vytéka z ni stejnou rychlosti. Jaké mnozstvi soli zustane v nadrzi po 30 minutach?

14



Diferencialni rovnice prvniho radu 1.4 Aplikace diferencialnich rovnic prvniho radu

Resend. Oznacme y(t) mnozstvi soli v nadrzi po ¢t minutdch. Vime, ze y(0) = 20 a chceme
zjistit y(30). Sestavme proto diferencidlni rovnici, kterou bude y(t) spliovat. Zcela jisté
pro zménu mnozstvi soli plati

% = (pritok) — (odtok),

kde ptitokem myslime mnozstvi soli, kterd se dostane do nddrze a odtokem mnozstvi, které
z nadrze odejde. Ze zadani ulohy mame

k 1 k
(piitok) = (0,03 —g> (25 —> — 0,75 &

| min min

Nadrz stale obsahuje 50001 roztoku, proto koncentrace v case t je % kg /1. Jelikoz roztok
odtékd rychlosti 251/min, dostavame

_ () kg 1Y _ylt) ke
(odtok) = (5000 1) \*min) = 200 min’

dy y(t) 150 —y(t)
=7 075 — —
dt 200 200

Mame tak rovnici

coz je rovnice se separovanymi proménnymi, kterou umime tesit. Upravou a integrovanim

dostavame
/ dy [ dt
150 —y J 200

t
—1n|150—y|:%+0

Protoze ma byt splnéna pocateéni podminka y(0) = 20, mame —In 130 = C' a tak

¢
In|150 — y| = In 130 — ——
n| y| =In 200

In 150 — y| = In 130 — In ezm

a odlogaritmovanim dostaneme feseni dané pocatecni ilohy ve tvaru
y(t) = 150 — 130e 20,
Mnozstvi soli v nadrzi po 30 minutach je

y(30) = 150 — 130e 200 = 38,1 kg.

b) Jak se zméni reseni tlohy, jestlize bude smés vytékat rychlosti 201 za minutu?

15



1.4 Aplikace diferencialnich rovnic prvniho radu Diferencialni rovnice prvniho radu

y(kg) A
151 g

120+
90+
60+
30

1 \
0 200 400 600 800 1000  t(min)

Obrézek 1.1: Graf fesenf y(t) = 150 — 130e~ 200

Reseni. Vyjdeme ze stejné rovnice

% = (pritok) — (odtok),
kde pro ptitok bude vyraz stejny
k 1 k
(piitok) = (0,03 —g> <25 —> — 0,75 -2

| min min

Nyni neni ovSem mnozstvi roztoku v nadrzi konstantni, nybrz plati, ze nadrz obsahuje
v case t ziejmé 5000 + (25 — 20)¢ litru roztoku a proto koncentrace v tomto okamziku bude

y(t)
5000 + 5t

Pro odtok tak dostavame

(odtok) = (ﬂ kg) (20 1 ) _ ) ks

5000 4+ 5¢ 1 min 1000 + ¢ min’

Mame tak rovnici

dy 4y(t
A 1000(4)r p vO=2
coz je nehomogenni linearni rovnice prvniho fadu. Nejprve feSme homogenni rovnici
dy _ 4y
dt 1000 + ¢t
dy 4dt
v 1000 +¢

a po integraci dostaneme
In |y| = —41In(1000 + t) 4+ K.

Odlogaritmovanim a odstranénim absolutni hodnoty dostavame

C

= C eR.
Y= 1000 + )T

16



Diferencialni rovnice prvniho radu 1.4 Aplikace diferencialnich rovnic prvniho radu

Partikularni feseni nehomogenni rovnice najdeme ve tvaru

_
%) = {000 + o)1
Pak
C'(£)(1000 + £)* — 4C(£)(1000 + ¢)3
(1000 + )3

yp(t) =
a po dosazeni do rovnice dostavame
C’'(t) = 0,75(1000 + t)*,

odkud
C(t) = 0,15(1000 + t)°.
Partikularni feseni je proto
0,15(1000 + t)®
yp(t) = ( 4)
(1000 + t)

= 0,15(1000 + t)
a obecné TeSeni rovnice je

y(t) = © +0,15(1000 + £).

(1000 + ¢)
Dosadime-li poc¢ateéni podminku y(0) = 20, dostaneme

_C
10004

20 + 150

a odtud
C = —130- 1000%.

Mnozstvi soli je proto dano funkci

130 - 1000*
a plati
130 - 1000*
30) =0,15-1030 — ——— =~ 39kg.

A

Piiklad 1.13. (Rychlost chemické reakce) Pii jednoduché chemické reakei jednotlivé mole-
kuly dvou reaktanti A a B vytvoti molekulu produktu C:

A+B— C.

V roce 1864 objevili Cato Maximilian Guldberg a Peter Waage, ze rychlost této reakce je
piimo imérna soucinu okamzitych koncentraci, neboli



1.4 Aplikace diferencialnich rovnic prvniho radu Diferencialni rovnice prvniho radu

y(kg) A
300

250+
200+
150
100

50

1 \
0 200 400 600 800 1000  t(min)

Obrézek 1.2: Graf feSenf y(t) = 0,15(1000 + t) — 1551900,

a) Odvod'te diferencialni rovnici popisujici zménu koncentrace vzniklé latky.
b) Pomoci této rovnice urcete rychlost reakce za predpokladu, ze poc¢atecéni koncentrace obou
latek byla shodna.

Resend. a) Oznaéme x(t), resp. y(t), koncentrace (v molech na litr) v case t latky A, resp.
latky B. Necht a = z(0) > 0, b = y(0) > 0 jsou poc¢dtecni koncentrace obou latek a z(t)
znaci ubytek obou latek.

Vzhledem k tomu, ze spolu kombinujeme vzdy jednu a jednu molekulu latek A a B a vznika

jedna molekula latky C, plati
dz dx @

At At At
Pfitom pro samotny tbytek z(t) koncentrace latky A, resp. latky B, plati
2(t) = a — xz(t), resp. z(t) = b—y(t).
Ze zadani vime, ze
dz
— = kx(t)y(t
=~ k()
a po dosazeni za x(t) a y(t) dostdvame diferencidlni rovnici

2 =k(z—a)(z—D), z(0) =0.

b) Jedn4 se o rovnici se separovanymi proménnymi a navic predpoklddame, ze a = b. Upravou

a integrovanim dostavame
dz
/ —_— = / kdt.
(z —a)?

1

zZ—a

=kt+c

Odtud
z= +a (1.5)




Diferencialni rovnice prvniho radu 1.4 Aplikace diferencialnich rovnic prvniho radu

7 pocateéni podminky dostaneme

0+c

tedy

Dosazenim do (1.5) a tipravou ziskdame fesent

B akt
Coakt+ 1

z(t)
Pro rychlost reakce pak dostavame

dz a’k

At~ (akt +1)%
A

Piiklad 1.14. (Model rustu populace) Predpokladejme, ze rychlost rustu néjaké populace je
primo umeérna jeji velikosti. To je rozumny predpoklad napiiklad pro populace bakterii nebo
zvitat v idedlnich podminkach (dostatek potravy, absence predatoru, odolnost vici nemocem,
nelimitované prostiedi). Je-li ¢ ¢as a P je pocet jedincu v populaci v ¢ase t, dostaneme pro

rychlost rustu populace

dpP
= —kP
dt ’

kde k je kladna konstanta. Podle tohoto modelu by populace rostla stale rychleji a az do
nekonecna. Bylo by tedy jisté rozumné tento model priblizit realité naptiklad tak, ze by-
chom reflektovali omezené moznosti daného prostiedi. Mnoho populaci se zacéne rozrustat
exponencialng, ale jakmile se pocet jedincu ptiblizi nosné kapacité K prostiedi (tj. néjaké
maximélni hodnoté, kterou je dané prostfedi schopno uzivit) rust se zpomali, pripadné ve-
likost populace zacne klesat pokud jeji velikost tuto hodnotu prekroci. Pro takovyto model
mame tedy tyto predpoklady

° % ~ kP pro mala P, tj. ze zacatku populace roste ptimo imérné svoji velikosti
° % < 0, jestlize P > K, tj. velikost populace se zmensuje, jestlize pocet jedincu presahne

kapacitu prostiedi.

Oba predpoklady splnuje napiiklad nasledujici jednoduché rovnice

ap P
— —kp(1-=
dt ( K)’

ktera se nazyva logistickd diferencidlni rovnice. Doplime tuto rovnici o pocateéni podminku
P(0) = Py a vyfesme ji.
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1.4 Aplikace diferencialnich rovnic prvniho radu Diferencialni rovnice prvniho radu

Reseni. Jednd se o rovnici se separovanymi proménnymi, upravme ji a integrujme

J

Integrél na levé strané rovnice muzeme rozlozit na parcidlni zlomky a dostavame tak

/(%+Kip) dP:/kdt

In|P|—In|K — P|=kt+C.

Upravime a odlogaritmujeme

K—-P
‘ - ‘:

Oznacéime-li kladnou konstantu e~ = A a budeme predpoklidat, ze A € R, miizeme odstranit
absolutni hodnotu

K; P = Ae M.
Odtud vyjadiime P a dostaneme tak
B K
14 Ae Rt
7, pocateéni podminky plati
Py = K
1+ Aed’
odkud
= K — PO'
Fy

P

Obrazek 1.3: Model rustu populace pro ruzné volby k
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Diferencialni rovnice prvniho radu 1.5 Numerické reseni pocatecni tilohy

1.5 Numerické reseni pocatecni tlohy

V mnoha ptipadech nejsme schopni danou diferencidlni rovnici pfimo vyfesit a musime se
spokojit pouze s pribliznym feSenim, kterého muzeme dosdhnout pomoci tzv. numerickych
metod. Nejjednodussi metodou numerického feseni pocatecéni tlohy je Fulerova metoda. Za-
kladni myslenkou této metody je aproximace feseni lomenou ¢arou.
Uvazujme pocatecni ulohu
v =flzy),  ylzo) = vo.

Chceme nalézt ptiblizné feseni y(z) pro x € [xg, zo+al. Postupujeme tak, ze interval rozdélime
na n podintervalu délky h;. Dostaneme tak délici body

r1=x9+h, To=x1+4+he, ..., x,=2xp_1+h,=2x9+a,
kde hy + ho + -+ - + h,, = a. Vypocteme y) = f(zo,yo) a polozime
Y1 = Yo + hayo = yo + b1 f (0, %0)-
Podobné uréime y, = y; + hof(21,41) atd. a dostaneme piiblizné fesent
y(@) =yi+ f(zyi)(x —x) pro x € [z, zi41], ((=0,1,...,n—1).

Nejjednodussim zptisobem déleni intervalu je pouziti stejné vzdéalenych délicich bodt. V tomto
pripadé muzeme Eulerovu metodu popsat nasledovneé:

Tir1 = Xy + h
yz+1:yl+hf($zayl)7 i2071a27"'7n'
Priiklad 1.15. Pomoci Eulerova algoritmu urcete piiblizné reseni pocatecni ilohy
y=x+y, y(0)=1 (1.6)
s krokem h = 0,1. Porovnejte tento vysledek s presnym feSenim.

Resend. Mame déno h = 0,1, zg = 0, yo = 1 a f(z,y) = = + y. Podle pfedchoziho postupu
tak dostavame

y1 =yo+ hf(xo,y0) =140,1(0+1) =1,1,
Y2 =M +hf(£€1,y1) = 171+071(071+ 171) = 17227
Yz = Y2 + hf(w2,92) = 1,22+ 0,1(0,2 + 1,22) = 1, 362.

Tedy hodnota feseni v bodé x = 0,3 je y(0, 3) ~ 1, 362. Pokra¢ovanim v podobnych vypoctech
dostaneme dalsi hodnoty:

110,1] 1,100000 6 | 0,6 |1,943122
21 0,2 1,220000 7 10,7 (2,197434
310,31 1,362000 8 10,81 2,487178
4104 | 1,528200 9 10,9 | 2,815895
510,51 1,721020 10 | 1,0 | 3,187485
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Cviceni Diferencialni rovnice prvniho radu

Ptiblizné feseni pocatecni ilohy (1.6) na intervalu [0, 1] je lomend ¢ara spojujici body [z;, y;]
z predchozi tabulky. Jelikoz se jednd o linedrni rovnici, muzeme najit presné feseni, kterym
je funkce

y(x) = 26" —x — 1.

Porovname-li hodnotu tohoto feseni v bodé = = 1, tj. y(1) = 2e — 2 & 3,436564 s feSenim
pomoci Eulerova algoritmu y(1) = 3,187485, dostaneme rozdil 0,249079. A

Poznamka 1.16. a) Pii pouziti Eulerovy metody se dopoustime chyby, kterd je pfimo timeér-
na velikosti déliciho intervalu, nejjednodussi cestou ke zpresnéni je tak zmenseni déliciho
intervalu. Vliv velikosti kroku h na feSeni predchoziho piikladu v x = 1 je vidét v nasledujici
tabulce.

Velikost h | Hodnota y(1)
0,500 2. 500000
0,250 2,882813
0,100 3, 187485
0,050 3, 306595
0,020 3. 383176
0,010 3,409628
0,005 3,423034
0,001 3,433848

b) Nelze jednoduse fici, jak velka je chyba, které se dopoustime pii pouziti Eulerovy metody,
snadno vSak muzeme poznat, zda-li nase priblizné feseni lezi pod nebo nad skuteé¢nym
fesenim v okoli néjakého bodu. Da se ukazat, ze v pripadé, kdy je feseni konvexni (kon-
kévni) v okoli néjakého bodu, pak nase ptiblizné feseni lezi v okoli tohoto bodu pod (nad)
skutecnym fesenim. O tom zda-li je feSeni konvexni nebo konkavni se muzeme presveédcit
ptfimo ze zadani.

Cviceni

1. Rozhodnéte, zda je funkce fesenim dané diferencidlni rovnice:

a) Y=g ¥ =-v b) y=et+tet, Y +2/+y=0,
t
o) Y=o Y= d) y=1es v =301

Pro rovnice z ¢asti ¢) a d) najdéte funkce, které vyhovuji poc¢atecni podmince y(0) = 2.

2. Reste rovnice se separovanymi promeénnymi:

a) j—g =92, b) 2y—2%y =0,
c) 1+y?*+ayy =0, d) y+zy+ay —ayy =0,
e) wyy =1-—2? f) % = t‘iy2.



Diferencialni rovnice prvniho radu Cviceni

. Reste dané pocatecni dlohy:

a) L-ae=0, y)=1, b) $=y+1 y1)=0,
c) xy +y=y> y(-1)= %, d) sinycoszdy = cosysinzdr, y(0) =7,

e) 2(1+e")yy =e*, y(0)=0, f) ylhy+azy =0, y(1)=1.

. Reste linedrni rovnice:

a) Yy +2y =4z, b) o + 3z%y = 622,
c) Y +2y=2e", d)  (1+2%)y —2zy = (1 +2%)
e) y +4rdy= z2e " f) e + 2zye” = cosu.

. Reste pocateeni tlohu:

a) wxy +y—e* =0, y(l)=0, b) 2zy +2°—-6y=0, y(l)=1,
c) yY+y=xz+e*, y(0)=0, d) zy -5 =2 y()=0

. Méjme tzv. monomolekularni reakci prvniho fadu. Je to reakce typu A — X, které se
zacastiuji molekuly jedné latky a jejiz rychlost je piimo timérnd mnozstvi latky (napf.
inverze cukru, rozpad kysliéniku dusi¢natého). Vypoctéte mnozstvi vznikajici latky v case
t a urcete, k jaké hodnoté se blizi pro t — oo.

. Je experimentalné dokazano, ze rychlost reakce Hy 4+ Bro — 2HBr se tidi rovnici

dx
dt

N[

=k(a—z)(b—1)2,

kde x = [HBr|, a = [Hy] a b = [Bry]. Najdéte funkei z(t) v piipadé, ze koncentrace obou
vstupnich latek jsou shodné a vite-li, ze z(0) = 0.

. Roztok glukézy je nitrozilné podavan do krevniho obéhu konstantni rychlosti r. Jak je
glukdza pridavana, tak se méni na dalsi latky a ubyva v krvi rychlosti, ktera je imérna jeji
koncentraci. Proto je model pro koncentraci C' = C(t) roztoku glukézy v krevnim obéhu
popsan diferencialni rovnici:

ac
dt

kde k je néjakd kladnd konstanta. Resenfm rovnice najdéte funkei C(t) vite-li, ze C'(0) = C.

=r—kC,
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Cviceni Diferencialni rovnice prvniho radu

Vysledky:

3+e

1. a) ano, b) ano, ¢) ano, y = i d) ano, y = 5
Z—$

= loay=0,b)y=Ce 7, ¢)C=(y*+1)a? d) Infay| +2 -y =C,

2.a)y
e) vt = —x? +2Inz| + O, f) y? = /9(tet — et + C)2 — 1.
.a)y=x,b)y=tg(r—1),c) y= 1, d) V2cosy = cosz, e) y> = In(e” + 1),
f) y=1.
4. a) y = Ce 2“"‘”—I—Qx—l b)y:C’e*f‘3+2,C)y:Ce’QI%—%ex,d)yz(C’+x)(1+I2),
e)y= ( —|—C> ')y = (sinz + C)e .

5. a)y:w b)y =2 (I +23), )y:$—1—|—%(ex—|—eﬂ),d)y r—1+1In|z|).

6. Navod: Je-li mnozstvi dané latky a a mnozstvi vznikajici latky x(¢) v case t, dostaneme
pro funkei z(t) rovnici:

:E+1(

dx
dt

kde k je rychlostni konstanta a 42 ;7 je rychlost vzniku latky.
—ht),

= k(a — ) (k >0),

Vysledek: Mnozstvi vznikajici latky jerx=a(l—e
7.2(t) =a—

prot — oo je T — a.
4
(kt+=)?

8.C(t)=(Co—f)ek++

l-u,.aea Sé€ |

RECENY

a-l-ra\J-fL:)
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Kapitola 2

Diferencialni rovnice druhého radu

Dalsim dulezitym typem diferencidlnich rovnic jsou linearni diferencialni rovnice druhého fadu

y' +py +aqy = f(o), (2.1)

kde p,q jsou redlnd cisla a f(x) je spojita funkce. Je-li f(x) = 0 (fikdme, Ze je identicky
rovna nule), nazyvé se rovnice (2.1) homogenni. V opa¢ném piipadeé, tj. f(z) # 0, se nazyva
nehomogenni. S témito rovnicemi se casto setkavame napiiklad pti pouziti druhého Newtonova
zakona.

Priklad 2.1. Rovnice

a) y' =y, b) v +y=0, c) y' =0

jsou diferencialni rovnice druhého fadu.

V piipadé a) je fesenim funkce y = e, ale také funkce y = e™*. Navic muzeme ovéfit, ze
vSechny funkce tvaru y = Cie” + Coe™, kde (1, Cs jsou libovolné konstanty, jsou fesenimi
této rovnice.

V pifpadé b) je fesenim rovnice napiiklad funkce y = sinx, protoze (sinx)” 4+ sinz = 0
pro vSechna x. Podobné feSenim této rovnice je také funkce y = cosx a opét lze ovérit, ze
vSechny funkce tvaru y = C; sinx + Cy cos x jsou jejimi feSenimi.

V piipadé c) miizeme rovnici fesit postupnou integraci: Integraci rovnice (')’ = 0 plyne
y'(x) = C} a odtud dalsi integraci dostaneme y(x) = Cyx + Cy, kde Cy, Cy jsou konstanty.

2.1 Pocatecni uloha

Podobné jako u diferencialnich rovnic prvniho fadu potrebujeme v praktickych tlohach nalézt
feSeni diferencialni rovnice pro x > 0, které spliuje dané pocateéni podminky:.
K tomu, aby méla rovnice (2.1) pravé jedno feSeni, je tieba predepsat dvé pocatecni
podminky
y(0) =, ¥'(0) =y

Piiklad 2.2. Reste pocateéni dlohu

2 Y= y0) =1, y(0) =0, b) o =cosz, y(0)=1, y(0)=1,
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Resend. a) Postupné dostavame
y = /exdx =e" + C},

y:/(ex+cl) dr = e" + Cix + Cs.

Resenim nasf rovnice bez pocateéni podminky jsou vsechny funkee, které dostaneme z pred-
pisu y = e* + Cyz 4+ Cs volbou konstant C a Cs.
Hleddme-li feseni, které spliuje poc¢atecni podminky y(0) = 1, ¢'(0) = 0, spocteme y' =
e” + (1 a dosadime za proménné = a y do funkéniho predpisu a do predpisu pro prvni
derivaci funkce:

1:eO+O-C’1+C’2, 0:€O+Cl.
Odtud Cy =0 a C; = —1 a feSenim pocatecni ulohy je funkce y = e* — .

b) Postupujeme obdobné jako v predchozim piipadé

y = /cosa:dx = sinx + Cf,

Yy :/(sinx+C'1) dr = —cosz + Ciz + Cs.

Proto Tesenim rovnice bez pocatecni podminky jsou vSechny funkce, které dostaneme
z predpisu y = — cosx + Cix + Cs volbou konstant C; a Cs.

Mame-li nalézt feSeni pocatecni ulohy, tak podobné jako v predchozim piripadé, dosadime
do funkéniho predpisu a do predpisu pro prvni derivaci:

1=—=cos0+0-C + Cs, 1 =sin0+ C.
Odtud dostavame C; = 1 a Cy = 2, feSenim pocatecni ulohy je funkce

y=—cosx+x+ 2.

2.2 Homogenni rovnice
Uvazujme rovnici (2.1), kde f(x) =0, tj. rovnici tvaru

v +py +qy=0, (2.2)

kde p, q jsou redlna cisla.
> Vlastnosti homogenni rovnice.
Jsou-li dvé funkce y;, yo FeSenim rovnice (2.2), pak je také funkce y = Cry; + Coys FeSenim
této rovnice. Pravé pro tuto vlastnost se rovnice (2.1) nazyva linedrni diferencidlni rovnice.
Dveé feSeni y;, yo rovnice (2.2) jsou linedrné nezavisld, jestlize determinant
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je nenulovy, tj. w(x) # 0. Tento determinant se nazyva wronskidn. D4 se ukdzat, ze wronskian
dvou fesen je bud identicky nula nebo je ruzny od nuly pro vSechna x. Je-li p = 0, pak w(z)
je konstanta.

Jsou-li funkce 1, yo linedrné nezavisla reseni rovnice (2.2), pak libovolné feseni této rovnice
dostaneme linearni kombinaci téchto feseni, tj.

y(@) = Ciyi(@) + Caya(z),  C1,C2 € R
Toto Feseni nazyvame obecné reseni rovnice (2.2).

Priklad 2.3. Ovéite, ze nésledujici funkce jsou linedrné nezavislé

a) ¢ a e b) cosz a sinz.

Resend. a) Vypocteme wronskian téchto funkef. Dostaneme

=—e"e " —e%e " =-2#£0.

V tvodu jsme ukéazali, ze funkce y; = e* a y, = e~ * jsou FeSenimi rovnice 3"’ —y = 0. Protoze

jejich wronskian je ruzny od nuly, jsou tato feSeni dokonce linedrné nezavisla reseni této

rovnice a tvori tak jeji obecné feseni tvaru y = Che* 4+ Che™".

b) Wronskidn téchto funkef je

=cos’w +sin®z =1#0.

w(x) _ ‘ cosx sinzx

—sinx cosx

Jelikoz je wronskian ruzny od nuly, jedna se o linearné nezavislé funkce.

A
> Nalezeni feSeni homogenni rovnice.
Resen{ rovnice (2.2) hleddme ve tvaru y = e**, kde X je vhodné é&islo. Vypocteme
y/ _ )\e)\x’ y// _ )\28/\96,
a dosadime do rovnice (2.2)
A2eM 4 pre™ + geM = 0.
Protoze e’ # 0, musi A spliiovat rovnici
N+ pA+q=0. (2.3)

Tato kvadraticka rovnice se nazyva charakteristickd rovnice diferencidlni rovnice (2.2).
Mohou nastat tyto pripady:
(1) Kvadraticka rovnice mé dva redlné rizné koreny A1, \y. Pak feSenfm homogenni rovnice
jsou funkce
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a obecné feseni je
Yy = Cle)‘”“" —+ CgeAQ’”. (24)

(2) Kvadratickd rovnice ma jeden dvojndsobny koten A. Pak feSenim homogenni rovnice

jsou funkce

y1 =, yp = ze

a obecné Teseni je
y = C1e™ 4 Coze™™. (2.5)

(3) Kvadratickd rovnice ma dva komplexné sdruzené koreny M2 = o £ if. Pak fesenim
homogenni rovnice je naptiklad funkce

_ N(a+if)z __ ax  ifx
y = elatifle — gazgibz
ktera je komplexni funkci. Pouzijeme-li Euleruv vztah
eP* = cos Bz + isin Bz,
dostaneme feSeni homogenni rovnice ve tvaru
y = e*(cos fx + isin fz) = ™ cos S + 1e*? sin fx.

Lze ukazat, ze tato funkce je feSenim homogenni rovnice (2.2) pravé tehdy, kdyz je fesenim
této rovnice redlnd a imaginarni cast této funkce. Proto fesenim homogenni rovnice jsou funkce

yp = e** cos P, Yo = €*¥sin Sux.

Obecné teseni pak je
y = C1e%% cos fx + Cre* sin [ (2.6)

Vsimnéme si, ze stejny vysledek dostaneme i pro druhy koifen \y = o — if3.
Piiklad 2.4. Reste nésledujici homogenni rovnice
a) y'+y —6y=0 b) ¥ -y =0
c) ¥'+2/+1=0 d) " —4y +8y=0
Resend. a) Napfseme charakteristickou rovnici
N+ A=6=0.

Jeji koteny jsou

)\172 = tj. )\1 = 2, /\2 = —-3.

—1+v1+24 —145
2 2
Oba kofeny jsou realné a jednoduché, kazdému proto piislusi jedno feseni

2z —3z
1 =¢", Yo =2¢

a obecné Teseni je pak
y = C1e*® + Che 3%,

Zvolime-li C; = Cy = 1, dostaneme feseni y = e?® + 3%, které je zndzornéno na obrazku
2.1.
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Obrézek 2.1: Reseni rovnice 3" + 1y —6 =0 s volbou C; = Cy = 1

b) Charakteristick& rovnice je
N —A=0

AA=1)=0.
Jeji koteny jsou \; = 0 a Ay = 1. Oba jsou jednoduché a redlné, fesenim jsou funkce
y=e" =1 Yo =€’

a obecné Teseni rovnice je tak tvaru

y = Cp + Cae”.
c¢) Charakteristickd rovnice je
NM422+1=0
(A+1)*=0
a mé jeden dvojndsobny kofen A\, = —1, kterému odpovida dvojice feSent
yp=e * Yo = ze ",

Tyto funkce jsou pro x > 0 znézornény na obrazku 2.2. Obecné feSeni rovnice je tvaru
y=Cre™" + Coxe™".

d) Charakteristickd rovnice je
A2 —4X+85=0.

Jeji koteny jsou

=2+ 9%.

4+16—340 4+18
2 2
K této dvojici komplexné sdruzenych kofenu (a = 2, 5 = 9) prislusi feseni

Ao =

1y = e** cos 9 ys = €T sin 9z.
Funkce y = €®®sin 9z je zndzornéna na obrazku 2.3. Obecné fesen{ je

Yy = C1e%® cos 9z + Cye®® sin 9.
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oL 1 2 3 4 =z oL 1 2 3 4 x

(a) Resenf y = ze™® (b) Reseni y = e *

Obrézek 2.2: Ruzné feseni rovnice 3y’ +2y +1=0

Priklad 2.5. Napiste linearni diferencialni rovnici druhého radu, ktera ma reseni

2 —3x. T
a) yp = e, Yy =e °%; b) y1 = e"sinz.

Resend. a) Z podoby feseni plyne, Ze charakteristicka rovnice hledané diferencidlni rovnice
musi mit za kofeny ¢isla Ay = 2 a Ay = —3. Charakteristicka rovnice je tak naptiklad
rovnice tvaru

A=2)(A+3)=0
AN +A—6=0.
Tato rovnice je ptislusna diferencialni rovnici
y/1+y/_6y20.

b) Z tvaru feseni plyne, ze charakteristickd rovnice musi mit koten \; = 1+1. Jelikoz se jedna
o kvadratickou rovnici s redlnymi koeficienty, druhé feseni musi byt komplexné sdruzené,
proto Ay = 1 — 7. Dostavame tak charakteristickou rovnici tvaru

A=1—=0)A=1+1)=0.
Roznésobenim, ptipadné tipravou podle vzorce a? — b?, a vyuzitim i2 = —1 dostaneme
N —2X+2=0.
Tato rovnice je prislusna diferencidlni rovnici

y' =2y +2=0.

A
2.3 Nehomogenni rovnice
Uvazujme nehomogenni diferencidlni rovnici

Y +py +qy = f(z). (2.7)

Podobné jako u diferencidlni rovnice prvniho fadu plati nasledujici véta:
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Obrazek 2.3: Graf funkce y = ** sin 9z

Véta 2.6. Necht yo(z) je obecné reseni homogenni rovnice (2.2) a y,(x) je partikuldrni resend
nehomogenni rovnice (2.7). Pak obecné teseni této nehomogenni rovnice je

y(z) = yo(z) + yp(x).

Otazkou tedy je, jak najdeme partikularni rfeseni nehomogenni rovnice. Univerzalni me-
todou je metoda variace konstanty, kterd je vSak u rovnic druhého tédu slozitéjsi (podrob-
nosti viz [?]). Ve specidlnich piipadech, kde je funkce f(z) ,jednoduchd“, je vyhodna metoda
neurcitych koeficientt, kdy hledame teseni v predepsaném tvaru. Ukazme si dva pripady:

1) Funkce f(z) je polynom stupné n.

a) Jestlize ¢islo 0 neni kofenem charakteristické rovnice (2.3), pak ma nehomogenni rov-
nice partikuldrni feseni tvaru yo = Q(z), kde Q(x) je polynom stupné n s nezndmymi
koeficienty. Tyto koeficienty uréime dosazenim tohoto polynomu a jeho derivaci do
rovnice.

b) Jestlize ¢islo 0 je jednoduchym kofenem charakteristické rovnice (2.3), pak ma neho-
mogenni rovnice partikuldrni feseni tvaru yo = zQ(x), kde Q(x) je polynom stupné n
s neznamymi koeficienty:.

c) Jestlize ¢islo 0 je dvojndsobnym kofenem charakteristické rovnice (2.3), pak mé neho-
mogenni rovnice partikuldrni feseni tvaru yo = 22Q(z), kde Q(x) je polynom stupné n
s neznamymi koeficienty:.

2) Funkce f(z) = P(z)e**, kde P(z) je polynom stupné n.
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a) Jestlize ¢islo a neni kofenem charakteristické rovnice (2.3), pak ma nehomogenni
rovnice partikuldrni feseni tvaru yo = Q(z)e**, kde Q(x) je polynom stupné n s nezné-
mymi koeficienty. Tyto koeficienty urc¢ime dosazenim tohoto polynomu a jeho derivaci
do rovnice.

b) Jestlize ¢islo a je jednoduchym kofenem charakteristické rovnice (2.3), pak ma ne-
homogenni rovnice partikuldrni feseni tvaru y, = zQ(x)e™”, kde Q(z) je polynom
stupné n s neznamymi koeficienty. Podobné pro dvojnasobny kofen uvazujeme feseni
Yo = 22Q(1)e®

Priklad 2.7. Najdéte obecné teseni rovnice
a) Y -2y +2y=22 b) ¥ -y =201-2)

c) 2y +vy —y=2e" d) ' =3y +2y=uxe”

Resend. a) Homogenn{ rovnice je
y" — 2y + 2y = 0.

Ptislusna charakteristicka rovnice
N 20 +2=0,
mé dvojici komplexnich kofent A\; 5 = 1 4. Obecné feseni homogenni rovnice je tak
yo = e” (Cycosx + Cysinz) .
Jelikoz 0 nenf kofenem charakteristické rovnice, pfedpoklddame partikuldrni feseni y,(z)

ve tvaru y,(z) = P(z), kde P(x) je polynom stejného stupné jako polynom na pravé strané
nehomogenni rovnice, proto plati

yp(z) = Az + B, yy(x) = A, y,(z) = 0.
Funkei y,(z) a jeji derivace dosadime do nehomogenni rovnice a dostavame
0—2A+2(Ax + B) = 2x

2Ax — 2A 4+ 2B = 2x.

Porovndnim koeficientii u ! a 2° dostaneme A = 1 a B = 1. Odtud y,(z) = = + 1. Obecné
feSeni nehomogenni rovnice je

y=¢e"(Cicosz + Cysinzx) +x + 1.

b) Homogenni rovnice je
y// _ y/ — O

K ni prislusna charakteristicka rovnice ma tvar
N —A=0.
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Tato rovnice ma dva realné jednoduché koteny A\; = 0 a Ay = 1. Obecné feseni homogenni
rovnice je tak
Yo = C1 + C’ge’”.

Jelikoz je 0 feSenim charakteristické rovnice predpoklddame partikularni feSeni ve tvaru
yp(z) = zP(x), kde P(x) je polynom stejného stupné jako polynom na pravé strané neho-
mogenni rovnice, proto plati

y,(r) = Az* + B, y,(r) = 2Az + B, y,(z) = 2A.
Funkei y,(z) a jeji derivace dosadime do nehomogenni rovnice a dostavame
2A— (2Az+ B) = -2z +2

—2Ax +2A — B = -2z + 2.

Porovnanim koeficienti u z' a 2° dostaneme A = 1 a B = 0. Odtud y,(z) = z?. Obecné
feSeni nehomogenni rovnice je
y = Cy + Coe” + 2.

¢) Piislusnd homogenni rovnice je
2" +y —y=0.

Jeji charakteristicka rovnice ma tvar
2M2 N —1=0,
a kofeny jsou \; = —1 a Ay = % Obecné feseni homogenni rovnice je proto
yo = Cre™ " + Cge%””.

Protoze ¢islo 1 neni feSenim charakteristické rovnice, predpoklddame partikuldrni reseni
ve tvaru y(z) = Ae®. Plati

yp(x) = Ae”, y;,(x) = Ae”, yg(x) = Ae”.
Funkei y,(z) a jeji derivace dosadime do nehomogenni rovnice a dostavame
2Ae” 4+ Ae” — Ae" = 2¢”
2Ae" = 2e”.
Vidime, ze A =1, odtud y,(z) = e* a obecné feseni nehomogenni rovnice je
y==Ce "+ C’ge%f‘ + e”.

d) Homogenni rovnice je tvaru
y' =3y’ +2y=0

prislusna charakteristicka rovnice je

AN —3\+2=0,
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a ma kofeny \; = 1 a Ay = 2. Obecné feSeni homogenni rovnice je proto
Yo = C’lex + 026296.

Vzhledem k tomu, Zze & = —1 neni feSenim charakteristické rovnice, hledame partikularni
feeni y,(x) = (Az + B)e . Plati

yp(r) = (Az + B)e™,
y,(r) = Ae™ —(Ax + B)e™ = (~Ar + A — B)e™”,
yy(r) = —Ae™ — (—Ar + A— B)e™* = (Ax — 2A + B)e™".
Funkei y,(z) a jeji derivace dosadime do nehomogenni rovnice a dostavame
(Ar —2A+ B)e * —=3(-Az+ A —B)e " +2(Az+ B)e " =xe™®

a po uprave
6Ar —5A+ 68 = z.

Porovnanim koeficientt u z! a z° dostaneme A = 1 a B = 2. Odtud

1
6 36

1
(6 4+ 5)e™"

Yp(x) = 36

a obecné Teseni nehomogenni rovnice je

1
y = Cre” + 026% + %(6$ + 5)6_96.

Piiklad 2.8. Najdéte feseni pocatecni ulohy
a) ¥ —4y=0, y(0)=0,40)=1 b) ¢y =3y+2y=3e* y(0)=1 y(0)=1

Resend. a) Charakteristickd rovnice je tvaru
N —4=0
a jeji kofeny jsou A\; o = £2. Obecné feSeni je tak
y = Cre** + Coe .
Abychom mohli dosadit po¢atecni podminky spocitame
y = 201e¥ — 205 e,
Dosadime pocatecni podminky a dostaneme soustavu rovnic

0201+C2 1:201—202,

jejiz teseni je C = i a (Cy= —}l. Resenim pocdtecni tlohy je tak funkce
1 2x 1 —2z
= - — —e "
YT T

Graf tohoto feSeni véetné znazornéni pocateéni podminky je na obrazku 2.4.
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Obréazek 2.4: Graf funkce y = ;lleQx — ;116*29”

b) Nejprve urceme obecné feseni homogenni rovnice
y" — 3y + 2y =0.

Jeji charakteristickd rovnice
A =3X+2=0

ma koreny A\; = 1 a Ay = 2. Obecné feseni homogenni rovnice je
Yo = Clex + 02622:.

Protoze a@ = 2 je teSenim charakteristické rovnice, hleddme partikularni feseni neho-
mogenn{ rovnice ve tvaru y,(z) = Are?*. Plat{

yo(x) = Ae® + 2Axe™ = (A + 2Ax)e™,  yi(z) = 246 4 2(A 4 2Az)e™.
Funkei y,(z) a jeji derivace dosadime do nehomogenni rovnice a dostavame
4Ae** + 4Aze®™ — 3(A + 2Ax)e* + 2Axe*” = 3™

a po roznasobeni a sec¢teni
Ae*® = 3™

Odtud vidime, ze A = 3, a proto y,(z) = 3ze**. Obecné feseni nehomogenni rovnice pak
je
y = C1e® 4+ Cye® + 3ze?®.

Nyni vypocéitame
y = Cie” + 20,62 + 3e%* 4 Gre®®
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a dosadime pocatecni podminky
120160+02€0+0, tj. Cl+02: 1,

1=01e"+20C5"+3e" 40, tj. C+20,=-2.

Resen{ této soustavy rovnic je C; = 4 a Cy = —3. Resenim dané pocatecni dlohy je tak
funkce
y = 4e® — 3e** + 3ze®

,'1 0 130

Obrazek 2.5: Graf funkce y = 4e® — 3e?* + 3ze?*

2.4 Okrajova udloha

V praxi nékdy potfebujeme nalézt feseni tzv. okrajové tulohy, tj. chceme nalézt feSeni diferen-
cidlni rovnice spliujici jisté podminky v krajnich bodech intervalu. Napiiklad, feSeni okrajové
ulohy

y'+ay=0,  y(0)=y(m)=0, (2.8)

kde a je vhodné ¢islo, hledame analogicky jako pfi feSeni poc¢atecni ilohy, tj. nalezneme obecné
feSeni rovnice a z okrajovych podminek uréime hodnotu a a feSeni y. Na rozdil od pocatecni
ulohy nemame zajisténo, ze bude existovat pravé jedno feseni y # 0. Okrajova tloha muze
mit i nekonec¢né mnoho teseni, pripadné jen trividini reseni y = 0.

D4 se ukazat, ze v pripadé, kdy ma okrajova tloha nekoneéné mnoho teseni, tvori tato
feseni posloupnost funkei y,, (z). Tyto funkce se nazyvaji viastni funkce a odpovidajici hodnoty
o, se nazyvaji vlastni ¢isla.

Resme nynf dlohu (2.8). Obecné feseni rovnice ¢’ + ay = 0 vypada nésledovné

a<0: y = CheVor 4 Che Vo,
a=20: y = Ciz + Cy,
a>0: y = C cos vax + Cysiny/ax.
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Pro a < 0 existuje zfejmé jen trivialni fesen{ tlohy (2.8). Uvazujme tedy a > 0 a dosadme
do obecného teseni okrajové podminky, dostaneme tak soustavu rovnic

0=Ch, 0 = Cysin/ar.

Protoze hledame netrividlni feseni, musi byt Cy # 0. Druh& rovnice bude splnéna pouze
v pripadeé, ze
sinvoar =0 = Voar =kr = a = k.

Tedy cisla
o = /{?2, keN

jsou vlastni ¢isla okrajové tlohy a pro kazdé aj, ma tloha nekoneéné mnoho fesent
Yr = sin kx, k e N.

Poznamka 2.9. Vlastni ¢isla okrajové tlohy tizce souvisi s feSitelnosti nehomogenni okrajové
ulohy
y'+ay=f(z),  y(0)=uyla)=0.

D4 se ukazat, ze tato uloha je jednoznacné tesitelna pravé tehdy, kdyz a neni vlastni ¢islo
prislusného homogenniho problému. V piipadé, ze a je vlastni ¢islo prislusného homogenniho
problému, ma tloha nekoneéné mnoho feseni pravé tehdy, kdyz pro vlastni funkei y(z) plati

/0 y(@) () do = 0.

Pokud toto neplati neméa okrajova tloha zadné teseni.
Vyuziti muzeme ilustrovat na piikladu z kvantové mechaniky:.

Priklad 2.10. Podle kvantové mechaniky je pohyb cCastice za jistych omezeni popsan okra-
jovou tlohou

d2
St b(0)=wla) =0,
2m

kde v je vlnova funkce ééstice, x je prostorovéd proménnd, a > 0 je konstanta, o = (h—) E,
m > 0 je hmotnost, h je Planckova konstanta a £ > 0 energie Céstice.
Najdéte netrivialni feSeni ¢ této okrajové ulohy. Pro které hodnoty E tato feSeni existuji?

Resend. Charakteristickd rovnice je
M +a?=0= \=+ai.

Obecné tesSeni je tvaru
Y(x) = Asinax 4+ B cos ax,

kde A, B jsou konstanty. Nyni najdeme konstanty A, B tak, aby byly splnény okrajové
podminky. Pro z = 0 dostaneme

Asin0+ Bcos0=0 tj. B=0.
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Cviceni Diferencidlni rovnice druhého radu

Pro z = a dostaneme
Asinaa+ Beosaa =0 tj. Asinaa = 0.
Kdyby A = 0, pak také ¢)(x) = 0 a rovnice by méla jen trividlni feseni. Proto
sinaa = 0= aa = +nm, n€N.

Dostavame tak vlastni ¢isla

nm
o, = Et—, n € N.
a

Resenim okrajové tlohy je posloupnost funkef
nmwx

wn(x) :AnSin_, nEN,AneR

a

Tato feseni odpovidaji energii

(a) Reseni pron =1 (b) Reseni pro n =2 (¢) Reseni pron =3

Obrazek 2.6: Ruzna teseni okrajové ulohy 2.10

Cviceni

1. Najdéte obecné teSeni rovnic:

a) Y =3y +2y=0 b) ¢y’ 416y =0
C) y// + 8y' + 16y =0 d) y” — 6y/ + 13y =0
e) Yy —16y=0 f) v —4y +5y=0
2. Najdéte obecné Teseni rovnic:
a) y// + 4yl _ 5y — 17 b) y/l + 2y/ + y = e—2z’
) y'+y=1° d) 2" +5y =b2*— 221,
e) ' +3y +2y = (20 +29)e*, £) o' +4y +4=ae
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Diferencidlni rovnice druhého radu Cviceni

3. Najdéte reseni pocatecni ulohy:

a) y'+2y+y=0, y(0)=2, y(0)=-1,
b)  3y'+4y' =0, y(0)=0, ¢'(0) =—-1,
c) Y -4y +4y=2-z, y(0)=y(0) =1,

d) ¢ =2/ +y=1+=z y(0)=2, y(0)=-3.

4. Pusobime-li elektrickym polem na roztok elektrolytu, za¢nou se ionty pusobenim elektro-
statickych sil pohybovat smérem k elektrodam. Zaroven je vsak rychlost pohybu iontu
brzdéna primo imérné tiecimi silami. Podle Druhého Newtonova zakona je pohyb kationtu
s elektrickym nabojem ¢ > 0 a hmotnosti m > 0 podél osy = popsan nasledujici pocatecni
ulohou

k
'(t)+ —a'(t) = B, a(0) =g, «(0)=u,

kde t > 0 je cas, k > 0 je koeficient imérnosti tiecich sil, £ > 0 je sila homogenniho
elektrického pole a xy, vy jsou pocéteéni pozice a rychlost iontu. (Posledni 4 hodnoty
povazujeme za konstanty.) Najdéte feSeni pocdtecni ilohy pro 0 <t < oc.

5. Urcete Teseni okrajové ulohy

2y

dz?

e oo, ()0

Vysledky:

1. a) y = Cie* + Cye®, b) y = Cjcosdr + Cysindx,
c)y=Cie 1 + Coze ™ d) y = > (C) cos 2z + Cysin 2z),
e) y = C1e® + Coe ™ f) y=Cre* cosz + Che® sin .

2. a) y = Cre” 4+ Che ™ — 1, b) y=(C1+ Cox)e ™ +e 2,
¢)y=Cising + Cocosz + a3 — 6z, d)y=C) + Che 2% 4 118 — 227 + L,
_ 2a:

e)y = Cre™® + Coe™ 2 + (v + 1) 33”, f) y = (Cr+ Cox)e ™™ + ({5 — 55) e

3.a)y=2e"4ze ", bjy=-3+ %e_%x,
Jy=1Be* —ze* —z+1), d)y==z+3—e"(1+3x).

L a(t) =+ 0+ (532 - ) (1 k)

o

5. Resenfm jsou funkee 1, (z) = A, cos(2n+1)z pro a, = (2n+1)%, kden =0, 1, 2, .. ..
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