Konstrukce podilového télesa Q(R) oboru integrity R

Motivace. Vime, Ze kazdy podokruh télesa je oborem integrity.
Ukazme, Ze i naopak kazdy obor integrity je podokruhem vhodného
télesa. Necht déle R je libovolny, ale pevné zvoleny obor integrity.

VEta. Na mnoziné R x R* definujeme relaci = predpisem
(a,b)=(c,d) <= a-d=b-c
pro libovolné a,c € R, b,d € R*. Pak = je relace ekvivalence.

Oznaceni. Oznaéme Q(R) rozklad pfislusny ekvivalenci =, tedy
Q(R) = (R x R*)/ =. Pro libovolné (a,b) € R x R* oznaéme
2 € Q(R) tfidu obsahujici (a, b), pro kazdé a,c € R, b,d € R*
tedy plati

=5 << a-d=b-c

Véta. Na Q(R) lze definovat operace + a - takto: pro kazdé

a,ceR, b, d 6 R* definujeme
+ c _ ad+ch a ¢ _ ac
b d —

bd > b'd = bd
Pak (Q(R),+, - )Je téleso a zobrazeni k : R — Q(R), uréené

predpisem k(a) = 7, je vnoteni (tj. injektivni homomorfismus okruht).



Konstrukce podilového télesa Q(R) oboru integrity R
Mame vnofeni k : R — Q(R), k(a) = { pro kazdé a € R.

Piiklad. Q(Z) = Q.

Véta. Necht f : R — T je vnoreni oboru integrity R do télesa T.
Pak predpis f(2) = f(a) - f(b)~* pro libovolné a,b € R, b # 0

ddvd homomorfismus f : Q(R) — T takovy, Ze f o k = f.

Navic plati, Ze f je jediny takovy

R d T
homomorfismus a Ze f je také vnoreni,
X / a tedy Q(R) je izomorfni se svym
Q(R) obrazem v homomorfismu f, tj.
Q(R) = {f(a)- f(b)"t;a,b € R, b+#0}.

Priklad. Z[i] = {x + i - y; x,y € Z} je obor integrity, inkluze dava
jeho vnoreni do C, tj. mame injektivni homomorfismus

f: Z[i] — C, kde f(a) = a pro e € Z[i]. Proto Q(Z[i]) =
{a-BYa,peZi]l, B#0}={x+i y;x,y €Q}=Qi]. vpocer

Priklad. Podobné Q(Z[./p]) = Q[,/p] pro libovolné prvocislo p.
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Délitelnost v komutativnich okruzich

Definice. Necht R je komutativni okruh, a, b € R. Rekneme, e
prvek b déli prvek a, neboli ze prvek a je délitelny prvkem b,
piSeme b | a, jestlize existuje prvek g € R takovy, ze a=q - b.
V opacném pripadé rikime, ze prvek b nedéli prvek a, neboli ze
prvek a neni délitelny prvkem b, piseme b1 a.

Véta. Necht R je komutativni okruh, pak plati
»VaeR: 1|a, ala;
Va,b,c € R: a|b,b|c = a] c; ik

v

Va,b,ceR: a|b,alc = a|b+c;
VaeR: ac R < a|l;
Va,be R: a€ R*, b|a = beR*;
Va,be R: ac R* = a|b.

vV v v.Y

Ddsledek. Necht R je komutativni okruh, ai,...,a,, b € R,
ui,...,Un € R libovolné. Jestlize b | a; pro kazdé i = 1,...,n, pak
b|> iy uia.
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Délitelnost v komutativnich okruzich

Definice. Necht R je komutativni okruh, a,b € R. Rekneme, e
prvky a, b jsou asociované, piSeme a ~ b, jestlize a | b a soucasné
b| a.

Véta. Necht R je komutativni okruh. Relace asociovanosti ~ je
relaci ekvivalence na mnoziné R.

Véta. Necht R je obor integrity, a,b € R. Pak plati a ~ b, pravé
kdyz existuje jednotka ¢ € R* tak, Ze a = c - b. pikaz.
Definice. Necht R je komutativni okruh, a, b € R. Libovolny prvek
¢ € R splfiujici ¢ | a, ¢ | b, se nazyva spolecny délitel prvki a, b.
Libovolny prvek d € R se nazyva nejvétsi spolecny délitel prvki
a, b, jestlize

» dl|a, d|b,

»VceR: cla,c|b = c|d.

Tedy nejvétsi spolecny délitel prvkl a, b je takovy jejich spolecny
délitel, ktery je délitelny kazdym jejich spolecnym délitelem.
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Délitelnost v komutativnich okruzich

Definice. Necht R je komutativni okruh, a, b € R. Libovolny prvek
¢ € R splfiujici a | ¢, b | ¢, se nazyva spole€ny nasobek prvki a,
b. Libovolny prvek d € R se nazyvad nejmensi spolec¢ny nasobek
prvki a, b, jestlize

» a|d bld,

»VceR: alc,blc = d]c.

Tedy nejmensi spolecny nasobek prvkl a, b je takovy jejich
spoleény nasobek, ktery déli kazdy jejich spoleény nasobek.

Pozndmka. Predchozi definice mirné pozménuji dfive definované
pojmy ,nejvétsi spoleCny délitel” a ,nejmensi spolecny nasobek"
v Z. Definovali jsme je totiz pomoci usporadani podle velikosti,
které v obecném okruhu nemame k dispozici. Dale budeme tyto
pojmy pouzivat podle nové definice, avSak zavedené oznaceni
(m, n) a [m, n] ponechame. Tedy (m, n) znadi nezdporny nejvétsi
spole¢ny délitel &isel m, n € Z. Podobné [m, n] znadi jejich
nezaporny nejmensi spolecny nasobek.



Délitelnost v komutativnich okruzich

Véta. Necht R je komutativni okruh, a, b € R. Nejvétsi spolecny
délitel prvki a, b, pokud existuje, je urcen jednoznacné azZ na
asociovanost. Také nejmensi spoleCny nasobek prvkii a, b, pokud
existuje, je urcen jednoznacné aZ na asociovanost.

Definice. Necht R je komutativni okruh, a € R. Rekneme, 7e a je
ireducibilni prvek okruhu R, jestlize a # 0, a ¢ R* a pro kazdé
b,c € R takové, ze a=b-c, plati b€ R* a c ~ a anebo c € R*
ab~a

Priklad. Ireducibilnimi prvky okruhu Z jsou pravé prvocisla a Cisla
k nim opacna.

Priklad. Je-li T téleso, pak v T neexistuji zddné ireducibilni prvky.

Véta. Necht R je komutativni okruh, a, b € R. Je-li a ireducibilni
prvek okruhu R a b ~ a, pak je také b ireducibilni.



Okruhy s jednoznacnym rozkladem

Definice. Rekneme, 7e R je okruh s jednoznaénym rozkladem,
jestlize
» R je obor integrity,
> kazdé a€ R, a#0, a ¢ R*, Ize rozlozit na soucin nékolika
ireducibilnich prvki, pficemz tento soucin je jednoznacny az
na poradi a asociovanost.

Priklad. Vime, ze 7Z je okruh s jednoznacnym rozkladem, naptiklad
rozklady 6 =2-3=3-2=(-2)-(—3) = (—3) - (—2) se li&i jen
poradim a asociovanosti.

Priklad. Kazdé téleso je okruh s jednoznacnym rozkladem, nebot
neobsahuje zadny prvek, ktery by byl nenulovy a nebyl jednotka.

Priklad. V okruhu Z[i] je mozné dokazat vétu o déleni se zbytkem
(aby se dalo fict, Ze zbytek je ,mensi* nez Cislo, kterym se délilo,
je tfeba néjak méfrit velikost zbytku; v tomto pripadé to lze udélat
pomoci absolutni hodnoty). Stejnou dvahou jako v Z, tedy pomoci
Euklidova algoritmu a Bezoutovy rovnosti lze pak ukazat, ze Z[i] je
okruh s jednoznaénym rozkladem.




Polynomy nad libovolnym okruhem R

Pozndmka. Abychom nemuseli definovat, co je to vyraz a kdy jsou
si dva vyrazy rovny, nezavedeme polynom jako vyraz urcitého
tvaru, ale pomoci posloupnosti koeficienti. To Ize udélat nad
libovolnym okruhem R.

Definice. Necht R je okruh. Polynomem nad okruhem R

rozumime nekoneénou posloupnost f = (fy, f1,f,...), kde f; € R

pro kazdé i =0,1,2,... a plati, ze mnozina {i € NU{0}; f; # 0}

je konecna. Prvky fy, fi, f>,... nazyvame koeficienty polynomu f.
Mnozinu vSech polynomi nad okruhem R oznaujeme symbolem R[x].

Dohoda. Koeficienty polynomu f budeme automaticky oznacovat
symboly fy, A1, f, . ...

Véta. Necht R je okruh. Na mnoziné R|[x] definujeme operace +, -
vztahy .

(f +8)i = fi + i, (f-8)i = 2i—o fi8i-k
pro kazdé f,g € R[x|, i € Z, i > 0. Pak (R[x],+, ) je okruh.
Je-li R komutativni, pak R[x] je také komutativni.



Polynomy nad libovolnym okruhem R

Definice. Okruh R[x] se nazyvd okruh polynomi nad okruhem R.

Véta. Necht R je okruh. Zobrazeni k : R — R[x] urcené predpisem
k(a) = (a,0,0,...) je vnoreni.

Ztotoznéni. Polynomy tvaru (a,0,0,...) se nazyvaji konstatntni.
Predchozi véta ndm umoziuje ztotoznit a € R s konstantnim
polynomem (a,0,0,...). Tim se okruh R stdva podokruhem
okruhu R[x]. Polynom 0 = (0,0,0,...) se nazyva nulovy, ostatni
polynomy se nazyvaji nenulové.

Definice. Necht f je nenulovy polynom nad okruhem R. Nejvétsi
n > 0 takové, Ze f, # 0, se nazyva stupei polynomu f, znacime
st(f). (Takové n existuje, vzdyt mnozina {i € NU {0}; f; # 0} je
kone¢nd.) Koeficient f, se pak nazyvé vedouci koeficient
polynomu f. Stupen nulového polynomu klademe roven —oco, jeho
vedouci koeficient nedefinujeme.

Priklad. Polynomy stupné 0 jsou pravé nenulové konstantni
polynomy.



Polynomy nad libovolnym okruhem R

Definice. Polynomy stupné 1 se nazyvaji linearni, polynomy
stupné 2 kvadratické, polynomy stupné 3 kubické. Linedrni
polynom (0,1,0,0,...) budeme oznaovat symbolem x.

Priklad. Z¥ejmé x> = (0,0,1,0,0,...), x3 =(0,0,0,1,0,...) atd.

Véta. Necht R je okruh a f € R[x] nenulovy polynom stupné n.
Pak plati f = f, - x" + .-+ f1 - x + fy, kde koeficienty f; polynomu
f chapeme jako konstantni polynomy a operace + a - jsou operace
v okruhu R[x].

Pozndmka. Prestoze jsme polynomy nedefinovali jako vyrazy,
predchozi véta ndm umozZiuje s nimi tak pracovat.

Dohoda. V niasledujici vété budeme potrebovat tyto vztahy pro
pocitani s nekoneCnem: —o0 < n,

(—0) + (—00) = (—0) + 1 = n+ (—00) = —o0

pro libovolné n € Z, n > 0.



Polynomy nad libovolnym okruhem R

Véta. Necht' R je okruh a f, g € R[x|. Pak plati
> st(f + g) < max{st(f),st(g)},
> st(f - g) <st(f)+st(g), e
> jestlize f #0, g # 0 a alespori jeden z vedoucich koeficient(
polynom( f a g neni délitel nuly, pak
st(f - g) = st(f) + st(g).

Véta. Je-li R obor integrity, pak také R[x| je obor integrity.

Véta. Necht R je obor integrity. Pak (R[x])* = R*, tedy polynom
f je jednotkou okruhu R|[x|, prdvé kdyz je konstantni a soucasné je
jednotkou okruhu R. pike:.

Ddsledek. Pro zadny okruh R neni R[x] téleso.

Priklad. Jestlize R neni obor integrity, mohou existovat i
nekonstatni jednotky okruhu R[x], napfiklad v Zg[x] plati
(8]0 - x + [1]o) - ([6]o - x + [1]o) = [L]o-
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