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UVOD

Prvni otdzka zni: Co je eukleidovska geometrie? Odtud pak vime, co neni euklei-
dovska geometrie a upfesnime, co myslime neeukleidovskou geometrii: je to geome-
trie postavend na stejnych axiomech jako eukleidovska, pouze je néjak modifikovan
pozadavek rovnobéznosti. V kazdém piipadé nadédle porovndvame vzdélenosti bodu
a velikosti thlu (pfesnéji mluvime o shodnostech, pfip. grupé shodnosti). ..

Je zajimavé, ze Eukleidiv axiomaticky systém vylucuje moznost ,,zadna rov-
nobézka“, viz [} (Jesté zajimavéjsi je stopovat duvody tohoto pozorovani.) Mo-
difikaci pozadavku rovnobéznosti v tomto ramci dostavame pravé hyperbolickou
geometrii, jak je to predstaveno v kapitole 2] Eliptickd geometrie je studovdna
o dost méné zevrubné v (3, nicméné postiehy z této kapitoly jsou nepostradatelné
pfi popisu prvniho modelu hyperbolické roviny, viz

Nejpozdéji na tomto misté si rozmyslime vztahy mezi ruznymi geometriemi: eu-
kleidovské, pseudo-eukleidovskd (Minkowského), ne-eukleidovska (eliptickd, hyper-
bolickd), afinni, projektivni, atp. Zminujeme Kleinovo pojeti geometrie, vyhlizime
pojeti Riemannovo a dalsi zobecnéni. . .

Prednaska je strukturovana chronologicky, zejména se snazime o pochopeni ori-
ginalniho pojeti prukopniki a nédsledné konfrontujeme s modernimi interpreta-
cemi. V tomto duchu je mimofadné zajimavé sledovat, jak Bolyai, Lobacevsky,
resp. Gauss studovali metrické tlohy v hyperbolické roviné, viz napf. ustiedni
vztah pro uhel soubéznosti v[2.5] Alternativn{ zduvodiiovani ve vhodnych modelech
zminujeme v 5

Aspon v prvni ¢dsti kurzu ¢asto odkazujeme na klasické préce [Eul Bal [Lol,
resp. jejich vhodné modern{ interpretace [Al [Hal, [Gr]. Vechny zdsadni ptispévky
k tématu jsou shromédzdény v [No|, celkem vycerpavajicim zdrojem je téz [Kal.
Ptehledny a relativné struény materidl s mnoha méné znamymi fakty souvisejicimi
s vyvojem neeukleidovské geometrie lze nalézt v [Bon|. Pro modely hyperbolické
roviny a jejich izomorfismy, viz napt. [CFKPJ.

Date: 4. dubna 2011, V. Zadnik.
Warning: text se prubézné vyviji a upravuje, pii ¢teni bud'te obezfetni.
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Prvni dvé a ¢ast tieti kapitoly predstavuji jakysi elementarni piistup a nevyzaduji
zadné specifické predbézné znalosti. Ve zbylém textu potifebujeme trochu linearni
algebry a integralniho poc¢tu. Zaklady projektivni geometrie kuzelosecek a kvadrik
jsou uzitecné. ..

1. ZAKLADY EUKLEIDOVSKE GEOMETRIE

1.1. Eukleidovy Zaklady.
— nékteré definice, zejména definice pravého thlu a rovnobéznosti:
D10 kdyz piimka na piimce postavena tvori vedlejsi uhly sobé rovné, kazdy
z téchto rovnych whlu se zove praviym a znaci R, ...
D23 rovnobézky jsou piimky, které jsouce v téze roviné a do nekone¢na na obé
strany prodlouzeny, nesetkaji se v zadném sméru.

— postulétyﬂ
(I) aby kazdé dva body slo spojit primkou,
(1) aby kazdou primku slo neomezené prodlouzit na obé strany,
(II1) aby z kazdého bodu pro kazdy polomeér §la sestrojit kruznice...,
(IV) aby vsechny pravé dhly byly stejné,
(V) aby, kdyz primka protinajict dvé jiné primky tvori vnitind whly na jedné
strané mensi neZ dva pravé, pak tyto dvé primky jsouce prodlouzeny do
nekoneéna setkaly se na té strané, kde jsou uhly mensi dvou pravych.

— axiomy vyslovené a nevyslovené. ..

— standardni model eukleidovského prostoru: E? = afinni prostor R? se stan-
dardnim skaldrnim souc¢inem

1.2. Paty postulat a jeho ekvivalentni podoby.

— (V) je ekvivalentn{ s ndsledujicim tvrzenim, kterym je (V) nejcastéji nahrazovan:
e kazdym bodem ke kazZdé primce jde prdvé jedna rovnobézka.

DULEZITY POSTREH: Bez (V) lze kazdym bodem ke kazdé pifmce sestrojit

néjakou rovnobézku, viz [Eu, kniha I, tvr. 31]. (V) je potfeba pouze k dikazu

jednoznac¢nosti takové rovnobézky!!!!

— (V) je ekvivalentni s tvrzenimi:

soucet vnitinich whli libovolného trojuhelnika je roven 2R (dvéma pravym,),
soucet vnitrnich 1ihld jednoho trojiuhelnika je roven 2R,

soucet vnitinich dhli je v kaZdém trojihelniku konstantni,

existugi podobné trojuhelniky, které nejsou shodné,

pro kazdy bod uvnitr lib. neprimého uhlu existuje primka, kterd timto bodem
prochdzi a protind obé ramena daného uhlu.

e 6 ¢ O o

Druhé tvrzeni jsme nedokazovali, pouze citovali jako druhou Legendrovu—Saccheriho
vétu. PTi této prilezitosti jsme taky definovali defekt trojihelnika a obecnéji n-
thelniku jako rozdil
(n — 2)m — soucet vnitinich thly,

kde 7 je velikost pfimého thlu 2R. (Chceme-li byt pfesni, rozliSujeme mezi hly,
jejich shodnostmi a velikostmi; podobné pro dsecky.) Jeden smér kazdé ekvivalence
je ve viech pifpadech bud trivialni nebo je fesen Eukleidem v nékterém z prvnich
tvrzeni Zakladu. Opacny smér vétsinou vyzaduje néjaky rafinovany nédpad. Napi.
u predposledniho tvrzeni by predpoklad podobnych neshodnych trojuhelnika zna-
menal existenci ¢tyiuhelnika a odtud i trojihelnika s nulovym defektem. Tento zaveér

Ly ruznych edicich jsou axiomy/postuldty ¢islovdny ruzné, my zpravidla odkazujeme na vyddn{
odvozena z prekladu T. Heatha. Ve starsich vydanich je tento pozadavek zminovan jako XI. axiom,
viz pfilohu @

pravy dhel

rovnobézky

paty postulat

POSTREH

defekt
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je zaloZen na pozorovani, které jsme formulovali jako proni Legendrovu—Saccheriho
vétu, a jehoz dukaz nezdvisi na (V):
o Soucet vnitinich whlu libovolného trojihelnika je mensi nebo roven 2R,

tj. defekt > 0. Posledni tvrzeni ze seznamu se objevuje jako skryty predpoklad
v Legendrové dukazu, ze defekt trojuhelnika nikdy neni kladny. ..
— Uvazujeme-li eukleidovskou geometrii formalné jako vSechny dusledky néjaké
sady axiomu a hyperbolickou geometrii jako vSechny dusledky stejné sady axiomu
s tim, ze (V) je nahrazen jeho negaci, pak dostdavdme nasledujici jednoduchy a uziteény
princip:
o Jestlize néjaké tvrzeni plati v eukleidovské geometrii a jeho megace plati
v hyperbolické geometrii, pak toto tvrzent je ekvivalentni s (V).
Uvédomte si, ze vzhledem k dulezitému postiehu na str. |2} negace (V) spolu s ostatni- POzZOr
mi Eukleidovymi axiomy znamena: ,,existuje bod a piimka tak, Ze timto bodem
jdou aspon dvé ruzné primky rovnobézné s tou piimkou!!“ Kromé jiz dokazanych
tvrzeni, lze diky tomuto principu docela jednoduSe charakterizovat dalsi tvrzeni
ekvivalentni s (V), napf.:
o Pythagorova véta (viz , str. [7)),
o existuge trojihelnik s libovolné velkym obsahem (viz str. @,
o kaZdému trojuhelniku jde opsat kruznice (viz str. |9)),
o mmnoZzina bodu, které lezZi v jedné poloroviné a maji stejnou vzddlenost od
dané primky, je primka (viz str. [5)
o a dalst.

1.3. Shrnuti. Nezévisle na (V) jsou v Eukleidovych Zdkladech dokdzdna vsechna
tvrzeni 1-28 v prvni knize a samoziejmé rada dalsich. Tahle tvrzeni budou platit
i v hyperbolické geometrii a patf{ mezi né napf.:
o T4 = véta SUS,
T5 = v rovnoramenném trojuhelniku whly pri zdkladné jsou shodné,
T8 = véta SSS,
T12 = sestroj kolmici k primce z bodu, ktery na ni nelezi,
T16 = véta o vnéjsim uhlu,
T17-20 = znadmé nerovnosti v trojihelniku,
T26 = véta USU,
T27 = véta o stridavych thlech

a zejména jiz zminované

® O O @€ O O O

e T31 = konstrukce rovnobézky. . . ..
7 vselijakych zavislosti pfipomindm, ze T31 zaviselo zejména na T27 a T27 pouze
na T16. Toto je cesta k pochopeni neexistence rovnobéznych ptimek v eliptické
geometrii, doporucuji dorozmyslet podrobnosti. . . cvigent

Naopak, rada dalsich tvrzeni je pfimo z&visld na (V), tedy nebudou platnd
v hyperbolické geometrii, napi.:

o T29 = primka protinagici dvé rovnobézné primky. . . . .. ,

o T32 = vnéjsi uhel trojuhelnika je roven souctu protéjsich vnitinich a soucet
vnitrnich whlu trojuhelnika je roven dvéma pravym,

o T47 = Pythagorova véta.

Déle samoziejmé nebude platit, zadné z predchozich tvrzeni, u néhoz jsme od-
halili ekvivalenci s (V). Takto napfed muzeme napt. tvrdit, Ze v hyperbolické geo-
metrii:

e budou existovat primky, které maji vic rovnobézek,
o uvSechny trojuhelniky budou mit kladny a nekonstantni defekt,
e nebudou existovat podobné neshodné trojihelniky (tj. jokdsi UUU véta)
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e a pod.

2. ZAKLADY HYPERBOLICKE GEOMETRIE

2.1. Uvodni pozorovani. Zakladni vstup do této kapitoly, tj. do studia hyper-
bolické geometrie, je tvrzeni, které dostdvame negaci (V) spolu s ostatnimi Euklei-
dovymi axiomy a jez jsme tak peclivé diskutovali vyse:
e Ezistuje bod a primka tak, Ze timto bodem jdou aspori dvé rizné rovnobézky
k té primce.
Odtud pak docela snadno odvozujeme, ze:

e kazdym bodem ke kazdé primce jdou aspori dvé riuzné rovnobézky,
e kazdym bodem ke kazZdé primce jde nekoneéné moc ruznijch rovnobézek.

— Pripomindme, ze, podle definice, primky jsou rovnobézné, kdyz lezi ve spole¢né
roviné a neprotinaji se. Nyni pozorujeme, jak jsou vSechny pfimky prochazejici
danym bodem v hyperbolické roviné rozdéleny na piimky ruznobézné a rovnobézné
s néjakou danou piimkou. Vidime dvé hrani¢ni piimky, které jsou nutné rovnobézky
a tém budeme tikat soubézZky, ostatni rovnobézky budeme jmenovat rozbézkams.
Vzhledem ke vstupnim objektum bychom spravné méli fikat, ze ,,pfimka je soubézna
k pfimce p z bodu B v tom/onom sméru*“. Vzhledem k ndsledujicim elementdrnim,
ale ne vzdy tplné trividlnim, fakttm se vyjadfovani ponékud usnadni, sr. [Bol §6]:

o je-li q soubézka k piimce p z bodu B a C je lib. bod na q, pak q je taky

soubézka k primce p z bodu C (fikdme ,,q je soubéznd k p*«),

o je-li g soubéind k p, pak je p soubéznd ke q (fikdme ,,p a g jsou soubézné*).
Nasleduje ocekdvana tranzitivnost soubéznosti, jak ji zndme pro rovnobézky v eu-
kleidovské roving, sr. [Bol §7]. Nic podobného samoziejmé neplati pro rozbézky!

o Jsou-li dvojice primek p,q a q,r soubéiné (v tomtéz sméru!), pak i p ar

jsou soubézné.

— Podobnymi tvahami, jako pired definici soubéznosti, dostavame:

e pro kazdé dvé riznobéiné poloprimky (svirajici ostry ihel) existuje jedind
primka, kterd je kolmd k jedné a soubéznd s druhou poloprimkou,

e pro kazdé dvé ruznobézné poloprimky existuje jedind primka soubéznd s obéma

poloprimkams.
Druhé tvrzeni mimo jiné ukazuje, ze nevlastni body hyperbolické roviny netvoii
piimku, jak jsme zvykli fikat v eukleidovské roving; v dalsim textu lze vystopo-
vat, co je to za kfivku... Pfedchozi dvé tvrzeni zfejmé plati, kdyz nahradime
ruznobézné polopiimky soubézkami a néjakou analogii bychom snadno zformulovali
i pro rozbézky. Misto toho radéji uvadime nésledujici charakterizaci rozbéznosti:

o primky jsou rozbézné pravé kdyz maji spolecnou kolmici, tato kolmice je pak

nutné jedingd.

— Diskuze o ,,vzdalenostech“ mezi dvojicemi pfimek ruzného typu strucné:

o wzddlenost mezi soubézkami monotonné klesd k nule ve sméru soubéznosti
a monotonné neomezené roste proti sméru soubéznosti,

o podobné pro riznobézky: vzddlenost monotonné a neomezené roste na obé
strany od spolec¢ného bodu,

o podobné pro rozbézky: vzddlenost monotonné a neomezené roste na obé
strany od spolecné kolmice.

— Na zavér jedna zdsadni definice: Pro piimku a bod definujeme wuhel soubéznosti

soubézky a rozbézky

prunt kolmice

cvicen{

tuhel soubéznosti

jako tihel, ktery svira libovolna soubézka s kolmici z bodu na danou ptimku. Nasledujici

fakta by se méla dokdazat:
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o uhel soubéZnosti neni konstantni a zdvisi pouze na vzddlenosti x bodu od
primky; pideme a = I(x) a ze symetrickych divodi definujeme II(—z) =
7w —I(x).

o funkce 11 je nyni definovand pro viechna x € R, je klesajici, 11(0) = F,

lim II(z) =7 o lim II(z) =0.
Tr— — 00 Tr—r 00

— POZNAMKY: Funkci IT budeme jmenovat funkei Lobacevského. Podoba funkce
IT m4 zdsadn{ vyznam pro vSechny metrické vztahy v hyperbolické geometrii (viz
, predstavime ji v odstavci

Konstrukce soubézky (dhlu soubéznosti) a prvni kolmice jsou navzdjem inverzni.
Geometrickd konstrukce obou je popséna v [Bol §§34,35].

2.2. Zobecnéné svazky piimek, kruznice, sféry.

— klasicky pojem svazku pfimek, zobecnéni v eukleidovském prostoru; zobecnéni
v hyperbolickém prostoru ~» obycsvazek = svazek ruznobéznych piimek, horosvazek
= svazek soubéznych piimek, hyposvazek = svazek piimek kolmych ke spoleéné
ptimce.

e QOsy stran libovolného trojuhelnika patii do nékterého zobecnéného svazku.

— pojem kruznice, alternativni definice, zobecnéni ~» obyccykl = oby¢ejna kruznice,
horocykl = mezni kruznice, hypocykl = zdmezni kruznice.
Pffmo z definice (a predchoziho) médme:

o cxistuji trojuhelniky, kterym nejde opsat kruznice,
e dvé zobecnéné kruzZnice ze stejného svazku magi konstantni vzddlenost,
e kazZdd zobecnénd kruznice je kolmd ke vsem primkdm odpovidajictho svazku,

Odtud zejména:
e skoro Zdadnd zobecnénd kruznice neni primka!

Jediné zobecnéné kruznice, které jsou pirimkami, jsou spoletné kolmice v hypo-
svazcich; v tomto pfipadé jsou hypocykly odpovidajiho hyposvazku praveé ekvi-
distanty dané spoletné kolmice... Je-li ekvidistantou dané piimky piimka, pak

plat{ (V), sr. str.

— Podobné pozorovani v prostoru ~+ sféra, horosféra, hyposféra, sr. s Bolyaiovymi
absolutnimi definicemi £ a F, [Ba, §11]...

— Uz tady lze dokazat nésledujici podstatna tvrzeni:

e v3echny horosféry jsou shodné (sféry a hyposféry nikoli),
e na horosfére je indukovand rovinnd eukleidovskd geometrie
(na sfére sférickd, na hyposfére hyperbolickd).

ZASADNI POSTREH: Nékterd tvrzeni jsou napsana tlusté, protoze je skutecné
dulezitd! Tato skuteénost byla pozorovéna jak Lobacevskym, tak Bolyaiem a euk-
leidovska geometrie na horosféfre ma zasadni vyznam pii odvozovani skoro vSech me-
trickych zévislost! v dalsim textu; prvn{ ukdzka viz [2.3] Tvrzen se ¢asto formuluje
jako ,,horosféra je modelem eukleidovské rovinné geometrie“. K dukazu potiebujeme
diskutovat zejména (V) nebo néjakou jeho ekvivalentn{ podobu s tim, Ze roli bodu
hraji body horosféry a roli piimek hraji horocykly. Uvédomime-li si, ze kazdy ho-
rocykl je prunikem horosféry a roviny obsahujici nevlastni stfed odpovidajiciho
horosvazku, lze docela snadno ukézat, ze ke kazdému horocyklu kazdym bodem
(na kazdé horostéie) vede jedind ,,rovnobézka*. .., sr. s [Bol §21]. Jiny argument je
piedstaven na konci [2.4] str. [7]

zobecnéné svazky

zobecnéné cykly

zobecnéné sféry

POSTREH
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2.3. Délka horocyklu.

— Ozn. s’ a s délky dvou ruznych horocykli vymezené dvéma soubézkami od-
povidajictho horosvazku a ozn. d vzdélenost téchto horocyklu. Pak

(1) o s =sek
pro néjakou kladnou redlnou konstantu k, sr. s [Bol §24]. konstanta k
— Prvni typickd aplikace zasadniho postiehu z minulého odstavce je néasledujici POZOR
konstrukce, kterd tesi zavislost délky s horocyklu na délce t odpovidajici tétivy:

+ nakresli pravothly trojuhelnik AB,,C' s nevlastnim vrcholem B, a pravym
thlem u C,

+ ozn. t = |AC|, potom LA = TI(t),

+ sestroj kolmici k k roviné AB,,C z vrcholu A,

+ dopln soubézky ke k z vrcholi B, a C,

+ nakresli horosféru uréenou timto horosvazkem a C,

+ na nf horosféricky trojihelnik A’B’'C: Z/C =R a LA = LA =TI(t),

+ ozn. délku horocyklu (odp. tétive t) |A'C| = s a délku |B'C| = &,

+ konecné, eukleidovska geometrie na horosfére dava: délka horocyklu
(2) o s=rcotIl(t),

kde IT je Lobacevského funkce.
— Uplné analogicky lze odvodit vzorec zdvisejici na délce ¢’ odpovidajici tecny:
(3) o s=rcosI(t).

— POZNAMKY: Ve vzoretku se poprvé objevuje jistd neurcitd konstanta
ozn. k. Podobnou véc potkame jesté nékolikrat, vzdy budeme pouzivat stejny sym-
bol a az v odstavci [5.2] dokdzeme, ze toto nase rozhodnuti je spravné, tj. ze se jedna
pofad o stejnou konstantu. Ve skutecnosti k predstavuje jakysi ,,polomér kiivosti*
hyperbolické roviny, viz téz postieh na str.[9] ..

Veli¢ina k v poslednich dvou vzorcich odpovida délce jistého specidlniho horo-
cyklu, viz obr. Na str. [[3] ukdZzeme, 7e

4) o K=k,

takze celkem ziskame jakousi nazornou interpretaci charakteristické konstanty k. . . Diky
tomuto faktu a vztahiim budeme formule (2) a (3) pouzivat ve tvaru:

(5) o s:ksinh%,
t/
(6) os:ktanhg.

2.4. Obsah mnohothelnika.
— Elementarné a docela pracné lze odvodit, ze pro libovolné dva trojihelniky
(mnohoihelniky) je pomér jejich obsahu a pomér defektu stejny, tj.
(7) o S =konst-§
pro néjakou kladnou redlnou konstantu, sr. s [Bol §42].
— Pokud je to pravda, pak ziejmé

o neexistugi trojuhelniky s libovolné velkym obsahem (sr. str. [3)
— S predpokladem, ze obsah trojihelnika s max. defektem, tj. se v8emi vrcholy ne-
vlastnimi, je kone¢ny (ozn. 7), jsme na predndsce predstavili ideu Gaussova dukazu,
7e

(8) ° S:%-é.
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Ve skuteénosti plati 7 = k2n, viz str. takze predchozi formuli se budeme
ucit jako

(9) o S =k?%.
POSTREH: Podobny vztah plati i na sféfe, viz nebo taky postieh na str. @ POSTREH
08 =—r?%,

kde r je polomér sféry a znaminko minus proto, ze § < 0.
Odtud lze jednoduse ukézat, ze defekt mezniho trojihelnika na mezni sfére (ho-
rosféie) je nulovy, coz je slibovany alternativni dukaz zdsadniho pozorovéni v ..

2.5. Uhel soubéznosti.

— Popularizace Lobacevského a Bolyaiova fascinujicitho dukazu, konéiciho slovy:
1 @

(10) e tan §H(x) =e k

pro né&jakou konstantu k, sr. se zdpisem v [Bol §29]. Detaily ¢asem v a @ ..
— k je stejné jako v , viz
— je ekvivalentni s:

e cosII(z) = tanh %,

1
11 inII =
(1) - snll) = s
tan II(x) L
[ ] 1 =
. sinh £

2.6. Trigonometrie.

— pravouhly trojihelnik ABC (pravy thel u C), kolmice k k roviné trojihelnika
z vrcholu A, horosféra uréend k + B, soubézky s k z vrcholu B a C, pravoihly (!)
trojihelnik A’ BC' na horosfére + eukleidovskd geometrie na horosféie + formule
pro délku horocyklu ~» vzorec pro sin a v pravouhlém hyperbolickém trojihelniku,
sr. s [Bo, §31]:

(12) e sinacotII(c) = cot II(a)

nebo ekvivalentné vzhledem k (LI)):

(13) e sinasinh % = sinh %.
— Podobné lze odvodit taky zbylé vztahy:
(14) o cosacosII(c) = cosII(b),
o tanacot II(b) = cosI(a).
— Déle napft.: cvigent
(15) o sina = sinII(b) cos 3,
(16) o tanatan 8 = sinIl(c).

— 7 predchozich vztahti dostdvame velice pfimo a snadno hypebolickou verzi
Pythagorovy véty, tj. vztah, ktery porovnava jenom délky stran v pravoihlém
trojihelniku:

(17) e sinIl(c) = sinII(a) sin TI(b) Pythagorova véta

nebo ekvivalentné

b
(18) e cosh % = cosh % cosh T
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— Odtud lze podobnymi ivahami jako v eukleidovské roviné odvodit jesté sinovou
a kosinovou vétu; zde je ta kosinova:

(19) o sinll(a) = sinII(b) sin I1(c) + cosII(b) cos II(¢) sin I (a) cos «
nebo ekvivalentné:

b b
(20) o cosh % = cosh z cosh % — sinh z sinh % cos a.

— POSTREH: Ve viech odvozenych vzorcich vystupuji jenom analytické funkce
a dosazenim k£ — oo nebo ¥ — 0 do pfislusnych nekone¢nych fad pozorujeme,
ze v kazdém jednotlivém piipadé dostavame odpovidajici eukleidovské vzorecky
nebo trividlni rovnosti (jako napf. pro ,). Jinymi slovy, pro hodné velké
k nebo na hodné malé (vzhledem ke k) ¢dsti hyperbolického prostoru pozorujeme

eukleidovskou geometrii!

3. SFERICKA A ELIPTICKA GEOMETRIE

Sféricka geometrie je geometrie na sféfe a sféricka geometrie neni totéz co elip-
ticka. .. Nez za¢neme pocitat, uvédomme si, ze to, cemu fikdme geometrie na sféie

(21) S§? = {2? +y* + 2% =r?} C B3,

je pravé geometrie indukovana z okolniho eukleidovského prostoru, podobné jako
geometrie na horosfére byla indukovana z okolniho hyperbolického prostoru. K po-
pisu vlastni geometrie na sféfe 1ze zaujmout ruzny postoj, coz je pomérné detailné
piedstaveno v [5.3] Prozatim lze zmiiovany odstavec preskocit, ale jeho ¢dstecné
pochopeni bude nutné pro vétsinu konstrukei v

3.1. Trigonometrie na sfére.

— [’Jplné analogicky k odvozovani v muzeme dokézat v pravoihlém trojihelniku
na sféfe s polomérem r, ze

(22) o sinasin - = sin ﬂ,
r r

(23) o cosatan - = tan -
r r

a podobné az k Pythagorové a kosinové vété...Podstatnym vstupem v téchto
uvahdch je samoziejmeé zdvislost délky s oblouku kruznice na délce t tétivy (seény),
piip. na délce ' teény:

(24) . t:rsinf7
r

(25) ot =rtan.
r

— Protoze se na sféfe v eukleidovském prostoru citime o néco jistéji nez na horosfére
v hyperbolickém prostoru (také diky povidani v [5.3)), dokdzeme odvodit kosinovu
vétu rovnou piimo:

+ obecny sféricky trojihelnik ABC, vrcholum odp. vektory ozn. z,y, z,
+ a=/A=/(y,7), kde ¢ a 2’ jsou kolmé projekce y a z do z+ = T4 S?,
tj.

@y L (@)

+ plati

kosinova véta

POSTREH

cvicenf
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+ dosad za y' a 2’ a uprav vyraz ~»

a b c b ¢
(26) 0 oS — = cos — cos — + sin — sin — cos a.
r rooor rooor

— ZAJIMAVY POSTREH: Vsechny odpovidajici vzoretky v hyperbolické roving
a na sféfe vypadaji podeziele podobné! Ve skutecnosti sta¢i do jednéch dosadit
k = ir a dostaneme druhé nebo opacéné pro r = —ik. (Plyne z definic hyperbolickych
sintu a kosinu, viz ) Tuto skute¢nost zminuje sam Lobacevsky jako ziejmou
a podporujici presvédéeni o bezespornosti jeho geometrie. .. Nas tohle pozorovani
ptivede k prvnimu modelu hyperbolické roviny, viz

O sférické trigonometrii v rdmci absolutni geometrie pojednévd taky [Bol §26].

3.2. Elipticka geometrie.

— Sférickd geometrie neni eukleidovskd a v duchu tplné ivodnich tvah je to geo-
metrie eliptického typu, tj. ,,zadné rovnobézky“. Eliptickou geometrii se vSak ob-
vykle mysli nasledujici modifikace sférické geometrie, kterd ma za cil priblizit se
vice ostatnim Eukleidovym axiomum, tj. vylouc¢it vlastnosti typu ,,existuji dvojice
bodu, které spojuje nekoneéné mnoho piimek“, | kazdé dvé primky se protinaji ve
dvou bodech® a pod. Stejné jako pro sférickou geometrii, ani pro eliptickou geo-
metrii se nesnazime o zadny poradny axiomaticky popis, spokojime se s popisem
standardniho modelu:
— Standardni model eliptické geometrie vznikne ze sféry identifikaci protilehlych
bodi, piseme E? = S?/ ~, kde ~ je relace na S? , byt protilehly“. Konkrétné, body
eliptické roviny jsou tiidy tohoto rozkladu, tj. dvojice protilehlych bodt na S2, tj.
priseciky 52 s pifmkami v E? obs. po¢étek. Odtud E? ztotoziiujeme s projektivizaci
R3, tj. s realnou projektivni rovinou, coz piseme E? = P2, (Pifmky v E? jsou zfejmé
pravé projektivn{ piimky.)

Metrika, tj. vlastni geometrie na E?, je uréend, ,,stahnutim“ metriky z S? stejnym
zpusobem, jak uvidime jesté mnohokrét v[d V Kleinové pojeti je geometrie eliptické
roviny uréend grupou Isom(E?) =2 SO(3), takze

(27) E?=50(3)/0(2),

viz [5.3.3| pro nédpovédu. . .
— Konstrukce eliptické roviny nam zarucuje, ze

e kazdé dva body spojuje jedind primka,

o kazdé dvé primky se protinaji v jednom spolecném bodé.
Odtud zejména:

e v eliptické roviné nejsou Zadné rovnobézky.
Ackoli nemdme metriku v E? explicitné popsanou, vzhledem k jejimu ptvodu
muzeme jednodusSe prohlasit, ze

o vsechny primky v eliptické roviné maji koneénou délku a to rm,
kde 7 je polomér sféry S? C E3 neboli polomér krivosti eliptické roviny E? = S2/ ~.
Tato vlastnost predstavuje typickou odlisnost od piimek v eukleidovské a hyper-
bolické roving, které jsou nekoneéné dlouhé (coz je implicitné zahrnuto v (II)).
Ve skuteénosti, pifmky v E? jsou uzaviené a z dalsich topologickych zvlastnosti
eliptické roviny zminujeme:

o piimka nerozdéluje E? na dvé édsti,

o E? nent orientovatelnd,

o E? nenf jednoduse souvisld.

POSTREH

cviceni

eliptickd rovina

cviceni

cviceni
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4. MODELY HYPERBOLICKE ROVINY

4.1. Prvni model. Postich na str.[0nds nutkd vyslovit ndsledujici vétu, prozatim
jesté v uvozovkach:
o ,,geometrie hyperbolické roviny je geometrie na sfére s imagindrnim po-
lomérem ik.“

Imaginarni sféra
(28) {2? +y* + 22 = —k*} C E?

se zd4 byt nasim prvnim modelem hyperbolické roviny. Nevyhodou tohoto modelu
je, ze nema ani jeden redlny bod. Misto, abychom analyzovali tento imaginarni
model, vhodné jej transformujeme:

— Uvazujme transformaci 2’ = z,y’ = y, 2’ = iz. Tato transformace nen{ shodnost
E? a standardni norma z2 + 3% + 22 se transformuje na indefinitni 2/ + y'2 — 2/2.
Vektorovy prostor R? s touto normou se nazyvéa Minkowského a budeme ho znagit
E2!. V tomto prostoru mame nenulové vektory s nulovou velikost{, napt. (0,1, 1),
a viechny takové vektory tvoif kuzel {2'? 4+ y'? — 2/ = 0}. Vektory uvniti toho
kuzele, napt. (0,0, 1), maj{ imagindrn{ velikost, vektory vné pak redlnou, jak jsme
zvyKkli. ..

Obrazem imaginarni sféry vzhledem k uvazované transformaci je tedy kvad-
rika

(29) H? = {2® + % — 2% = —k?} C B>,

nds prvnf redlny (skoro)model hyperbolické roviny, viz obr. ,,Skoro“ ffkdme proto,
ze kvadrika H? = H? U H2 nenf souvislé, takze by zde neplatil hned (I)...

— Vsimnéme si, ze v kazdém bodé hyperboloidu H? je teény prostor tvofen vektory
s nenulovymi redlnymi velikostmi, tj. metrika indukovand na H? z Minkowského
metriky v E>! je positivné definitni! H? je tedy Riemanntv prostor v duchu [5.3.1]
a jako obvykle pifimkami v modelu H? myslime geodetiky. Ale jak tady geodetiky
vypadaji? Analogicky k myslenkdm v [5.3.2] postupné ukdzeme:
o tecny prostor v kazdém bodé p € H? spljvd s kolmym dopliikem p,
e Isom(H?) = 0(2,1) a H> = 0(2,1)/0(2),
e geodetika urcend bodem p € H? a vektorem v € p* je prdvé (hlavni) hyper-
bola H? N (p,v) (resp. jedna jeji vétev),
o navic, pokud ||v|| = k, pak cosht-p+sinht-v je parametrizace této geodetiky
s konstantni rychlosti k.

— Od hyperboloidu H? ke skuteénému modelu hyperbolické roviny vede stejné
cesta jako v |3 od sférické k eliptické geometrii, totiz ztotoznénim protilehlych
bodi. Nagfm prvnim modelem hyperbolické roviny tedy rozumime H?/ ~, jez
ztotoznujeme s jednou z komponent hyperboloidu, feknéme s H i Predchozi zavéry
se nijak neméni az na

e Isom(H?) = 0'(2,1) a H2 2 0'(2,1)/0(2),
kde O’(2,1) znaci podgrupu O(2, 1) zachovavajici orientaci osy z, tj. kazdou kom-
ponentu hyperboloidu. Pozor, O’(2,1) # SO(2,1).
— diky pfedchozi charakterizaci geodetik umime zejména popsat vSechny vzajemné
polohy ,,pfimek“ v H i podle typu prusecnice odp. rovin: smér prusecnice mé veli-
kost imaginarni ~» ruznobézky, nulovou ~» soubézky, redlnou ~» rozbézky
— diky homogennosti Hi vedeme dalsi diskuzi pouze v okoli bodu (0, 0, k), nakonec

umime charakterizovat vSechny zobecnéné kruznice jako pruniky Hi s vhodnymi
rovinami: ,,.kruznice* = elipsy, ,,horocykly*“ = paraboly, ,,hypocykly “ = hyperboly

imagindrni sféra

prostor Minkowského

hyperboloid H?

¢ 2
prvni model H+

cviceni
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4.2. Kleinav model. Jind (standardni) realizace projektivizace z pfedchoziho Kieiniv disk K2
odstavce vede k dalsimu, tzv. Kleinovu modelu hyperbolické roviny: uvazujeme

projekci z poéatku do roviny z = 1, obraz H? znacime K2.

— ,,body“ = body uvnitt kruhu z? + y? = 1 (hranice pfedstavuje body v ne-

koneé¢nu),

— ,,pfimky “ = se¢ny kruhu,

— ,,zobecnéné kruznice“ = kruznice nebo elipsy (typ zobecnéné kruznice je urcen
poctem dotykovych bodu s hrani¢ni kruznici)
— metrika v K2 je stdhnutd metrika z hyperboloidu H?2, ale nez ji explicitné
popiSeme, vSimneme si, ze:
o primky p,q jsou kolmé prdavé kdyz q prochdzi pdlem p (vzhledem k hraniéni
kuZelosecee),
e body A, A’ jsou symetrické podle primky p pravé kdyz (AA'PQ) = —1, kde
P =pilpa@Q=pnAA,
o wzddlenost bodiu A, B = g In(ABUV), kde U,V jsou priseciky AB s hraniéni
kuZeloseckou.

— pfedchozim a predpfedpfedchozim tvrzenim je metrika na K2 v podstaté tplné
uréena. Explicitné jeji kvadratickd forma vypada takto:
(1 — y?)dz? + 2zydxdy + (1 — 22)dy?

(1—a2—y2)2

(30) o ds® = k>

a odvodi se takto:
+ popiSe se bijekce K? — H%, (z,y,1) — (/,y/,2):
(i) zrejme (2',y', 2’) = M(x,y, 1) pro n&jakou funkci A = A(z, y),
i oo 2 7 _ k
(ii) aby (2',y',2") € H?, musi byt A = it
+ spocitaji se diferencidly dz’, dy’,dz’,
+ dosadi se do ds? = dz'? + dy'?> — dz"?
+ a po case se upravi na .
— POSTREH: kromé bodii na souradnych osich nejsou kolmé sméry v tomto mo-
delu eukleidovsky kolmé, coz koresponduje s pozorovanim s pdlem vyse. ..

4.3. Polosféricky model. Vznikne z K? kolmou projekei na polosféru pod K?  polostéra 52
se spoleénou hranici, zna¢ime S2.
— ,,body* = body polosféry {z? +y? + 22 =1,2 < 0} C R3,
— ,,piimky“ = polokruznice kolmé k roviné xy (tedy k hrani¢n{ kruznici!),
— ,,zobecnéné kruznice“ = vSemozné kruznice nebo jejich ¢dsti (viz pozndmky
v
— POZNAMKY: Metrika nen{ indukovana z okolnfho E3 , ale zase pfenesend z ptedchoziho
modelu; v soufadnicich (x,y) tedy uzivame .
Tomuto modelu nevénujeme piilis pozornosti, poslouzi pouze jako cesta k ostatnim:

dalsi modely vznikaji z S2 vhodnymi projekcemi do vhodnych rovin, uvazte napi.
sttedovou projekci z poc¢atku do roviny z = —1. .. cvigen{

4.4. Poincarého model. Vznikne z S? stiedovou projekci ze severniho pélu  Poincarého disk D2
(0,0,1) zpét do roviny zy (stereografickd projekce!), znaéime D?:

— ,,body* = body uvnitt kruhu z? +y? =1,

— ,,piimky “ = ¢€asti kruznic kolmych k hranici,

— ,,zobecnéné kruznice“ = ¢4sti kruznic (viz pozndmky nize)
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— podobné jako na konci muzeme po néjakém pocitani odvodit kvadratickou
formu metriky pretazené z predchoziho modelu:

4k? (
(1—a2—y2)2

POSTREH: Metrika v D? je konformni se standardni eukleidovskou metrikou, tj.
thly vidime, narozdil od Kleinova modelu, viude nezkreslend! (Protoze D? vznikl
z S? stereografickou projekci, také odchylky na polosféie S? odpovidaji euklei-
dovskym odchylkdm v E3.)

— podobné jako v Kleinové modelu 1ze jednoduse popsat zékladni shodnosti a urcovat
vzdalenosti:

(31) o ds? = dz? + dy?).

o wvzddlenost bodi = logaritmus néjakého dvojpomeéru oblouki,

o symetrie podle primek = kruhové inverze.
POZNAMKY: Nyni je mozné charakterizovat vsechny zobecnéné kruznice v D?
jako eukleidovské kruznice. (Typ je uréen poctem spol. bodu s hranici.) (Pozor,
stfed kruznice nemusi byt ve sttedu odpovidajiciho svazku!) Zduvodnéni ze zd4 byt
vyrazné méné primocaré, nez jak jsme pozorovali v hyperboloidovém a Kleinové
modelu. Odtud pak muzeme zpétné popsat zobecnéné kruznice v polosférickém
modelu a odtud pak vime, jak budou vypadat v polorovinovém modelu, pokud to
celé nejde rozmyslet néjak 1épe...?7 vyzva

4.5. Polorovinovy model. Vznikne z S? stiedovou projekef z bodu (0,1,0) do  polorovina &%
roviny xz (jind stereografickd projekce!), znaéime R :

— ,,body“ = body v poloroviné z < 0 (hranici tvoi{ pifimka z = 0 plus jeden

nevlastni bod ve sméru osy z),

— ,,piimky“ = kruznice/piimky kolmé k hranici,

— ,,zobecnéné kruznice“ = vétsinou kruznice, ale taky piimky. ..

— Podle ocekavani z predchéazejicich diskuzi musime opét dostat konformni model;

po jistém pocitani lze stejné jako v odvodit kvadratickou formu metriky (misto

(z, z) piseme (z,y)):

k2
(32) odﬁ::?ﬁm2+dﬁ)

Nad ocekavani tak dostavame nejjednodussi tvar, jaky muzeme potkat. Z tohoto
duvodu je polorovinovy model jasnym favoritem, kdykoli bude tieba néco integro-
vat, viz Odpovidajici forma objemu v tomto modelu je

k‘2
(33) o dp = —dzdy.
)

5. PRriLony

5.1. Hyperbolické funkce. Zname
2

T

z — —_— ...

¢ = ldatgto,
.TQ $‘4

cost = 1=t
.133 .T5

smr = T 54‘5

Eulerova formule zni:

e =cosT+isinz,
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odkud pak
1, . .
cosr = 5(6” + e—’LI)’
: 1 X —ix
sinz = Z(e e ").
Hyperbolické funkce definujeme
1, . . e R
coshxzi(e +e ):14—54_14_...7
. 1, . _. > 2P
s1nhx:§(e —e ):x+§+a+...
a ziejmé plati
e® = coshz +sinhz,
cosix = coshux,
sinix = isinhzx.

Odtud a ze zndmého cos? z + sin® z = 1 mdme

2 .19
cosh” z — sinh”“ x = 1.

Podobné jako (cost,sint) parametrizuje kruznici 2% + y? = 1, tak (cosht,sinht)
parametrizuje hyperbolu z? — y2 = 1, resp. jednu jeji vétev. ..

5.2. Konstanta k. V této ¢asti konecné ukazeme, ze neurcitd konstanta k, kterou
jsme nékolikrat pii ruznych piilezitostech potkavali, je porad tataz veli¢ina. Veskera
pocitani déldme v polorovinovém modelu s metrikou . ..

5.2.1. Délka horocyklu.
— Pro porovnani délek horocyklii uvazujeme stejny obr. jako na zacatku str. [6}

+
+

+

+

+

soubézky x = 0,z = a a dva odp. horocykly y = b,y = b,
ozn. s, s délky téch horocyklu a d jejich vzdélenost (pozor, a, b, b’ predstavujf
eukleidovské souradnice v modelu, s, s’, d jsou hyperbolické vzdélenosti),

jednoduse mame s = k¢ a s’ =k,
b
v, 2 _ k _ b
spocitdme d = bf, Fdt = kln 3,
celkem pak 5;/ = 5 = e%, Q.E.D

— Pro specidlni délku k tamtéz staci uvazit nasledujici:

+

piimka z = 0, kolmice = pulkruznice (S = 0,7 = lib.), spole¢nd soubézka
= piimka z =7,

horocyklus y = r, délku ozn. k,

trividlné k = kT =k Q.ED

Uhel soubéznosti. Vhodné umistime vychozi obrazek z str.

piimka & = 0, kolmice = pulkruznice k : (S = 0,7 = 1), soubézka = piimka
r=a,0<a<l,

ozn. d délku kolmice, o = II(d) thel soubéznosti,

kolmice—pulkruznice je parametrizovéna k(t) = (cost,sint) a ziejmé a =

cos o,
odtud potom d = [ £ .1dt=---=—kIntan$ +0, Q.ED
/2
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5.2.3. Obsah nejvétsiho trojihelnika. Vzhledem k pocitani v[2.4] str.[6] staci spocitat
obsah 7 néjakého trojihelnika s maximdlnim defektem (vSechny jsou shodné);
uvazujme nasledujici:
+ 1. strana = pulkruznice k : (S = 0,7 = 1), 2. strana = piimka = = —1, 3.
strana = piimka z =1,
+ integrujeme formu , meze jsou x € [—1,1], y € [V1 — 22, o0]:

1

1 )

//kzddaz k2/ ! de = k?

T = —_— = —_— = 7{"

y2y V1—x2?
—11 42 -1

Q.E.D
5.3. Geometrie na sfére.

5.3.1. Riemannova sféra. Podle stanoviska Riemannova je celd geometrie na sfére
uréend pravé Riemannovou metm’kmﬂindukovanou ze standardniho skalarniho souc¢inu
v E3, tj. v kazdém bodé p € S? uvazujeme ztizeni tohoto skaldrniho souc¢inu na
te¢ny prostor T,5% C E3. V obvyklé poledniko-rovnobézkové parametrizaci sféry

(u1 €[5, 5] je ,,zemépisna sitka“, ug € [0,27] ,,zemépisna délka“)

2
(34) fug,u2) = r(cosu; cos ug, cosuy sin ug, sinu )
vektory
of ) . .
(35) v = e r(— sinu; cos ug, — sin ug sinug, cosuq ),
U1
of .
(36) v2=gis = r(— cosuy sin ug, cos uy cos ug, 0)
U2

tvoii bazi tetného prostoru v kazdém bodé p = f(u1,us) (kromeé péla) a vzhledem
k této bazi ma nas skalarni soucin v 7, p52 matici

(37) (vi,v1)  (vi,02)) _ (7 0
(va,v1)  (v2,v2) 0 7r2cos?uy/’

odtud metrickd kvadraticka forma a forma objemu jsou

(38) ds* = r*(du? + cos®uidul) a

(39) dp = r2cosu; duydus.

Takhle vypadaji vstupni data pro veskerd dalsi poc¢itani v Riemannové duchu.
Odtud napt. geodetiky na sféfe jsou charakterizovany jako reseni nasledujici sou-
stavy obyc¢ejnych diferencidlnich rovnic:

(40) iy = —r’sinu;cosuy(tz)?,

(41) iy = 2rftanwuy Uits.

Ackoli méalokdo na prvni pohled vidi, jak vypadaji obecna feseni, geodetiky jsou
vzdycky jednozna¢né urCeny jednim bodem a teénym vektorem v tomto bodé
a predstavuji nejkratsi spojnice dvou ruznych bodu. V rdmci moznosti jsou geo-
detiky ty nejméné kiivé ¢ary. ..7Z feceného lze intuitivné odvodit, ze

o geodetiky na sfére jsou hlavni kruznice.

2Obecné7 Riemannova metrika na abstraktni hladké varieté M je pravé piitazeni p € M +—
skaldrn{ souéin v teéném prostoru T, M, které zdvisi hladce na p. Riemanniv prostor/varieta je
hladkd varieta s Riemannovou metrikou.
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5.3.2. Geodetiky. Vzhledem k tomu, co potifebujeme v podpoiime predchozi
zaver jesté néjakym argumentem. Ozn. Isom(S?) grupu vsech isometrii sféry, tj.
grupu vech transformaci S? — S2, které zachovavaji danou metriku. Potom

e Isom(S?) = O(3),

kde O(3) znaéf grupu ortogonalnich transformac{ E3 (shodnosti zach. poéétek).

Diikaz. To, ze kazdy prvek O(3) urcuje isometrii sféry je ziejmé z definice. Opaéné,
7e kazds isometrie S? je urcend néjakou ortogondlni transformaci E2, plyne z toho,
ze
(a) v grupé O(3) vzdycky najdeme transformaci, kterd zobrazi libovolny bod
sféry na kterykoli jinyﬂ a
(b) kazdd shodnost v kazdém teéném prostoru kazdého bodu sféry je uréend
néjakou transformaci z O(3).

Obé tyto vlastnosti muzeme zduvodnit takto: vime, ze
o teény prostor Tp,S? v kazdém bodé p € S% splyjvd s kolmym dopliikem pt.
Proto, kdyZz (vi,vs) je ON béze T,S%, pak (%p, v1,v2) je ON béaze E3. Ale kazda

ON béze E3 lze zobrazit na kteroukoli jinou ON bézi pomoci néjaké transformace
z O(3). .. Q.E.D

Odtud jiz octekavana charakterizace geodetik jako hlavnich kruznic:

o geodetika urcend bodem p € S? a vektorem v € pt = T,5% je prdvé hlavni
kruznice S* N (p,v).

Dikaz. Ozn. g geodetiku na sféfe uréenou pociteéni podminkou (p,v). Ozn. p ro-
vinu (p,v) a uvazujme isometrii f sféry uréenou zrcadlenim podle roviny p v E3.
Protoze g je podminkou (p,v) uréend jednoznacné a p,v € p, plati f(g) = g. Ale
jediné pevné body zobrazeni f lezi na hlavni kruznici k = p N S2, takze musi byt
g C k. Protoze g a k jsou souvislé kiivky, mame g = k. Q.E.D

Jako cviceni doporucuji ¢tyii z péti geometru rozmyslet, ze:
o pokud ||[v|| = r, pak cost-p+sint-v je parametrizace (s konstantni rychlosti
r) geodetiky, tj. hlavni kruznice, uréené bodem p € S* a vektorem v € p*.

5.3.3. Kleinova sféra. Jako vedlejsi, ale docela zajimavy, produkt piedchozich
tvah mame identifikaci sféry jako faktorové mmnoziny

(42) §2= 0(3)/0(2),

jez by meéla reprezentovat fakt, ze sféra je krasné homogenni. Jak tomu rozumét?
Homogennosti sféry myslime, ze v okoli libovolného bodu vypadé sféra, resp. geo-
metrie na ni, vzdycky stejné. Pfesnéji:

Diky podmince (a) vySe vime, ze kazdy bod na sféfe je obrazem napt. e; =
(r,0,0) vzhledem k néjaké transformaci z O(3). Hodné prvku O(3) vsak e; za-
chovava, napf. viechny rotace kolem osy ej, a kdyz oznac¢ime H C O(3) podgrupu
vSech takovych transformaci, pak S? = O(3)/H. Kazd4 transformace z H za-
chovavd ey, tedy i e a ztizeni na ef je opét shodnost. Vzhledem k (b) takto umime
popsat kazdou shodnost e, takze H = O(2). Konkrétné, viozen{ H = O(2) C O(3)
vypada takto

(43) H{(é 2):1460(2)}.

3Rikame, #e O(3) piisobi tranzitivné na S2.

cviceni
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Je jasné, 7Ze jind volba e; € S? na zagdtku dava jiné vlozeni na konci, ale vzdycky
mame H = O(2) a S? =2 0(3)/0(2). Toto je, co rozumime homogennost{ sféryﬂ

Pii této identifikaci jde samoziejmé o vic, nez jen popsat sféru jinak, studujeme
zejména geometrii:

e geometrie na sfére je studium vlastnosti, které se neménd piusobenim grupy

0@3),

jinymi slovy geometrie na sféfe je uréend pravé grupou, kterd na ni pusobi. Toto je
pifstup Kleinuv ke geometrii, viz téz [3.2] [A:1] a nédsledujici cvicent:

o Popiste geometrii eukleidovské, afinni a projektivni roviny jako Kleinovu
g@OmetT’ii. cviceni

5.4. Beltramiho pseudosféra.

5.5. Gaussova—Bonnetova formule.

5.6. Formalnéjsi axiomatika geometrie.

4Obecné7 homogenni prostor je hladkd varieta M, na niz tranzitivné pusobi néjakd grupa G.
Pokud ozn. H C G podgrupu, zachovavajici néjaky bod, pak M =~ G/H.
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5.7. O nacalach geometrii. Zatim jen motivacni obrézek. ..

&
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6. APPENDIX

predstavujici uceni o prostoru absolutné pravdivé: nezdvislé na platnosti ¢i
neplatnosti XI. Eukleidova axiomu (o niZ a priori nikdy nelze rozhodnouti);
s pridavkem, v pripadé neplatnosti, geometrické kvadratury kruhu.

JAN BOLYAI
(1832)

Vysvétleni symbola

AB znaci seskupeni vsech bodu, jez s body A, B na piimce lezi.

AB 7 tu ¢ast primky XE, kterd zacind v A a obsahuje B.

@6 7 seskupeni wsech bodu, jez s body A, B, C (nelezicimi na jedné
piimce) v téze roviné jsou.

ABC 7 tu ¢ast roviny 21\36 rozdélené piimkou AB , kterd obsahuje bod C.

ABC 7 mensi ze dvou ¢asti, na které je rovina ABC dvojici poloptimek

BA, BC rozdélena; neboli dhel, jehoz stranami jsou BA, BC.

ABCD 7 (jestlize D lezi v ABC a 574, CD se neprotinaji) tu ¢ast ABC,
kterd je mezi BA, BC, CD; zatimco BACD tu &st roviny ABC,
ktera je mezi AB, CD.

R 7 pravy uhel.
AB=CD 7 CAB=ACD.

= kongruenci (shodnost).”

r—a ?  x konverguje k limité a.
Or ” obvod kruhu s polomérem r.
Or 7 obsah kruhu s polomérem 7.

§ 1. Jestlize polopiimka AM neproting polopiimku BN, ale protind kazdou BP
(v ABN), budeme toto znacit
BN ||| AM.

Je zreymé, ze takova BN existuje, a to jednoznacneé, ......

§ 2. Jestlize BN ||| AM, pak také CN ||| AM.

§ 3. Jestlize jak BR, tak CS jsou |||AM, a C nelezi na ﬁ, pak BR a CS se
neprotinagi.

§ 4. Jestlize MAN > MAB, pak pro kaZdy bod B na AB existuje takovy C na
AM, Ze BCM = NAM.

§ 5. Jestlize BN ||| AM, existuje takovy bod F na ZM, Ze FM = BN.

0 Aékoli velky geometr GAUSS znagcil timto symbolem kongruenci ¢isel, oznacuje také kongru-
enci geometrickou: nedorozuméni netfeba se obavati.

Fig. 1.

Fig. 2.

Fig. 2.

Fig. 3.

Fig. 1.



NEEUKLEIDOVSKE GEOMETRIE 19

§ 6. Jestlize BN || AM a E le# kdekoli na AM a G na BN, pak GN || EM Fis 1
a EM || GN.

§ 7. Jestlize jak BN, tak CP jsou ||AM, a C neleZi na BN, pak také BN |l CP. Fis 4.

§ 8. Jestlize BN je ||| a= CP (zkrdcené BN||| = CP) a soucasné AM (v NBCP) ris. 5.
puli kolmo tsecku BC', pak BN ||| AM.

§ 9. Jestlize BN || AM, MAP L MAB a soucasné thel, ktery NBD svird s NBA Fig. 6.
(na té strané od MABN, kde je MAP), je < R, pak M AP a NBD se protinagi.

§ 10. Jestlize jak BN, tak CP jsou || = AM, pak také BN|| = CP. Fig. 7.

§ 11. Seskupeni A a wvSech dalsich bodu B takovych, ze BN ||| AM a soucasné
BN = AM, budeme nazyvat F; prunik F s libovolnou rovinou obsahujici AM
budeme nazyvat L.

Na kazdé piimce, kterd je |||AM, ma F bod, a to jediny; a je jasné, ze £ déli
AM na dvé shodné ¢ésti; budeme AM nazyvat osou L; a je také jasné, ze v kazdé
roviné obsahujici AM ose AM odpovida jediny £. Proto kazdy £ budeme nazjvat
L s osou AM (mysleno v odpovidajici roving). Je jasné, ze otd¢enim £ okolo AM
se opiSe F, pro niz AM nazyvéme osou, jinymi slovy, F osou AM urcend.

§ 12. Jestlize B lezi kdekoli na L s osou AM a BN|| = AM (§ 11.), pak L s osu
AM a L s osou BN jsou totoZné.

§ 13. Jestlize BN ||| AM, CP||DQ a BAM+ABN = 2R, pak také DCP+CDQ = Fig. 8.
2R.

§ 14. Jestlize BN || AM, CP||DQ a BAM+ABN < 2R, pak také DCP+CDQ <
2R.

8§ 15. Vzhledem k §§ 13. a 14., geometricky systém postaveny na domnénce pravdi-
vosti XI. Fukleidova axiomu nazjvdme €; na domnénce opacéné pak S. Ve, o cem
nent vyslovné zminéno, zda patii do € ¢i do G, je konstatovdano absolutné, tzn. je
pravdivé jak v € tak v S.

ot

§ 16. V €: jestlize AM je osou libovolného L, pak je L primka 1L AM. Fig.

V &: Zddné tri body A, B,C na L ani na F neleZi na jedné primce.
8 17. Rovnéz v G: L je kivka a F plocha. Fig. 7.

8§ 18. V &: libovolnd rovina, kterd prochdzi bodem A na F sikmo k ose AM, sece Fig. 7.
F v kruznici.

§ 19. V &: kolmice BT k ose BN krivky L (leZici v roviné krivky L) je teénd k L. Fie. 5.

§ 20. Kazdé dva body na F urcuji krivku £ (§8§ 11. a 18.); a soucasné (protoze,
podle §§ 16. a 19., £ je kolma ke vSem svym osdm) kaZdy thel mezi L-kiivkami na
F je roven uhlu mezi rovinamai prochdzejicimi jeho stranami kolmo k F.

§ 21. Dvé L-kiivky AP, BD ve stejném F, tvorice s treti L-kiikou AB soucet Fie. 6.
vnitinich hli < 2R, se vzdjemné protinaji (pod AP na F rozumime £ jdouci
body A a P, pod AP tu jejf ¢ast, kterd vychézi z A a obsahuje P).

[ ...odkaz zejména na § 9. ]
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Odtud je patrno, ze Eukleiduv XI. axiom a vse, co se tvrd{ v (rovinné) trigono-
metrii, plati absolutné na F, nahradime-li ptimky L-kiivkami. ..

§ 22. Jestlize AB je L s osou AM a C lezi na AM a thel CAB (tvoTeny primkou
AM a L-krivkou AB) je prendSen nejprve po AB, poté po BA, vidy do nekonecna,
pak dréha CD bodu C tvori L-kFivku s osou CM.

§ 23. Jestlize L-kiivky CDF || ABE (§ 22.) a AB = BE a soucasné AM, BN, EP
jsou osy, pak o¢ividné CD = DF......

AB:CD=AE:CF
a AB : CD nezdvisi na AB a je zcela uréen AC. Tento pomeér, totiz AB : CD,
budeme znagéit velkym pismenem (napt. X) a vzddlenost AC odpovidajicim malym
pismenem (tj. ).

§ 24. Pro jakékoli x a y plati Y = X= (§ 23.).

8§ 25. V kazdém primocarém trojuhelniku jsou obvody kruhi s poloméry rovnymi
jeho stranam ve stejném poméru jako siny protilehlych whli.
[ ...odkaz zejména na § 18. ]

8§ 26. V kazdém sférickém trojuhelniku jsou siny stran ve stejném poméru jako siny
protilehlych whl.

Odtud plyne, Ze sférickd trigonometrie je nezdvisld na XI. axiomu.

8§ 27. Jestlize AC, BD jsou 1. AB a CAB je prendSen podél AB (drdhu bodu C
oznac¢ime CD), pak
CD: AB =sinu : sinv.
[ ...odkaz zejména na § 25. ]

§ 28. Jestlize BN = |||AM a C lezi na AM a AC = x, pak (§ 23.)
X =sinu :sinw.

[...odkaz zejména na § 27. ]

§ 29. V &: jestlize BAM = R, AB=y a BN ||| AM, pak
Y = cot %u

[ ...odkaz zejména na §§ 24. a 28. ]

§ 30. [ ta konstanta. .. ]

§ 31. [ trigonometrie v pravouihlém trojihelniku v & |

§ 32. [ dvahy diferencidlné—geometrické I.-VII. ]

§ 33. [ diskuze € vs. & ]
§ 34. Bodem D se sestroji DM ||| AM ndsledujicim zpusobem.

§ 35. V &: primka kolmd k jednomu rameni ostrého ihlu a ||| k druhému se sestroji
nasledujicim zpusobem.

Fig.

Fig.

Fig.

Fig.

Fig.

Fig.

Fig.

Fig.
Fig.
Fig.
Fig.

Fig.
Fig.

Fig.

Fig.

9.

9.

10.

11.

12.

13.

14.

13.

16.

17.

14.
12.

12.

18.



§ 36. [ prusecnice rovin |

§ 37. Na AM || BN se nachdzi takovij A, se AM = BN.

NEEUKLEIDOVSKE GEOMETRIE

§ 38. [ sestroj = tak, aby X =2 ]

§ 39. [ obsah trojuhelniku vs. soucet vnitinich thlu ]

8§ 40. Stejné trojuhelniky ABC, DEF s jednou spoleénou stranou magji stejné soucty

vnatrnich whli.

§ 41. Stejné trojuhelniky ABC, DEF maji stejné soucty vnitinich uhli.

21

8§ 42. Jestlize doplnék souctu vnitrnich dhle v trojihelniku ABC do 2R je wu,

a v trojuhelniku DEF je t

§ 43. [ kvadratura kruhu |

o v, pak
ANABC : ADEF =u : v.

Fig.

Fig.

Fig.

Fig.

Fig.

Fig.

Fig.
Fig.
Fig.
Fig.

10.

14.

19.

20.

21.

.22,

15.
14.

15.
23.
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[Eu]
[Bo]
[Lo]

[Ha
[Gr]

[Bon]

[Ka]
[No]
(H]]
[Ku]
[Pa]
[HC-V]
[Th]
[CFKP]

[Vi]
[Be]
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REJSTRIK

E3, viz prostor eukleidovsky

E2:1, viz prostor Minkowského

II, viz funkce Lobacevského

* B3

sinh, cosh, @

.6 [

k, viz konstanta k

thel soubéznosti, viz funkce Lobacevského

délka horocyklu, @ @
defekt, 2] [6]

ekvidistanta,
elipticka rovina, El

funkce Lobacevského, m

horocyklus, [B]
horosféra,

konstanta k, |§I, @

kosinova véta,

model hyperboloidovy,
model Kleintuv,

model Poincarého, E
model polorovinovy,
model polosféricky, E

paty postulat,

pravy uhel, |2|

prostor eukleidovsky,
prostor homogenni, [16]
prostor Minkowského,
prvni kolmice, [4]
Pythagorova véta, [7]

rovnobézky,
sféra imagindrni, [T0]
sféra Kleinova,

sféra Riemannova, [T4]
soubézky a rozbézky,

trocka, viz horocyklus

zobecnéné svazky a kruznice,
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