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Úvod

Prvńı otázka zńı: Co je eukleidovská geometrie? Odtud pak v́ıme, co neńı euklei-
dovská geometrie a upřesńıme, co mysĺıme neeukleidovskou geometríı: je to geome-
trie postavená na stejných axiomech jako eukleidovská, pouze je nějak modifikován
požadavek rovnoběžnosti. V každém př́ıpadě nadále porovnáváme vzdálenosti bod̊u
a velikosti úhl̊u (přesněji mluv́ıme o shodnostech, př́ıp. grupě shodnost́ı). . .

Je zaj́ımavé, že Eukleid̊uv axiomatický systém vylučuje možnost ,,žádná rov-
noběžka“, viz 1. (Ještě zaj́ımavěǰśı je stopovat d̊uvody tohoto pozorováńı.) Mo-
difikaćı požadavku rovnoběžnosti v tomto rámci dostáváme právě hyperbolickou
geometrii, jak je to představeno v kapitole 2. Eliptická geometrie je studována
o dost méně zevrubně v 3, nicméně postřehy z této kapitoly jsou nepostradatelné
při popisu prvńıho modelu hyperbolické roviny, viz 4.

Nejpozději na tomto mı́stě si rozmýšĺıme vztahy mezi r̊uznými geometriemi: eu-
kleidovská, pseudo-eukleidovská (Minkowského), ne-eukleidovská (eliptická, hyper-
bolická), afinńı, projektivńı, atp. Zmiňujeme Kleinovo pojet́ı geometrie, vyhĺıž́ıme
pojet́ı Riemannovo a daľśı zobecněńı. . .

Přednáška je strukturována chronologicky, zejména se snaž́ıme o pochopeńı ori-
ginálńıho pojet́ı pr̊ukopńık̊u a následně konfrontujeme s moderńımi interpreta-
cemi. V tomto duchu je mimořádně zaj́ımavé sledovat, jak Bolyai, Lobačevský,
resp. Gauss studovali metrické úlohy v hyperbolické rovině, viz např. ústředńı
vztah pro úhel souběžnosti v 2.5. Alternativńı zd̊uvodňováńı ve vhodných modelech
zmiňujeme v 5.

Aspoň v prvńı části kurzu často odkazujeme na klasické práce [Eu, Bo, Lo],
resp. jejich vhodné moderńı interpretace [A, Ha, Gr]. Všechny zásadńı př́ıspěvky
k tématu jsou shromážděny v [No], celkem vyčerpávaj́ıćım zdrojem je též [Ka].
Přehledný a relativně stručný materiál s mnoha méně známými fakty souvisej́ıćımi
s vývojem neeukleidovské geometrie lze nalézt v [Bon]. Pro modely hyperbolické
roviny a jejich izomorfismy, viz např. [CFKP].

Date: 4. dubna 2011, V. Žádńık.
Warning: text se pr̊uběžně vyv́ıj́ı a upravuje, při čteńı bud’te obezřetńı.
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Prvńı dvě a část třet́ı kapitoly představuj́ı jakýsi elementárńı př́ıstup a nevyžaduj́ı
žádné specifické předběžné znalosti. Ve zbylém textu potřebujeme trochu lineárńı
algebry a integrálńıho počtu. Základy projektivńı geometrie kuželoseček a kvadrik
jsou užitečné. . .

1. Základy eukleidovské geometrie

1.1. Eukleidovy Základy.

— některé definice, zejména definice pravého úhlu a rovnoběžnosti:

D10 když př́ımka na př́ımce postavená tvoř́ı vedleǰśı úhly sobě rovné, každý
z těchto rovných úhl̊u se zove pravým a znač́ı R, . . . pravý úhel

D23 rovnoběžky jsou př́ımky, které jsouce v téže rovině a do nekonečna na obě rovnoběžky

strany prodlouženy, nesetkaj́ı se v žádném směru.

— postuláty1

(I) aby každé dva body šlo spojit př́ımkou,
(II) aby každou př́ımku šlo neomezeně prodloužit na obě strany,

(III) aby z každého bodu pro každý poloměr šla sestrojit kružnice...,
(IV) aby všechny pravé úhly byly stejné,
(V) aby, když př́ımka prot́ınaj́ıćı dvě jiné př́ımky tvoř́ı vnitřńı úhly na jedné pátý postulát

straně menš́ı než dva pravé, pak tyto dvě př́ımky jsouce prodlouženy do
nekonečna setkaly se na té straně, kde jsou úhly menš́ı dvou pravých.

— axiomy vyslovené a nevyslovené. . .

— standardńı model eukleidovského prostoru: E3 = afinńı prostor R3 se stan-
dardńım skalárńım součinem

1.2. Pátý postulát a jeho ekvivalentńı podoby.

— (V) je ekvivalentńı s následuj́ıćım tvrzeńım, kterým je (V) nejčastěji nahrazován:

• každým bodem ke každé př́ımce jde právě jedna rovnoběžka.

DŮLEŽITÝ POSTŘEH: Bez (V) lze každým bodem ke každé př́ımce sestrojit POSTŘEH

nějakou rovnoběžku, viz [Eu, kniha I, tvr. 31]. (V) je potřeba pouze k d̊ukazu
jednoznačnosti takové rovnoběžky!!!!

— (V) je ekvivalentńı s tvrzeńımi:

• součet vnitřńıch úhl̊u libovolného trojúhelńıka je roven 2R (dvěma pravým),
◦ součet vnitřńıch úhl̊u jednoho trojúhelńıka je roven 2R,
• součet vnitřńıch úhl̊u je v každém trojúhelńıku konstantńı,
• existuj́ı podobné trojúhelńıky, které nejsou shodné,
• pro každý bod uvnitř lib. nepř́ımého úhlu existuje př́ımka, která t́ımto bodem

procháźı a prot́ıná obě ramena daného úhlu.

Druhé tvrzeńı jsme nedokazovali, pouze citovali jako druhou Legendrovu–Saccheriho
větu. Při této př́ıležitosti jsme taky definovali defekt trojúhelńıka a obecněji n- defekt

úhelńıku jako rozd́ıl
(n− 2)π − součet vnitřńıch úhl̊u,

kde π je velikost př́ımého úhlu 2R. (Chceme-li být přesńı, rozlǐsujeme mezi úhly,
jejich shodnostmi a velikostmi; podobně pro úsečky.) Jeden směr každé ekvivalence
je ve všech př́ıpadech bud’ triviálńı nebo je řešen Eukleidem v některém z prvńıch
tvrzeńı Základ̊u. Opačný směr většinou vyžaduje nějaký rafinovaný nápad. Např.
u předposledńıho tvrzeńı by předpoklad podobných neshodných trojúhelńık̊u zna-
menal existenci čtyřúhelńıka a odtud i trojúhelńıka s nulovým defektem. Tento závěr

1V r̊uzných edićıch jsou axiomy/postuláty č́ıslovány r̊uzně, my zpravidla odkazujeme na vydáńı
odvozená z překladu T. Heatha. Ve starš́ıch vydáńıch je tento požadavek zmiňován jako XI. axiom,
viz př́ılohu 6.
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je založen na pozorováńı, které jsme formulovali jako prvńı Legendrovu–Saccheriho
větu, a jehož d̊ukaz nezáviśı na (V):

• Součet vnitřńıch úhl̊u libovolného trojúhelńıka je menš́ı nebo roven 2R,

tj. defekt ≥ 0. Posledńı tvrzeńı ze seznamu se objevuje jako skrytý předpoklad
v Legendrově d̊ukazu, že defekt trojúhelńıka nikdy neńı kladný. . .

— Uvažujeme-li eukleidovskou geometrii formálně jako všechny d̊usledky nějaké
sady axiomů a hyperbolickou geometrii jako všechny d̊usledky stejné sady axiomů
s t́ım, že (V) je nahrazen jeho negaćı, pak dostáváme následuj́ıćı jednoduchý a užitečný
princip:

• Jestlǐze nějaké tvrzeńı plat́ı v eukleidovské geometrii a jeho negace plat́ı
v hyperbolické geometrii, pak toto tvrzeńı je ekvivalentńı s (V).

Uvědomte si, že vzhledem k d̊uležitému postřehu na str. 2, negace (V) spolu s ostatńı- POZOR

mi Eukleidovými axiomy znamená: ,,existuje bod a př́ımka tak, že t́ımto bodem
jdou aspoň dvě r̊uzné př́ımky rovnoběžné s tou př́ımkou!!“ Kromě již dokázaných
tvrzeńı, lze d́ıky tomuto principu docela jednoduše charakterizovat daľśı tvrzeńı
ekvivalentńı s (V), např.:

◦ Pythagorova věta (viz (17), str. 7),
◦ existuje trojúhelńık s libovolně velkým obsahem (viz 2.4, str. 6),
◦ každému trojúhelńıku jde opsat kružnice (viz 2.2, str. 5),
◦ množina bod̊u, které lež́ı v jedné polorovině a maj́ı stejnou vzdálenost od

dané př́ımky, je př́ımka (viz 2.2, str. 5)
◦ a daľśı.

1.3. Shrnut́ı. Nezávisle na (V) jsou v Eukleidových Základech dokázána všechna
tvrzeńı 1–28 v prvńı knize a samozřejmě řada daľśıch. Tahle tvrzeńı budou platit
i v hyperbolické geometrii a patř́ı mezi ně např.:

◦ T4 = věta SUS,
◦ T5 = v rovnoramenném trojúhelńıku úhly při základně jsou shodné,
◦ T8 = věta SSS,
◦ T12 = sestroj kolmici k př́ımce z bodu, který na ńı nelež́ı,
• T16 = věta o vněǰśım úhlu,
◦ T17–20 = známé nerovnosti v trojúhelńıku,
◦ T26 = věta USU,
• T27 = věta o stř́ıdavých úhlech

a zejména již zmiňované

• T31 = konstrukce rovnoběžky. . . ..

Z všelijakých závislost́ı připomı́nám, že T31 záviselo zejména na T27 a T27 pouze
na T16. Toto je cesta k pochopeńı neexistence rovnoběžných př́ımek v eliptické
geometrii, doporučuji dorozmyslet podrobnosti. . . cvičeńı

Naopak, řada daľśıch tvrzeńı je př́ımo závislá na (V), tedy nebudou platná
v hyperbolické geometrii, např.:

• T29 = př́ımka prot́ınaj́ıćı dvě rovnoběžné př́ımky. . . . . . ,
• T32 = vněǰśı úhel trojúhelńıka je roven součtu protěǰśıch vnitřńıch a součet

vnitřńıch úhl̊u trojúhelńıka je roven dvěma pravým,
◦ T47 = Pythagorova věta.

Dále samozřejmě nebude platit, žádné z předchoźıch tvrzeńı, u něhož jsme od-
halili ekvivalenci s (V). Takto napřed můžeme např. tvrdit, že v hyperbolické geo-
metrii:

• budou existovat př́ımky, které maj́ı v́ıc rovnoběžek,
• všechny trojúhelńıky budou mı́t kladný a nekonstantńı defekt,
• nebudou existovat podobné neshodné trojúhelńıky (tj. jakási UUU věta)
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• a pod.

2. Základy hyperbolické geometrie

2.1. Úvodńı pozorováńı. Základńı vstup do této kapitoly, tj. do studia hyper-
bolické geometrie, je tvrzeńı, které dostáváme negaćı (V) spolu s ostatńımi Euklei-
dovými axiomy a jež jsme tak pečlivě diskutovali výše:

• Existuje bod a př́ımka tak, že t́ımto bodem jdou aspoň dvě r̊uzné rovnoběžky
k té př́ımce.

Odtud pak docela snadno odvozujeme, že:

• každým bodem ke každé př́ımce jdou aspoň dvě r̊uzné rovnoběžky,
• každým bodem ke každé př́ımce jde nekonečně moc r̊uzných rovnoběžek.

— Připomı́náme, že, podle definice, př́ımky jsou rovnoběžné, když lež́ı ve společné
rovině a neprot́ınaj́ı se. Nyńı pozorujeme, jak jsou všechny př́ımky procházej́ıćı
daným bodem v hyperbolické rovině rozděleny na př́ımky r̊uznoběžné a rovnoběžné
s nějakou danou př́ımkou. Vid́ıme dvě hraničńı př́ımky, které jsou nutně rovnoběžky
a těm budeme ř́ıkat souběžky , ostatńı rovnoběžky budeme jmenovat rozběžkami. souběžky a rozběžky

Vzhledem ke vstupńım objekt̊um bychom správně měli ř́ıkat, že ,,př́ımka je souběžná
k př́ımce p z bodu B v tom/onom směru“. Vzhledem k následuj́ıćım elementárńım,
ale ne vždy úplně triviálńım, fakt̊um se vyjadřováńı poněkud usnadńı, sr. [Bo, §6]:

◦ je-li q souběžka k př́ımce p z bodu B a C je lib. bod na q, pak q je taky
souběžka k př́ımce p z bodu C (ř́ıkáme ,,q je souběžná k p“),

◦ je-li q souběžná k p, pak je p souběžná ke q (ř́ıkáme ,,p a q jsou souběžné“).

Následuje očekávaná tranzitivnost souběžnosti, jak ji známe pro rovnoběžky v eu-
kleidovské rovině, sr. [Bo, §7]. Nic podobného samozřejmě neplat́ı pro rozběžky!

◦ Jsou-li dvojice př́ımek p, q a q, r souběžné (v tomtéž směru!), pak i p a r
jsou souběžné.

— Podobnými úvahami, jako před definićı souběžnosti, dostáváme:

• pro každé dvě r̊uznoběžné polopř́ımky (sv́ıraj́ıćı ostrý úhel) existuje jediná
př́ımka, která je kolmá k jedné a souběžná s druhou polopř́ımkou, prvńı kolmice

• pro každé dvě r̊uznoběžné polopř́ımky existuje jediná př́ımka souběžná s oběma
polopř́ımkami.

Druhé tvrzeńı mimo jiné ukazuje, že nevlastńı body hyperbolické roviny netvoř́ı
př́ımku, jak jsme zvykĺı ř́ıkat v eukleidovské rovině; v daľśım textu lze vystopo-
vat, co je to za křivku. . . Předchoźı dvě tvrzeńı zřejmě plat́ı, když nahrad́ıme cvičeńı

r̊uznoběžné polopř́ımky souběžkami a nějakou analogii bychom snadno zformulovali
i pro rozběžky. Mı́sto toho raději uvád́ıme následuj́ıćı charakterizaci rozběžnosti:

• př́ımky jsou rozběžné právě když maj́ı společnou kolmici, tato kolmice je pak
nutně jediná.

— Diskuze o ,,vzdálenostech“ mezi dvojicemi př́ımek r̊uzného typu stručně:

◦ vzdálenost mezi souběžkami monotonně klesá k nule ve směru souběžnosti
a monotonně neomezeně roste proti směru souběžnosti,

◦ podobně pro r̊uznoběžky: vzdálenost monotonně a neomezeně roste na obě
strany od společného bodu,

◦ podobně pro rozběžky: vzdálenost monotonně a neomezeně roste na obě
strany od společné kolmice.

— Na závěr jedna zásadńı definice: Pro př́ımku a bod definujeme úhel souběžnosti úhel souběžnosti

jako úhel, který sv́ırá libovolná souběžka s kolmićı z bodu na danou př́ımku. Následuj́ıćı
fakta by se měla dokázat:



NEEUKLEIDOVSKÉ GEOMETRIE 5

◦ úhel souběžnosti neńı konstantńı a záviśı pouze na vzdálenosti x bodu od
př́ımky; ṕı̌seme α = Π(x) a ze symetrických d̊uvod̊u definujeme Π(−x) =
π −Π(x).

◦ funkce Π je nyńı definovaná pro všechna x ∈ R, je klesaj́ıćı, Π(0) = π
2 ,

lim
x→−∞

Π(x) = π a lim
x→∞

Π(x) = 0.

— POZNÁMKY: Funkci Π budeme jmenovat funkćı Lobačevského. Podoba funkce
Π má zásadńı význam pro všechny metrické vztahy v hyperbolické geometrii (viz
2.6), představ́ıme ji v odstavci 2.5.

Konstrukce souběžky (úhlu souběžnosti) a prvńı kolmice jsou navzájem inverzńı.
Geometrická konstrukce obou je popsána v [Bo, §§34,35].

2.2. Zobecněné svazky př́ımek, kružnice, sféry.

— klasický pojem svazku př́ımek, zobecněńı v eukleidovském prostoru; zobecněńı
v hyperbolickém prostoru ; obyčsvazek = svazek r̊uznoběžných př́ımek, horosvazek zobecněné svazky

= svazek souběžných př́ımek, hyposvazek = svazek př́ımek kolmých ke společné
př́ımce.

• Osy stran libovolného trojúhelńıka patř́ı do některého zobecněného svazku.

— pojem kružnice, alternativńı definice, zobecněńı ; obyčcykl = obyčejná kružnice, zobecněné cykly

horocykl = mezńı kružnice, hypocykl = zámezńı kružnice.
Př́ımo z definice (a předchoźıho) máme:

• existuj́ı trojúhelńıky, kterým nejde opsat kružnice,
• dvě zobecněné kružnice ze stejného svazku maj́ı konstantńı vzdálenost,
• každá zobecněná kružnice je kolmá ke všem př́ımkám odpov́ıdaj́ıćıho svazku,

Odtud zejména:

• skoro žádná zobecněná kružnice neńı př́ımka!

Jediné zobecněné kružnice, které jsou př́ımkami, jsou společné kolmice v hypo-
svazćıch; v tomto př́ıpadě jsou hypocykly odpov́ıdaj́ıho hyposvazku právě ekvi-
distanty dané společné kolmice. . . Je-li ekvidistantou dané př́ımky př́ımka, pak
plat́ı (V), sr. 1.2, str. 3.

— Podobná pozorováńı v prostoru ; sféra, horosféra, hyposféra, sr. s Bolyaiovými zobecněné sféry

absolutńımi definicemi L a F , [Bo, §11]. . .

— Už tady lze dokázat následuj́ıćı podstatná tvrzeńı:

• všechny horosféry jsou shodné (sféry a hyposféry nikoli),
• na horosféře je indukovaná rovinná eukleidovská geometrie

(na sféře sférická, na hyposféře hyperbolická).

ZÁSADNÍ POSTŘEH: Některá tvrzeńı jsou napsána tlustě, protože je skutečně POSTŘEH

d̊uležitá! Tato skutečnost byla pozorována jak Lobačevským, tak Bolyaiem a euk-
leidovská geometrie na horosféře má zásadńı význam při odvozováńı skoro všech me-
trických závislost́ı v daľśım textu; prvńı ukázka viz 2.3. Tvrzeńı se často formuluje
jako ,,horosféra je modelem eukleidovské rovinné geometrie“. K d̊ukazu potřebujeme
diskutovat zejména (V) nebo nějakou jeho ekvivalentńı podobu s t́ım, že roli bod̊u
hraj́ı body horosféry a roli př́ımek hraj́ı horocykly. Uvědomı́me-li si, že každý ho-
rocykl je pr̊unikem horosféry a roviny obsahuj́ıćı nevlastńı střed odpov́ıdaj́ıćıho
horosvazku, lze docela snadno ukázat, že ke každému horocyklu každým bodem
(na každé horosféře) vede jediná ,,rovnoběžka“. . . , sr. s [Bo, §21]. Jiný argument je
představen na konci 2.4, str. 7.
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2.3. Délka horocyklu.

— Ozn. s′ a s délky dvou r̊uzných horocykl̊u vymezené dvěma souběžkami od-
pov́ıdaj́ıćıho horosvazku a ozn. d vzdálenost těchto horocykl̊u. Pak

(1) • s′ = s e
d
k

pro nějakou kladnou reálnou konstantu k, sr. s [Bo, §24]. konstanta k

— Prvńı typická aplikace zásadńıho postřehu z minulého odstavce je následuj́ıćı POZOR

konstrukce, která řeš́ı závislost délky s horocyklu na délce t odpov́ıdaj́ıćı tětivy:

+ nakresli pravoúhlý trojúhelńık AB∞C s nevlastńım vrcholem B∞ a pravým
úhlem u C,

+ ozn. t = |AC|, potom ∠A = Π(t),
+ sestroj kolmici k k rovině AB∞C z vrcholu A,
+ doplň souběžky ke k z vrchol̊u B∞ a C,
+ nakresli horosféru určenou t́ımto horosvazkem a C,
+ na ńı horosférický trojúhelńık A′B′C: ∠C = R a ∠A′ = ∠A = Π(t),
+ ozn. délku horocyklu (odp. tětivě t) |A′C| = s a délku |B′C| = κ,
+ konečně, eukleidovská geometrie na horosféře dává: délka horocyklu

(2) • s = κ cot Π(t),

kde Π je Lobačevského funkce.

— Úplně analogicky lze odvodit vzorec závisej́ıćı na délce t′ odpov́ıdaj́ıćı tečny:

(3) ◦ s = κ cos Π(t′).

— POZNÁMKY: Ve vzorečku (1) se poprvé objevuje jistá neurčitá konstanta
ozn. k. Podobnou věc potkáme ještě několikrát, vždy budeme použ́ıvat stejný sym-
bol a až v odstavci 5.2 dokážeme, že toto naše rozhodnut́ı je správné, tj. že se jedná
pořád o stejnou konstantu. Ve skutečnosti k představuje jakýsi ,,poloměr křivosti“
hyperbolické roviny, viz též postřeh na str. 9. . .

Veličina κ v posledńıch dvou vzorćıch odpov́ıdá délce jistého speciálńıho horo-
cyklu, viz obr. Na str. 13 ukážeme, že

(4) ◦ κ = k,

takže celkem źıskáme jakousi názornou interpretaci charakteristické konstanty k. . . Dı́ky
tomuto faktu a vztah̊um (11) budeme formule (2) a (3) použ́ıvat ve tvaru:

• s = k sinh
t

k
,(5)

• s = k tanh
t′

k
.(6)

2.4. Obsah mnohoúhelńıka.

— Elementárně a docela pracně lze odvodit, že pro libovolné dva trojúhelńıky
(mnohoúhelńıky) je poměr jejich obsah̊u a poměr defekt̊u stejný, tj.

(7) ◦ S = konst ·δ
pro nějakou kladnou reálnou konstantu, sr. s [Bo, §42].

— Pokud je to pravda, pak zřejmě

• neexistuj́ı trojúhelńıky s libovolně velkým obsahem (sr. 1.2, str. 3)

— S předpokladem, že obsah trojúhelńıka s max. defektem, tj. se všemi vrcholy ne-
vlastńımi, je konečný (ozn. τ), jsme na přednášce představili ideu Gaussova d̊ukazu,
že

(8) • S =
τ

π
·δ.
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Ve skutečnosti plat́ı τ = k2π, viz 5.2.3, str. 14, takže předchoźı formuli se budeme
učit jako

(9) ◦ S = k2δ.

POSTŘEH: Podobný vztah plat́ı i na sféře, viz 5.5 nebo taky postřeh na str. 9: POSTŘEH

◦ S = −r2δ,

kde r je poloměr sféry a znamı́nko mı́nus proto, že δ < 0.
Odtud lze jednoduše ukázat, že defekt mezńıho trojúhelńıka na mezńı sféře (ho-

rosféře) je nulový, což je slibovaný alternativńı d̊ukaz zásadńıho pozorováńı v 2.2. . .

2.5. Úhel souběžnosti.

— Popularizace Lobačevského a Bolyaiova fascinuj́ıćıho d̊ukazu, konč́ıćıho slovy:

(10) • tan
1

2
Π(x) = e−

x
k

pro nějakou konstantu k, sr. se zápisem v [Bo, §29]. Detaily časem v 5.7 a 6. . .

— k je stejné jako v (1), viz 5.2.2

— (10) je ekvivalentńı s:

• cos Π(x) = tanh
x

k
,

• sin Π(x) =
1

cosh x
k

,(11)

• tan Π(x) =
1

sinh x
k

.

2.6. Trigonometrie.

— pravoúhlý trojúhelńık ABC (pravý úhel u C), kolmice k k rovině trojúhelńıka
z vrcholu A, horosféra určená k + B, souběžky s k z vrchol̊u B a C, pravoúhlý (!)
trojúhelńıkA′BC ′ na horosféře + eukleidovská geometrie na horosféře + formule (5)
pro délku horocyklu ; vzorec pro sinα v pravoúhlém hyperbolickém trojúhelńıku,
sr. s [Bo, §31]:

(12) • sinα cot Π(c) = cot Π(a)

nebo ekvivalentně vzhledem k (11):

(13) • sinα sinh
c

k
= sinh

a

k
.

— Podobně lze odvodit taky zbylé vztahy:

◦ cosα cos Π(c) = cos Π(b),(14)

◦ tanα cot Π(b) = cos Π(a).

— Dále např.: cvičeńı

◦ sinα = sin Π(b) cosβ,(15)

◦ tanα tanβ = sin Π(c).(16)

— Z předchoźıch vztah̊u dostáváme velice př́ımo a snadno hypebolickou verzi
Pythagorovy věty, tj. vztah, který porovnává jenom délky stran v pravoúhlém
trojúhelńıku:

(17) • sin Π(c) = sin Π(a) sin Π(b) Pythagorova věta

nebo ekvivalentně

(18) • cosh
c

k
= cosh

a

k
cosh

b

k
.
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— Odtud lze podobnými úvahami jako v eukleidovské rovině odvodit ještě sinovou
a kosinovou větu; zde je ta kosinová:

(19) ◦ sin Π(a) = sin Π(b) sin Π(c) + cos Π(b) cos Π(c) sin Π(a) cosα kosinová věta

nebo ekvivalentně:

(20) ◦ cosh
a

k
= cosh

b

k
cosh

c

k
− sinh

b

k
sinh

c

k
cosα.

— POSTŘEH: Ve všech odvozených vzorćıch vystupuj́ı jenom analytické funkce POSTŘEH

a dosazeńım k → ∞ nebo x
k → 0 do př́ıslušných nekonečných řad pozorujeme,

že v každém jednotlivém př́ıpadě dostáváme odpov́ıdaj́ıćı eukleidovské vzorečky
nebo triviálńı rovnosti (jako např. pro (15),(16)). Jinými slovy, pro hodně velké cvičeńı

k nebo na hodně malé (vzhledem ke k) části hyperbolického prostoru pozorujeme
eukleidovskou geometrii!

3. Sférická a eliptická geometrie

Sférická geometrie je geometrie na sféře a sférická geometrie neńı totéž co elip-
tická. . . Než začneme poč́ıtat, uvědomme si, že to, čemu ř́ıkáme geometrie na sféře

(21) S2 = {x2 + y2 + z2 = r2} ⊂ E3,

je právě geometrie indukovaná z okolńıho eukleidovského prostoru, podobně jako
geometrie na horosféře byla indukovaná z okolńıho hyperbolického prostoru. K po-
pisu vlastńı geometrie na sféře lze zaujmout r̊uzný postoj, což je poměrně detailně
představeno v 5.3. Prozat́ım lze zmiňovaný odstavec přeskočit, ale jeho částečné
pochopeńı bude nutné pro většinu konstrukćı v 4.

3.1. Trigonometrie na sféře.

— Úplně analogicky k odvozováńı v 2.6 můžeme dokázat v pravoúhlém trojúhelńıku
na sféře s poloměrem r, že

◦ sinα sin
c

r
= sin

a

r
,(22)

• cosα tan
c

r
= tan

a

r
(23)

a podobně až k Pythagorově a kosinové větě. . . Podstatným vstupem v těchto
úvahách je samozřejmě závislost délky s oblouku kružnice na délce t tětivy (sečny),
př́ıp. na délce t′ tečny:

• t = r sin
s

r
,(24)

• t′ = r tan
s

r
.(25)

— Protože se na sféře v eukleidovském prostoru ćıt́ıme o něco jistěji než na horosféře
v hyperbolickém prostoru (také d́ıky pov́ıdáńı v 5.3), dokážeme odvodit kosinovu
větu rovnou př́ımo:

+ obecný sférický trojúhelńık ABC, vrchol̊um odp. vektory ozn. x, y, z,
+ α = ∠A = ∠(y′, z′), kde y′ a z′ jsou kolmé projekce y a z do x⊥ = TAS

2,
tj.

• y′ = y − (x, y)

r2
x, z′ = z − (x, z)

r2
x

+ plat́ı

• cosα =
(y′, z′)√

(y′, y′)
√

(z′, z′)
,
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+ dosad’ za y′ a z′ a uprav výraz ;

(26) ◦ cos
a

r
= cos

b

r
cos

c

r
+ sin

b

r
sin

c

r
cosα.

— ZAJÍMAVÝ POSTŘEH: Všechny odpov́ıdaj́ıćı vzorečky v hyperbolické rovině POSTŘEH

a na sféře vypadaj́ı podezřele podobně! Ve skutečnosti stač́ı do jedněch dosadit
k = ir a dostaneme druhé nebo opačně pro r = −ik. (Plyne z definic hyperbolických cvičeńı

sin̊u a kosin̊u, viz 5.1.) Tuto skutečnost zmiňuje sám Lobačevský jako zřejmou
a podporuj́ıćı přesvědčeńı o bezespornosti jeho geometrie. . . Nás tohle pozorováńı
přivede k prvńımu modelu hyperbolické roviny, viz 4.1.

O sférické trigonometrii v rámci absolutńı geometrie pojednává taky [Bo, §26].

3.2. Eliptická geometrie.

— Sférická geometrie neńı eukleidovská a v duchu úplně úvodńıch úvah je to geo-
metrie eliptického typu, tj. ,,žádné rovnoběžky“. Eliptickou geometríı se však ob-
vykle mysĺı následuj́ıćı modifikace sférické geometrie, která má za ćıl přibĺıžit se
v́ıce ostatńım Eukleidovým axiomům, tj. vyloučit vlastnosti typu ,,existuj́ı dvojice
bod̊u, které spojuje nekonečně mnoho př́ımek“, ,,každé dvě př́ımky se prot́ınaj́ı ve
dvou bodech“ a pod. Stejně jako pro sférickou geometrii, ani pro eliptickou geo-
metrii se nesnaž́ıme o žádný pořádný axiomatický popis, spokoj́ıme se s popisem
standardńıho modelu:

— Standardńı model eliptické geometrie vznikne ze sféry identifikaćı protilehlých eliptická rovina

bod̊u, ṕı̌seme E2 = S2/ ∼, kde ∼ je relace na S2 ,,být protilehlý“. Konkrétně, body
eliptické roviny jsou tř́ıdy tohoto rozkladu, tj. dvojice protilehlých bod̊u na S2, tj.
pr̊useč́ıky S2 s př́ımkami v E3 obs. počátek. Odtud E2 ztotožňujeme s projektivizaćı
R3, tj. s reálnou projektivńı rovinou, což ṕı̌seme E2 ∼= P2. (Př́ımky v E2 jsou zřejmě
právě projektivńı př́ımky.)

Metrika, tj. vlastńı geometrie na E2, je určená ,,stáhnut́ım“ metriky z S2 stejným
zp̊usobem, jak uvid́ıme ještě mnohokrát v 4. V Kleinově pojet́ı je geometrie eliptické
roviny určená grupou Isom(E2) ∼= SO(3), takže

(27) E2 ∼= SO(3)/O(2),

viz 5.3.3 pro nápovědu. . . cvičeńı

— Konstrukce eliptické roviny nám zaručuje, že

• každé dva body spojuje jediná př́ımka,
• každé dvě př́ımky se prot́ınaj́ı v jednom společném bodě.

Odtud zejména:

• v eliptické rovině nejsou žádné rovnoběžky.

Ačkoli nemáme metriku v E2 explicitně popsanou, vzhledem k jej́ımu p̊uvodu
můžeme jednoduše prohlásit, že cvičeńı

• všechny př́ımky v eliptické rovině maj́ı konečnou délku a to rπ,

kde r je poloměr sféry S2 ⊂ E3 neboli poloměr křivosti eliptické roviny E2 = S2/ ∼.
Tato vlastnost představuje typickou odlǐsnost od př́ımek v eukleidovské a hyper-
bolické rovině, které jsou nekonečně dlouhé (což je implicitně zahrnuto v (II)).
Ve skutečnosti, př́ımky v E2 jsou uzavřené a z daľśıch topologických zvláštnost́ı
eliptické roviny zmiňujeme:

• př́ımka nerozděluje E2 na dvě části,
◦ E2 neńı orientovatelná,
◦ E2 neńı jednoduše souvislá.
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4. Modely hyperbolické roviny

4.1. Prvńı model. Postřeh na str. 9 nás nutká vyslovit následuj́ıćı větu, prozat́ım
ještě v uvozovkách:

◦ ,,geometrie hyperbolické roviny je geometrie na sféře s imaginárńım po-
loměrem ik.“

Imaginárńı sféra

(28) {x2 + y2 + z2 = −k2} ⊂ E3 imaginárńı sféra

se zdá být naš́ım prvńım modelem hyperbolické roviny. Nevýhodou tohoto modelu
je, že nemá ani jeden reálný bod. Mı́sto, abychom analyzovali tento imaginárńı
model, vhodně jej transformujeme:

— Uvažujme transformaci x′ = x, y′ = y, z′ = iz. Tato transformace neńı shodnost
E3 a standardńı norma x2 + y2 + z2 se transformuje na indefinitńı x′2 + y′2 − z′2.
Vektorový prostor R3 s touto normou se nazývá Minkowského a budeme ho značit prostor Minkowského

E2,1. V tomto prostoru máme nenulové vektory s nulovou velikost́ı, např. (0, 1, 1),
a všechny takové vektory tvoř́ı kužel {x′2 + y′2 − z′2 = 0}. Vektory uvnitř toho
kužele, např. (0, 0, 1), maj́ı imaginárńı velikost, vektory vně pak reálnou, jak jsme
zvykĺı. . .

Obrazem imaginárńı sféry (28) vzhledem k uvažované transformaci je tedy kvad-
rika

(29) H2 = {x2 + y2 − z2 = −k2} ⊂ E2,1, hyperboloid H2

náš prvńı reálný (skoro)model hyperbolické roviny, viz obr. ,,Skoro“ ř́ıkáme proto,
že kvadrika H2 = H2

+ ∪H2
− neńı souvislá, takže by zde neplatil hned (I). . .

— Všimněme si, že v každém bodě hyperboloidu H2 je tečný prostor tvořen vektory
s nenulovými reálnými velikostmi, tj. metrika indukovaná na H2 z Minkowského
metriky v E2,1 je positivně definitńı! H2 je tedy Riemann̊uv prostor v duchu 5.3.1
a jako obvykle př́ımkami v modelu H2 mysĺıme geodetiky. Ale jak tady geodetiky
vypadaj́ı? Analogicky k myšlenkám v 5.3.2 postupně ukážeme:

• tečný prostor v každém bodě p ∈ H2 splývá s kolmým doplňkem p⊥,
• Isom(H2) ∼= O(2, 1) a H2 ∼= O(2, 1)/O(2),
• geodetika určená bodem p ∈ H2 a vektorem v ∈ p⊥ je právě (hlavńı) hyper-

bola H2 ∩ 〈p, v〉 (resp. jedna jej́ı větev),
◦ nav́ıc, pokud ||v|| = k, pak cosh t ·p+sinh t ·v je parametrizace této geodetiky

s konstantńı rychlost́ı k.

— Od hyperboloidu H2 ke skutečnému modelu hyperbolické roviny vede stejná
cesta jako v 3 od sférické k eliptické geometrii, totiž ztotožněńım protilehlých
bod̊u. Naš́ım prvńım modelem hyperbolické roviny tedy rozumı́me H2/ ∼, jež
ztotožňujeme s jednou z komponent hyperboloidu, řekněme s H2

+. Předchoźı závěry prvńı model H2
+

se nijak neměńı až na

• Isom(H2
+) ∼= O′(2, 1) a H2

+
∼= O′(2, 1)/O(2),

kde O′(2, 1) znač́ı podgrupu O(2, 1) zachovávaj́ıćı orientaci osy z, tj. každou kom-
ponentu hyperboloidu. Pozor, O′(2, 1) 6= SO(2, 1). cvičeńı

— d́ıky předchoźı charakterizaci geodetik umı́me zejména popsat všechny vzájemné
polohy ,,př́ımek“ v H2

+ podle typu pr̊usečnice odp. rovin: směr pr̊usečnice má veli-
kost imaginárńı ; r̊uznoběžky, nulovou ; souběžky, reálnou ; rozběžky

— d́ıky homogennosti H2
+ vedeme daľśı diskuzi pouze v okoĺı bodu (0, 0, k), nakonec

umı́me charakterizovat všechny zobecněné kružnice jako pr̊uniky H2
+ s vhodnými

rovinami: ,,kružnice“ = elipsy, ,,horocykly“ = paraboly, ,,hypocykly“ = hyperboly
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4.2. Klein̊uv model. Jiná (standardńı) realizace projektivizace z předchoźıho Klein̊uv disk K2

odstavce vede k daľśımu, tzv. Kleinovu modelu hyperbolické roviny: uvažujeme
projekci z počátku do roviny z = 1, obraz H2 znač́ıme K2.

— ,,body“ = body uvnitř kruhu x2 + y2 = 1 (hranice představuje body v ne-
konečnu),

— ,,př́ımky“ = sečny kruhu,

— ,,zobecněné kružnice“ = kružnice nebo elipsy (typ zobecněné kružnice je určen
počtem dotykových bod̊u s hraničńı kružnićı)

— metrika v K2 je stáhnutá metrika z hyperboloidu H2, ale než ji explicitně
poṕı̌seme, všimneme si, že:

• př́ımky p, q jsou kolmé právě když q procháźı pólem p (vzhledem k hraničńı
kuželosečce),
• body A,A′ jsou symetrické podle př́ımky p právě když (AA′PQ) = −1, kde
P = pól p a Q = p ∩AA′,
◦ vzdálenost bod̊u A,B = k

2 ln(ABUV ), kde U, V jsou pr̊useč́ıky AB s hraničńı
kuželosečkou.

— předchoźım a předpředpředchoźım tvrzeńım je metrika na K2 v podstatě úplně
určena. Explicitně jej́ı kvadratická forma vypadá takto:

(30) ◦ ds2 = k2 (1− y2)dx2 + 2xydxdy + (1− x2)dy2

(1− x2 − y2)2

a odvod́ı se takto:

+ poṕı̌se se bijekce K2 → H2
+, (x, y, 1) 7→ (x′, y′, z′):

(i) zřejmě (x′, y′, z′) = λ(x, y, 1) pro nějakou funkci λ = λ(x, y),
(ii) aby (x′, y′, z′) ∈ H2, muśı být λ = k√

1−x2−y2
,

+ spoč́ıtaj́ı se diferenciály dx′, dy′, dz′,
+ dosad́ı se do ds2 = dx′2 + dy′2 − dz′2
+ a po čase se uprav́ı na (30).

— POSTŘEH: kromě bod̊u na souřadných osách nejsou kolmé směry v tomto mo-
delu eukleidovsky kolmé, což koresponduje s pozorováńım s pólem výše. . .

4.3. Polosférický model. Vznikne z K2 kolmou projekćı na polosféru pod K2 polosféra S2
−

se společnou hranićı, znač́ıme S2
−.

— ,,body“ = body polosféry {x2 + y2 + z2 = 1, z < 0} ⊂ R3,

— ,,př́ımky“ = polokružnice kolmé k rovině xy (tedy k hraničńı kružnici!),

— ,,zobecněné kružnice“ = všemožné kružnice nebo jejich části (viz poznámky
v 4.4)

— POZNÁMKY: Metrika neńı indukovaná z okolńıho E3, ale zase přenesená z předchoźıho
modelu; v souřadnićıch (x, y) tedy už́ıváme (30).

Tomuto modelu nevěnujeme př́ılǐs pozornosti, poslouž́ı pouze jako cesta k ostatńım:
daľśı modely vznikaj́ı z S2

− vhodnými projekcemi do vhodných rovin, uvažte např.
středovou projekci z počátku do roviny z = −1. . . cvičeńı

4.4. Poincarého model. Vznikne z S2
− středovou projekćı ze severńıho pólu Poincarého disk D2

(0, 0, 1) zpět do roviny xy (stereografická projekce!), znač́ıme D2:

— ,,body“ = body uvnitř kruhu x2 + y2 = 1,

— ,,př́ımky“ = části kružnic kolmých k hranici,

— ,,zobecněné kružnice“ = části kružnic (viz poznámky ńıže)



12 JARO 2011

— podobně jako na konci 4.2 můžeme po nějakém poč́ıtáńı odvodit kvadratickou
formu metriky přetažené z předchoźıho modelu:

(31) ◦ ds2 =
4k2

(1− x2 − y2)2
(dx2 + dy2).

POSTŘEH: Metrika v D2 je konformńı se standardńı eukleidovskou metrikou, tj.
úhly vid́ıme, narozd́ıl od Kleinova modelu, všude nezkresleně! (Protože D2 vznikl
z S2
− stereografickou projekćı, také odchylky na polosféře S2

− odpov́ıdaj́ı euklei-
dovským odchylkám v E3.)

— podobně jako v Kleinově modelu lze jednoduše popsat základńı shodnosti a určovat
vzdálenosti:

◦ vzdálenost bod̊u = logaritmus nějakého dvojpoměru oblouk̊u,
• symetrie podle př́ımek = kruhové inverze.

POZNÁMKY: Nyńı je možné charakterizovat všechny zobecněné kružnice v D2

jako eukleidovské kružnice. (Typ je určen počtem spol. bod̊u s hranićı.) (Pozor,
střed kružnice nemuśı být ve středu odpov́ıdaj́ıćıho svazku!) Zd̊uvodněńı ze zdá být
výrazně méně př́ımočaré, než jak jsme pozorovali v hyperboloidovém a Kleinově
modelu. Odtud pak můžeme zpětně popsat zobecněné kružnice v polosférickém
modelu a odtud pak v́ıme, jak budou vypadat v polorovinovém modelu, pokud to
celé nejde rozmyslet nějak lépe. . . ? výzva

4.5. Polorovinový model. Vznikne z S2
− středovou projekćı z bodu (0, 1, 0) do polorovina R2

−

roviny xz (jiná stereografická projekce!), znač́ıme R2
−:

— ,,body“ = body v polorovině z < 0 (hranici tvoř́ı př́ımka z = 0 plus jeden
nevlastńı bod ve směru osy z),

— ,,př́ımky“ = kružnice/př́ımky kolmé k hranici,

— ,,zobecněné kružnice“ = většinou kružnice, ale taky př́ımky. . .

— Podle očekáváńı z předcházej́ıćıch diskuźı muśıme opět dostat konformńı model;
po jistém poč́ıtáńı lze stejně jako v 4.4 odvodit kvadratickou formu metriky (mı́sto
(x, z) ṕı̌seme (x, y)):

(32) ◦ ds2 =
k2

y2
(dx2 + dy2).

Nad očekáváńı tak dostáváme nejjednodušš́ı tvar, jaký můžeme potkat. Z tohoto
d̊uvodu je polorovinový model jasným favoritem, kdykoli bude třeba něco integro-
vat, viz 5.2. Odpov́ıdaj́ıćı forma objemu v tomto modelu je

(33) ◦ dµ =
k2

y2
dxdy.

5. Př́ılohy

5.1. Hyperbolické funkce. Známe

ex = 1 + x+
x2

2!
+ · · · ,

cosx = 1− x2

2!
+
x4

4!
− · · · ,

sinx = x− x3

3!
+
x5

5!
− · · · .

Eulerova formule zńı:

eix = cosx+ i sinx,
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odkud pak

cosx =
1

2
(eix + e−ix),

sinx =
1

2i
(eix − e−ix).

Hyperbolické funkce definujeme

coshx =
1

2
(ex + e−x) = 1 +

x2

2!
+
x4

4!
+ · · · ,

sinhx =
1

2
(ex − e−x) = x+

x3

3!
+
x5

5!
+ · · ·

a zřejmě plat́ı

ex = coshx+ sinhx,

cos ix = coshx,

sin ix = i sinhx.

Odtud a ze známého cos2 x+ sin2 x = 1 máme

cosh2 x− sinh2 x = 1.

Podobně jako (cos t, sin t) parametrizuje kružnici x2 + y2 = 1, tak (cosh t, sinh t)
parametrizuje hyperbolu x2 − y2 = 1, resp. jednu jej́ı větev. . .

5.2. Konstanta k. V této části konečně ukážeme, že neurčitá konstanta k, kterou
jsme několikrát při r̊uzných př́ıležitostech potkávali, je pořád tatáž veličina. Veškerá
poč́ıtáńı děláme v polorovinovém modelu s metrikou (32). . .

5.2.1. Délka horocyklu.

— Pro porovnáńı délek horocykl̊u uvažujeme stejný obr. jako na začátku 2.3, str. 6:

+ souběžky x = 0, x = a a dva odp. horocykly y = b′, y = b,
+ ozn. s, s′ délky těch horocykl̊u a d jejich vzdálenost (pozor, a, b, b′ představuj́ı

eukleidovské souřadnice v modelu, s, s′, d jsou hyperbolické vzdálenosti),
+ jednoduše máme s = k ab a s′ = k ab′ ,

+ spoč́ıtáme d =
b∫
b′

k
t dt = k ln b

b′ ,

+ celkem pak s′

s = b
b′ = e

d
k , Q.E.D

— Pro speciálńı délku κ tamtéž stač́ı uvážit následuj́ıćı:

+ př́ımka x = 0, kolmice = p̊ulkružnice (S = 0, r = lib.), společná souběžka
= př́ımka x = r,

+ horocyklus y = r, délku ozn. κ,
+ triviálně κ = k rr = k Q.E.D

5.2.2. Úhel souběžnosti. Vhodně umı́st́ıme výchoźı obrázek z 2.5, str. 7:

+ př́ımka x = 0, kolmice = p̊ulkružnice k : (S = 0, r = 1), souběžka = př́ımka
x = a, 0 < a < 1,

+ ozn. d délku kolmice, α = Π(d) úhel souběžnosti,
+ kolmice–p̊ulkružnice je parametrizována k(t) = (cos t, sin t) a zřejmě a =

cosα,

+ odtud potom d =
α∫

π/2

k
sin t · 1 dt = · · · = −k ln tan α

2 + 0, Q.E.D
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5.2.3. Obsah nejvěťśıho trojúhelńıka. Vzhledem k poč́ıtáńı v 2.4, str. 6, stač́ı spoč́ıtat
obsah τ nějakého trojúhelńıka s maximálńım defektem (všechny jsou shodné);
uvažujme následuj́ıćı:

+ 1. strana = p̊ulkružnice k : (S = 0, r = 1), 2. strana = př́ımka x = −1, 3.
strana = př́ımka x = 1,

+ integrujeme formu (33), meze jsou x ∈ [−1, 1], y ∈ [
√

1− x2,∞]:

τ =

1∫
−1

∞∫
√

1−x2

k2

y2
dydx = k2

1∫
−1

1√
1− x2

dx = k2π,

Q.E.D

5.3. Geometrie na sféře.

5.3.1. Riemannova sféra. Podle stanoviska Riemannova je celá geometrie na sféře
určená právě Riemannovou metrikou2 indukovanou ze standardńıho skalárńıho součinu
v E3, tj. v každém bodě p ∈ S2 uvažujeme zúžeńı tohoto skalárńıho součinu na
tečný prostor TpS

2 ⊂ E3. V obvyklé poledńıko–rovnoběžkové parametrizaci sféry
(u1 ∈ [−π2 ,

π
2 ] je ,,zeměpisná š́ı̌rka“, u2 ∈ [0, 2π] ,,zeměpisná délka“)

(34) f(u1, u2) = r(cosu1 cosu2, cosu1 sinu2, sinu1)

vektory

v1 =
∂f

∂u1
= r(− sinu1 cosu2,− sinu1 sinu2, cosu1),(35)

v2 =
∂f

∂u2
= r(− cosu1 sinu2, cosu1 cosu2, 0)(36)

tvoř́ı bázi tečného prostoru v každém bodě p = f(u1, u2) (kromě pól̊u) a vzhledem
k této bázi má náš skalárńı součin v TpS

2 matici

(37)

(
(v1, v1) (v1, v2)
(v2, v1) (v2, v2)

)
=

(
r2 0
0 r2 cos2 u1

)
,

odtud metrická kvadratická forma a forma objemu jsou

ds2 = r2(du2
1 + cos2 u1du

2
2) a(38)

dµ = r2 cosu1 du1du2.(39)

Takhle vypadaj́ı vstupńı data pro veškerá daľśı poč́ıtáńı v Riemannově duchu.
Odtud např. geodetiky na sféře jsou charakterizovány jako řešeńı následuj́ıćı sou-
stavy obyčejných diferenciálńıch rovnic:

ü1 = −r2 sinu1 cosu1(u̇2)2,(40)

ü2 = 2r2 tanu1 u̇1u̇2.(41)

Ačkoli málokdo na prvńı pohled vid́ı, jak vypadaj́ı obecná řešeńı, geodetiky jsou
vždycky jednoznačně určeny jedńım bodem a tečným vektorem v tomto bodě
a představuj́ı nejkratš́ı spojnice dvou r̊uzných bod̊u. V rámci možnost́ı jsou geo-
detiky ty nejméně křivé čáry. . . Z řečeného lze intuitivně odvodit, že

◦ geodetiky na sféře jsou hlavńı kružnice.

2Obecně, Riemannova metrika na abstraktńı hladké varietě M je právě přǐrazeńı p ∈ M 7→
skalárńı součin v tečném prostoru TpM , které záviśı hladce na p. Riemann̊uv prostor/varieta je

hladká varieta s Riemannovou metrikou.



NEEUKLEIDOVSKÉ GEOMETRIE 15

5.3.2. Geodetiky. Vzhledem k tomu, co potřebujeme v 4.1, podpoř́ıme předchoźı
závěr ještě nějakým argumentem. Ozn. Isom(S2) grupu všech isometríı sféry, tj.
grupu všech transformaćı S2 → S2, které zachovávaj́ı danou metriku. Potom

• Isom(S2) ∼= O(3),

kde O(3) znač́ı grupu ortogonálńıch transformaćı E3 (shodnosti zach. počátek).

D̊ukaz. To, že každý prvek O(3) určuje isometrii sféry je zřejmé z definice. Opačně,
že každá isometrie S2 je určená nějakou ortogonálńı transformaćı E3, plyne z toho,
že

(a) v grupě O(3) vždycky najdeme transformaci, která zobraźı libovolný bod
sféry na kterýkoli jiný3 a

(b) každá shodnost v každém tečném prostoru každého bodu sféry je určená
nějakou transformaćı z O(3).

Obě tyto vlastnosti můžeme zd̊uvodnit takto: v́ıme, že

• tečný prostor TpS
2 v každém bodě p ∈ S2 splývá s kolmým doplňkem p⊥.

Proto, když (v1, v2) je ON báze TpS
2, pak (1

rp, v1, v2) je ON báze E3. Ale každá

ON báze E3 lze zobrazit na kteroukoli jinou ON bázi pomoćı nějaké transformace
z O(3). . . Q.E.D

Odtud již očekávaná charakterizace geodetik jako hlavńıch kružnic:

• geodetika určená bodem p ∈ S2 a vektorem v ∈ p⊥ = TpS
2 je právě hlavńı

kružnice S2 ∩ 〈p, v〉.

D̊ukaz. Ozn. g geodetiku na sféře určenou počátečńı podmı́nkou (p, v). Ozn. ρ ro-
vinu 〈p, v〉 a uvažujme isometrii f sféry určenou zrcadleńım podle roviny ρ v E3.
Protože g je podmı́nkou (p, v) určená jednoznačně a p, v ∈ ρ, plat́ı f(g) = g. Ale
jediné pevné body zobrazeńı f lež́ı na hlavńı kružnici k = ρ ∩ S2, takže muśı být
g ⊆ k. Protože g a k jsou souvislé křivky, máme g = k. Q.E.D

Jako cvičeńı doporučuj́ı čtyři z pěti geometr̊u rozmyslet, že: cvičeńı

◦ pokud ||v|| = r, pak cos t ·p+sin t ·v je parametrizace (s konstantńı rychlost́ı
r) geodetiky, tj. hlavńı kružnice, určené bodem p ∈ S2 a vektorem v ∈ p⊥.

5.3.3. Kleinova sféra. Jako vedleǰśı, ale docela zaj́ımavý, produkt předchoźıch
úvah máme identifikaci sféry jako faktorové množiny

(42) S2 ∼= O(3)/O(2),

jež by měla reprezentovat fakt, že sféra je krásně homogenńı. Jak tomu rozumět?
Homogennost́ı sféry mysĺıme, že v okoĺı libovolného bodu vypadá sféra, resp. geo-
metrie na ńı, vždycky stejně. Přesněji:

Dı́ky podmı́nce (a) výše v́ıme, že každý bod na sféře je obrazem např. e1 =
(r, 0, 0) vzhledem k nějaké transformaci z O(3). Hodně prvk̊u O(3) však e1 za-
chovává, např. všechny rotace kolem osy e1, a když označ́ıme H ⊂ O(3) podgrupu
všech takových transformaćı, pak S2 ∼= O(3)/H. Každá transformace z H za-
chovává e1, tedy i e⊥1 a zúžeńı na e⊥1 je opět shodnost. Vzhledem k (b) takto umı́me
popsat každou shodnost e⊥1 , takže H ∼= O(2). Konkrétně, vložeńı H ∼= O(2) ⊂ O(3)
vypadá takto

(43) H =

{(
1 0
0 A

)
: A ∈ O(2)

}
.

3Ř́ıkáme, že O(3) p̊usob́ı tranzitivně na S2.
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Je jasné, že jiná volba e1 ∈ S2 na začátku dává jiné vložeńı na konci, ale vždycky
máme H ∼= O(2) a S2 ∼= O(3)/O(2). Toto je, co rozumı́me homogennost́ı sféry.4

Při této identifikaci jde samozřejmě o v́ıc, než jen popsat sféru jinak, studujeme
zejména geometrii:

• geometrie na sféře je studium vlastnost́ı, které se neměńı p̊usobeńım grupy
O(3),

jinými slovy geometrie na sféře je určená právě grupou, která na ńı p̊usob́ı. Toto je
př́ıstup Klein̊uv ke geometrii, viz též 3.2, 4.1 a následuj́ıćı cvičeńı:

◦ Popǐste geometrii eukleidovské, afinńı a projektivńı roviny jako Kleinovu
geometrii. cvičeńı

5.4. Beltramiho pseudosféra.

5.5. Gaussova–Bonnetova formule.

5.6. Formálněǰśı axiomatika geometrie.

4Obecně, homogenńı prostor je hladká varieta M , na ńıž tranzitivně p̊usob́ı nějaká grupa G.
Pokud ozn. H ⊂ G podgrupu, zachovávaj́ıćı nějaký bod, pak M ∼= G/H.
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5.7. O načalach geometrii. Zat́ım jen motivačńı obrázek. . .
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6. Appendix

představuj́ıćı učeńı o prostoru absolutně pravdivé: nezávislé na platnosti či
neplatnosti XI. Eukleidova axiomu (o ńı̌z a priori nikdy nelze rozhodnouti);

s př́ıdavkem, v př́ıpadě neplatnosti, geometrické kvadratury kruhu.

JAN BOLYAI

(1832)

Vysvětleńı symbol̊u

ÃB znač́ı seskupeńı všech bod̊u, jež s body A, B na př́ımce lež́ı.

AB̃ ” tu část př́ımky ÃB, která zač́ıná v A a obsahuje B.

ÃBC ” seskupeńı všech bod̊u, jež s body A, B, C (nelež́ıćımi na jedné

př́ımce) v téže rovině jsou.

ABC̃ ” tu část roviny ÃBC rozdělené př́ımkou ÃB, která obsahuje bod C.

ABC ” menš́ı ze dvou část́ı, na které je rovina ÃBC dvojićı polopř́ımek

BÃ, BC̃ rozdělena; neboli úhel, jehož stranami jsou BÃ, BC̃.

ABCD ” (jestliže D lež́ı v ABC a B̃A, C̃D se neprot́ınaj́ı) tu část ABC,

která je mezi BÃ, BC, CD̃; zat́ımco BACD tu část roviny ÃBC,

která je mezi ÃB, C̃D.

R ” pravý úhel.

AB l CD ” CAB = ACD.

≡ ” kongruenci (shodnost).0

x→ a ” x konverguje k limitě a.

© r ” obvod kruhu s poloměrem r.⊙
r ” obsah kruhu s poloměrem r.

§ 1. Jestliže polopř́ımka AM̃ neprot́ıná polopř́ımku BÑ , ale prot́ıná každou BP̃ Fig. 1.

(v ABN), budeme toto značit

BN 9AM.

Je zřejmé, že taková BÑ existuje, a to jednoznačně, . . . . . .

§ 2. Jestlǐze BN 9AM , pak také CN 9AM . Fig. 2.

§ 3. Jestlǐze jak BR, tak CS jsou 9AM , a C nelež́ı na B̃R, pak BR̃ a CS̃ se Fig. 2.

neprot́ınaj́ı.

§ 4. Jestlǐze MAN > MAB, pak pro každý bod B na AB̃ existuje takový C na Fig. 3.

AM̃ , že BCM = NAM .

§ 5. Jestlǐze BN 9AM , existuje takový bod F na ÃM , že FM l BN . Fig. 1.

0Ačkoli velký geometr GAUSS značil t́ımto symbolem kongruenci č́ısel, označuje také kongru-
enci geometrickou: nedorozuměńı netřeba se obávati.



NEEUKLEIDOVSKÉ GEOMETRIE 19

§ 6. Jestlǐze BN 9 AM a E lež́ı kdekoli na ÃM a G na B̃N , pak GN 9 EM Fig. 1.

a EM 9GN .

§ 7. Jestlǐze jak BN , tak CP jsou 9AM , a C nelež́ı na B̃N , pak také BN 9 CP . Fig. 4.

§ 8. Jestlǐze BN je 9 a l CP (zkráceně BN9 l CP ) a současně AM (v NBCP ) Fig. 5.

p̊uĺı kolmo úsečku BC, pak BN 9AM .

§ 9. Jestlǐze BN 9AM , MAP ⊥MAB a současně úhel, který NBD sv́ırá s NBA Fig. 6.

(na té straně od MABN , kde je MAP ), je < R, pak MAP a NBD se prot́ınaj́ı.

§ 10. Jestlǐze jak BN , tak CP jsou 9 l AM , pak také BN9 l CP . Fig. 7.

§ 11. Seskupeńı A a všech daľśıch bod̊u B takových, že BN 9 AM a současně
BN l AM , budeme nazývat F ; pr̊unik F s libovolnou rovinou obsahuj́ıćı AM
budeme nazývat L.

Na každé př́ımce, která je 9AM , má F bod, a to jediný; a je jasné, že L děĺı

AM na dvě shodné části; budeme AM̃ nazývat osou L; a je také jasné, že v každé
rovině obsahuj́ıćı AM ose AM̃ odpov́ıdá jediný L. Proto každý L budeme nazývat
L s osou AM̃ (myšleno v odpov́ıdaj́ıćı rovině). Je jasné, že otáčeńım L okolo AM

se oṕı̌se F , pro niž AM̃ nazýváme osou, jinými slovy, F osou AM̃ určená.

§ 12. Jestlǐze B lež́ı kdekoli na L s osou AM̃ a BN9 l AM (§ 11.), pak L s osu

AM̃ a L s osou BÑ jsou totožné.

§ 13. Jestlǐze BN9AM , CP 9DQ a BAM+ABN = 2R, pak také DCP+CDQ = Fig. 8.

2R.

§ 14. Jestlǐze BN9AM , CP 9DQ a BAM+ABN < 2R, pak také DCP+CDQ <
2R.

§ 15. Vzhledem k §§ 13. a 14., geometrický systém postavený na domněnce pravdi-
vosti XI. Eukleidova axiomu nazýváme E; na domněnce opačné pak S. Vše, o čem
neńı výslovně zmı́něno, zda patř́ı do E či do S, je konstatováno absolutně, tzn. je
pravdivé jak v E tak v S.

§ 16. V E: jestlǐze AM je osou libovolného L, pak je L př́ımka ⊥ AM . Fig. 5.

. . . . . .
V S: žádné tři body A,B,C na L ani na F nelež́ı na jedné př́ımce.

§ 17. Rovněž v S: L je křivka a F plocha. Fig. 7.

§ 18. V S: libovolná rovina, která procháźı bodem A na F šikmo k ose AM , seče Fig. 7.

F v kružnici.

§ 19. V S: kolmice BT k ose BN křivky L (lež́ıćı v rovině křivky L) je tečná k L. Fig. 5.

§ 20. Každé dva body na F určuj́ı křivku L (§§ 11. a 18.); a současně (protože,
podle §§ 16. a 19., L je kolmá ke všem svým osám) každý úhel mezi L-křivkami na
F je roven úhlu mezi rovinami procházej́ıćımi jeho stranami kolmo k F .

§ 21. Dvě L-křivky AP̃ , BD̃ ve stejném F , tvoř́ıce s třet́ı L-křivkou AB součet Fig. 6.

vnitřńıch úhl̊u < 2R, se vzájemně prot́ınaj́ı (pod ÃP na F rozumı́me L jdoućı

body A a P , pod AP̃ tu jej́ı část, která vycháźı z A a obsahuje P ).
[ . . . odkaz zejména na § 9. ]
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Odtud je patrno, že Eukleid̊uv XI. axiom a vše, co se tvrd́ı v (rovinné) trigono-
metrii, plat́ı absolutně na F , nahrad́ıme-li př́ımky L-křivkami. . .

§ 22. Jestlǐze ÃB je L s osou AM̃ a C lež́ı na AM̃ a úhel CAB (tvořený př́ımkou Fig. 9.

AM̃ a L-křivkou AB̃) je přenášen nejprve po AB̃, poté po BÃ, vždy do nekonečna,

pak dráha C̃D bodu C tvoř́ı L-křivku s osou CM̃ .

§ 23. Jestliže L-křivky CDF 9ABE (§ 22.) a AB = BE a současně AM̃ , BÑ , EP̃ Fig. 9.

jsou osy, pak očividně CD = DF . . . . . .

AB : CD = AE : CF

a AB : CD nezáviśı na AB a je zcela určen AC. Tento poměr, totiž AB : CD,
budeme značit velkým ṕısmenem (např. X) a vzdálenost AC odpov́ıdaj́ıćım malým
ṕısmenem (tj. x).

§ 24. Pro jakékoli x a y plat́ı Y = X
y
x (§ 23.).

§ 25. V každém př́ımočarém trojúhelńıku jsou obvody kruh̊u s poloměry rovnými Fig. 10.

jeho stranám ve stejném poměru jako siny protilehlých úhl̊u.
[ . . . odkaz zejména na § 18. ]

§ 26. V každém sférickém trojúhelńıku jsou siny stran ve stejném poměru jako siny Fig. 11.

protilehlých úhl̊u.
. . . . . .
Odtud plyne, že sférická trigonometrie je nezávislá na XI. axiomu.

§ 27. Jestlǐze AC, BD jsou ⊥ AB a CAB je přenášen podél ÃB (dráhu bodu C Fig. 12.

označ́ıme CD), pak
CD : AB = sinu : sin v.

[ . . . odkaz zejména na § 25. ]

§ 28. Jestlǐze BN l 9AM a C lež́ı na AM̃ a AC = x, pak (§ 23.) Fig. 13.

X = sinu : sin v.

[ . . . odkaz zejména na § 27. ]

§ 29. V S: jestlǐze BAM = R, AB = y a BN 9AM , pak Fig. 14.

Y = cot
1

2
u.

[ . . . odkaz zejména na §§ 24. a 28. ]

§ 30. [ ta konstanta. . . ] Fig. 13.

§ 31. [ trigonometrie v pravoúhlém trojúhelńıku v S ] Fig. 16.

§ 32. [ úvahy diferenciálně–geometrické I.–VII. ] Fig. 17.

Fig. 9.

Fig. 14.

Fig. 12.

§ 33. [ diskuze E vs. S ]

§ 34. Bodem D se sestroj́ı DM 9AM následuj́ıćım zp̊usobem. Fig. 12.

§ 35. V S: př́ımka kolmá k jednomu rameni ostrého úhlu a 9 k druhému se sestroj́ı Fig. 18.

následuj́ıćım zp̊usobem.
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§ 36. [ pr̊usečnice rovin ] Fig. 10.

§ 37. Na ÃM 9BN se nacháźı takový A, že AM l BN . Fig. 7.

§ 38. [ sestroj x tak, aby X = 2 ] Fig. 14.

§ 39. [ obsah trojúhelńıku vs. součet vnitřńıch úhl̊u ] Fig. 19.

§ 40. Stejné trojúhelńıky ABC, DEF s jednou společnou stranou maj́ı stejné součty Fig. 20.

vnitřńıch úhl̊u.

§ 41. Stejné trojúhelńıky ABC, DEF maj́ı stejné součty vnitřńıch úhl̊u. Fig. 21.

§ 42. Jestlǐze doplněk součtu vnitřńıch úhl̊u v trojúhelńıku ABC do 2R je u, Fig. 22.

a v trojúhelńıku DEF je to v, pak

4ABC : 4DEF = u : v.

§ 43. [ kvadratura kruhu ] Fig. 15.

Fig. 14.

Fig. 15.

Fig. 23.
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Rejstř́ık

E3, viz prostor eukleidovský

E2,1, viz prostor Minkowského
Π, viz funkce Lobačevského

κ, 6, 13

sinh, cosh, 13
τ , 6, 14

k, viz konstanta k

úhel souběžnosti, viz funkce Lobačevského

délka horocyklu, 6, 13

defekt, 2, 6

ekvidistanta, 5

eliptická rovina, 9

funkce Lobačevského, 5, 7, 13

horocyklus, 5
horosféra, 5

konstanta k, 6, 13

kosinová věta, 8

model hyperboloidový, 10

model Klein̊uv, 11
model Poincarého, 11

model polorovinový, 12

model polosférický, 11

pátý postulát, 2

pravý úhel, 2
prostor eukleidovský, 2

prostor homogenńı, 16

prostor Minkowského, 10
prvńı kolmice, 4

Pythagorova věta, 7

rovnoběžky, 2

sféra imaginárńı, 10
sféra Kleinova, 15

sféra Riemannova, 14

souběžky a rozběžky, 4

tročka, viz horocyklus

zobecněné svazky a kružnice, 5
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