Parametrické ulohy o vice nezavislych nahodnych vybérech

I. Pripad r > 3 nezavislych nahodnych vybéra z normalnich rozloZeni (Analyza rozptylu jednoduchého tiridéni)

Motivace: Zajimame se o problém, zda 1ze urcitym faktorem (tj. nomindlni ndhodnou veli¢inou A) vysvétlit variabilitu po-
zorovanych hodnot ndhodné veli¢iny X, ktera je intervalového ¢i pomérového typu. Napt. zkoumame, zda metoda vyuky
urcitého predmétu (faktor A) ovliviiuje pocet bodi dosazenych studenty v zavére€ném testu (nahodna veli¢ina X).

Ptedpokladame, Ze faktor A ma r > 3 Grovni a pfitom i-t€ rovni odpovida n; pozorovani x,...,x. , které tvofi nahodny
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vybér z rozloZeni N(l;, 67), 1= 1, ..., r a jednotlivé nahodné vybéry jsou stochasticky nezavislé, tedy Xj; = w; + €;;, kde €;; jsou
stochasticky nezavislé nahodné veliCiny s rozlozenim N(O, 02), i=1,...,r,j=1,...,n,

Vysledky lze zapsat do tabulky

faktor A | vysledky
uroven 1 | X,,,....X

uroven 2 | X,,,....X

urovenr | X,,...,X
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Na hladin€ vyznamnosti a testujeme nulovou hypotézu, ktera tvrdi, Ze vSechny stfedni hodnoty jsou stejné, tj.
Ho: i = ... = 1, proti alternativni hypotéze H, ktera tvrdi, Ze aspon jedna dvojice sttednich hodnot se lisi.

() ., , "
Jedna se tedy o zobecnéni dvouvybéroveého t-testu a na prvni pohled se zda, ze sta¢i utvofit lk;) dvojic nahodnych vybért a
na kazdou dvojici aplikovat dvouvybérovy t-test. Hypotézu o shod¢ vSech stfednich hodnot bychom pak zamitli, pokud
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asponl v jednom piipad¢ z LZ)I porovnavani se prokaze odlisnost stftednich hodnot. Odtud je vidét, Ze k neopravnénému za-

mitnuti nulové hypotézy (tj. k chybé 1. druhu) muaze dojit s pravdépodobnosti vétsi neZ a. Proto ve 30. letech 20. stoleti vy-
tvotil R. A. Fisher metodu ANOVA (analyza rozptylu, v popsané situaci konkrétné analyza rozptylu jednoduchého tiidéni),
ktera uvedenou podminku spliiuje.

Pokud na hladin€ vyznamnosti a zamitneme nulovou hypotézu, zajima nas, které dvojice stfednich hodnot se od sebe lisi.

K teseni tohoto problému slouzi metody mnohondsobného porovnavani, napt. Scheffého nebo Tukeyova metoda.
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ANOVA
\ provest

Hp zamitame mnohonasobné
porovnavani

STOP

L 3§

DATA

i J




Oznaceni:
V analyze rozptylu jednoduchého tiidéni se pouziva tzv. teckova notace.

n =2 n, ... celkovy rozsah viech r vybér
i1

. > X, ... souCet hodnot v i-tém vybéru
j=1
1 LMo s e 1
M. = —X. ... vybérovy primeér v i-tém vybéru
n.
X =2 > X, ... soudet hodnot viech vybéri

i=1 j=1

1 4 o W v 4 4 O
M =-—X ...celkovy primér vSech r vybéra
n



Zavedeme soucty Ctvercu

n

S, =2 > x ;"M 3. celkovy soucet ¢tvercti (charakterizuje variabilitu jednotlivych pozorovani kolem celkového primé-

ru),

pocet stupni volnosti fr=n—1,

s, =2n %, —-M ... skupinovy soucet étvercll (charakterizuje variabilitu mezi jednotlivymi ndhodnymi vybéry),
pocet stupiiti volnosti f, =r — 1.

Sc¢itanec €1, - v _ predstavuje bodovy odhad efektu a;.

L 4 N . , , o v @ . . . ey v e L 7 1. M _.0
S, = 2. Y X , ~ M, S... rezidualni soucet ctvercli (charakterizuje variabilitu uvniti jednotlivych vybéri),

i=1 j=1

pocet stupiii volnosti fg =n - 1.

Lze dokazat, Ze St = Sa + Sg.
(Dtikaz je proveden napt. ve skriptech Budikova, Mikolas, Osecky: Popisna statistika v poznamce 5.20.)



Testovani hypotézy o shodé strednich hodnot

Nahodné veliiny X;; se fidi modelem

MO: Xij =N + o + &jj

proi=1,...,r,j=1, ..., n;, pfiCemzZ

&j Jsou stochasticky nezavislé nahodné veliCiny s rozlozenim N(O, ),
1 je spole¢na Cast stiedni hodnoty zavisle proménné veliciny,

a; je efekt faktoru A na arovni 1.

Parametry p, o; nezname.

Pozadujeme, aby platila tzv. reparametriza¢ni rovnice: 2, o =0.

1

(Pokud je tfidéni vyvazengé, tj. pokud maji vSechny vybéry stejny rozsah: n; =n, = ... = n,, pak lze pouzit zjednodusenou

podminku . =0.)



Kdyby nezélezelo na faktoru A, platila by hypotéza a; = ... = o, = 0 a dostali bychom model

MI1: Xij =pu+ Ejj-

Béhem analyzy rozptylu tedy zkoumame, zda vyberové priméry My, ..., M, se od sebe 1i$i pouze v mezich nahodného ko-
lisani kolem celkového priméru M nebo zda se projevuje vliv faktoru A.

Rozdil mezi modely MO a M1 ovéfujeme pomoci testove statistiky

f . e . T L . , : ,
F, = zA ij , kterd se tidi rozlozenim F(r-1,n-1), je-1i model M1 spravny. Hypotézu o nevyznamnosti faktoru A tedy zamit-
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neme na hladin€ vyznamnosti a, kdyz plati: Fo > F_,(r-1,n-r).

Vysledky vypocti zapisujeme do tabulky analyzy rozptylu jednoduchého tiidéni.

Zdroj variability | soucet ¢tvercli | stupné volnosti | podil Fa
skupiny Sa fa=r-1 Sa/fa S, /f,
S, /1,
rezidualni Sk fe=n-r Se/fe -
celkovy St fr=n-1 - -

14 14 . . /4 /4 W O W Wwe 14 4 . S 4 14
Silu zavislosti ndhodné veli¢iny X na faktoru A mizeme méfit pomoci poméru determinace: p* = =, Nabyva hodnot

T

z intervalu <0,1> ;



Testovani hypotézy o shodé rozptyli
Pted provedenim analyzy rozptylu je zapotiebi ovéfit predpoklad o shodé€ rozptylt v danych r vybérech.

Polozme z, = x, — v, |. Oznacime

M, = l_z Zij’

0 =

1 &~
MZ: —ZZZU,
n = =

r n ’ -~
SZE:Z:z Zij_]v[ZiL’

SZA :ZniMZi _Mzz
Plati-li hypoteza o shod¢ rozptyld, pak statistika

F, = SS://%f =~ F(r-1, n-1).

Hypotézu o shodé rozptyli tedy zamitdme na asymptotické hladin€ vyznamnosti a, kdyz Fza > Fi_(r-1, n-1).

(Leventv test je vlastné zaloZen na analyze rozptylu absolutnich hodnot centrovanych pozorovéani. Vzhledem k tomu, ze
nahodné veliiny Xj; — M; nejsou stochasticky nezavislé a absolutni hodnoty téchto veli€in nemaji normalni rozloZeni, je
Leventv test pouze aproximativni.)



je modifikaci Levenova testu. Modifikace spoc¢iva v tom, Ze misto vybérového priméru i-t€ho
vybéru se pii vypoctu veli€iny z, pouZziva median i-tého vybéru.

Plati-11 hypotéza o shod¢ rozptylli a rozsahy vSech vybéri jsou vEtsi nez 6, pak statistika
[ ~ a o= | o . ~ oy = )
L €t - n. ~1.1n8S’° | se asymptoticky fidi rozloZzenim » ¢ - |_. Pfitom konstanta c =1+ iy L L,
clL - ] 31—1,\i:1ni—1 n—r)

B:

S.? je vazeny pramér vybérovych rozptyld.
Hy zamitame na asymptotické hladin€ vyznamnosti o, kdyz B se realizuje v kritickém oboru w = <X217 -1~



Zkoumani vlastnosti uvedenych tri testa

Pro odhad pravdépodobnosti chyby 1. druhu bylo vzdy vygenerovano 100 000 ndhodnych vybéri, a to postupné z téchto
rozloZent:

N(10; 1), t(10), LN(1; 0,4), Ex(0,85).

Vsechny vybéry mély stejny rozsah od 3 do 11 s krokem 2, pocet vybérti byl od 2 do 10 s krokem 2.

Jako odhad pravdépodobnosti chyby 1. druhu slouzila relativni ¢etnost téch ptipadl, kdy se na hladin€ vyznamnosti 0,05

zamitla nulova hypotéza o shodé€ rozptyl. Simulace byly provedeny v programu MathCad.






Pripad dvou nezavislych nahodnych vybéru

Nejprve bylo provedeno srovnani F-testu s Bartlettovym testem a Brownovym — Forsytheovym testem pro dva nezavislé
nahodné vybéry. V grafech se modra barva vztahuje k F-testu, Cervena k Bartlettovu testu a zelena k Brownovu —
Forsytheovu testu.
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rozloZeni, kdy vSechny testy udrzi odhad pod hladinou vyznamnosti 0,05. S postupnym ,,vzdalovanim se* od normality
relativni ¢etnost neopravnéného zamitnuti nulové hypotézy roste, nejvyssi je pro vybeéry z exponencialniho rozloZeni, kde se
pro F-test a Bartlettiiv test blizi k 0,24.

Pro vSechna zkoumana rozloZeni davaji F-test a Bartlettiiv test srovnatelné vysledky, u F-testu pozorujeme ponékud nizsi
odhad. Jednoznacné nejlepsi vysledky jsou dosahovany pii pouziti B-F testu, ktery i pro vybéry z exponencidlniho rozlozeni

poskytuje odhad pravdépodobnosti chyby 1. druhu dostatecné hluboko pod 0,05.



Pripad vice nez dvou nezavislych nahodnych vybéria

Dale jsme se zabyvali srovnanim Bartlettova testu s Brownovym — Forsytheovym testem pro 4, 6, 8 a 10 nezavislych na-
hodnych vybért, jejichz rozsahy byly 3, 5, 7, 9, 11. Kvili vétsi prehlednosti jsou grafy zavislosti odhadu na rozsahu vybéri
uvedeny zvlast pro 4 a 6 vybért a poté pro 8 a 10 vybéri. V grafech se modra a zelené barva vztahuje k Bartlettovu testu,
cervena a hnéda pak k Brownovu — Forsytheovu testu.
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Pro vybéry z norméalniho rozlozeni dava Bartlettiiv test odhady velmi blizké hladin€ vyznamnosti 0,05. Neni zde pozorova-
telnd zavislost na rozsahu vybéra. Brownlv — Forsythelv test neopravnéné zamitd nulovou hypotézu s podstatné mensi rela-
tivni Cetnosti, kterd nepiesdhne 0,021.



b) Studentovo rozlozeni t(10)
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Pro vybéry ze Studentova rozlozeni jsou vysledky Bartlettova testu jiz ovlivnény porusenim predpokladu normality. Ziskané
odhady nartstaji se zvétSujicim se rozsahem vybérii a v nejméné priznivém piipade, tj. pro 10 nezavislych nahodny vybéra o
rozsahu 11, odhad pravdépodobnosti chyby 1. druhu ptevysuje 0,16. Brownlv — Forsythetv test neopravnéné zamita
nulovou hypotézu s relativni Cetnosti, kterd nepiesahne 0,023. Rozdily mezi odhady pro rizné pocty vybérii jsou u B-F testu
zanedbateln¢ malé.



c¢) Logaritmicko — normalni rozloZeni LN(1; 0,4)
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Pro vybéry z logaritmicko - normalniho rozlozeni odhad pravdépodobnosti chyby 1. druhu ziskany Bartlettovym testem
velmi vyrazné narlsté, zvlasté pro vétsi pocet rozsahlejSich vybért. Zde je dokonce o néco vyssi nez 0,42, tudiz pouziti
Bartlettova testu skutecné nelze doporucit. Daleko lepsi vysledky poskytuje Browntv — Forsythetv test, kde odhady
zustavaji pod 0,03.



d) Exponenciélni rozlozeni Ex(0,85)
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Vidime, Ze pouziti Bartlettova testu pro vybéry z exponencidlniho rozlozeni nelze viibec doporucit. Odhad
pravdépodobnosti chyby 1. druhu je netnosné velky, v nejméné piiznivém piipade¢ — pro 10 nezavislych ndhodnych vybéri
o rozsahu 11 - se tento odhad blizi 0,75. Naproti tomu odhady ziskané Brownovym — Forsytheovym testem jsou nanejvys
0,035, coz jeste zdaleka nedosahuje hladiny vyznamnosti 0,05.



Komentar
Vysledky nasich simula¢nich studii vedou k zavéru, Ze pro testy homogenity rozptyli je vhodné pouzivat Browniv — Forsy-

thetv test, a to jak pro dva, tak pro vice nezavislych ndhodnych vybéra. Ukazuje se, ze tento test 1ze aplikovat 1 na vybéry,
které pochézeji z vyrazné nenormalnich rozlozeni. To lze vysvétlit tim, ze pii jeho konstrukci jsou pouzity vybérové media-
ny jednotlivych vybéra, pficemz median — na rozdil od priméru — je robustni vii¢i odlehlym ¢i extrémnim hodnotam.

U Brownova — Forsytheova testu odhad pravdépodobnosti chyby 1. druhu ve vSech piipadech ziistal pod hladinou vyznam-
nosti 0,05, nejhorsi vysledek byl 0,036 pro 4 nezavislé vybery z exponencidlniho rozlozeni. Bartlettv test zcela selhava pro
vybéry z nesymetrickych rozloZeni. Napft. pro 10 nezavislych vybérii z exponencialniho rozloZeni, jejichz rozsah byl 11, se
odhad pravdépodobnosti chyby 1. druhu blizil ¢islu 0,8.

Vyhodou Brownova — Forsytheova testu je rovnéz skutecnost, Ze velikosti odhadli  vykazuji jen velmi nepatrnou zavislost
na poctu vybéru.

Brownuv — Forsythetiv test je implemenovan napft. v syst¢émech STATISTICA ¢i MINITAB, Bartlettliv test najdeme v sys-
tému MINITAB, F-test pak v obou zminénych systémech.



Post — hoc metody mnohonasobného porovnavani

Zamitneme-li na hladin€ vyznamnosti a hypotézu o shod¢ sttednich hodnot, chceme zjistit, které dvojice stiednich hodnot se
1181 na dan¢ hladin€ vyznamnosti a, tj. na hladin€ vyznamnosti a testujeme Hy: W, = i proti Hy: py # py pro vSechna I, k=1,
L 1T£EkK

a) Maji-li vSechny vybéry tyz rozsah p (fikdme, ze ttidéni je vyvazené), pouzijeme

M, — v,

Testova statistika ma tvar S ~ . Rovnost stiednich hodnot i a p; zamitneme na hlading vyznamnosti a, kdyz
‘M K V L‘ ]

Jp
2> :11,,_1,n—

S. “-, kde hodnoty q;_4(T, n-r) jsou kvantily studentizovaného rozpéti a najdeme je ve statistickych ta-
Jo
X¢m X O

bulkach. (Studentizované rozpéti je ndhodna veli¢ina Q = ——— )
S

Existuje modifikace Tukeyovy metody pro nestejné rozsahy vybérl, nazyva se Tukeyova HSD metoda. V tomto ptipadé ma
. M, - M, | . .
testova statistika tvar (1 1" Rovnost stiednich hodnot py a p; zamitneme na hladin€ vyznamnosti a, kdyz
S. /—l —+ =
2\n, n,)

M, -~ |
1( o1

S, =] —+ —|
2\r1k n1)

= :11_1,n— i



b) Nemaji-li vSechny vybéry stejny rozsah, pouZzijeme : rovnost sttednich hodnot  a p; zamitneme na
hladin€ vyznamnosti a, kdyz

{ \ -
M, — v, |3 « Lol o
k. 1. & '\nk nl)'k, 5 .

Vyhodou Scheffého testu je, Ze k jeho provedeni nepotiebujeme specidlni statistické tabulky s hodnotami kvantilii studenti-
zovaného rozpéti, ale staci bézné statistické tabulky s kvantily Fisherova — Snedecorova rozloZeni.

V ptipade vyvazeného tiidéni, kdy Ize aplikovat Tukeyovu i Scheffého metodu, pouzijeme tu, kterd je citlivéjsi. Tukeyova
metoda tedy bude vyhodnéjsi, kdyz
Q1. (T, 1) < 2(r-1F 4(r-1, n-1).

Metody mnohondsobného porovnavani maji obecné mensi silu nezZ ANOVA.

MiiZe nastat situace, kdy pfi zamitnuti Hy nenajdeme metodami mnohonésobného porovnavani vyznamny rozdil u Zadné
dvojice stiednich hodnot. K tomu dochazi zvlasté tehdy, kdyz p-hodnota pro ANOVU je jen o malo nizsi nezZ zvolené hladi-
na vyznamnosti. Pak slabsi test patiici do skupiny metod mnohonasobného porovnavani nemusi odhalit Zadny rozdil.



Doporuceny postup pri provadéni analyzy rozptylu:

a) Ovéteni normality danych r ndhodnych vybérl (grafickeé metody - NP plot, Q-Q plot, histogram, testy hypotéz o normal-
nim rozlozeni - Lilieforsova varianta Kolmogorovova — Smirnovova testu nebo Shapirtiv — Wilktv test).

Doporucuje se kombinace obou zptisobll. Zavéry uc¢inime az na zéklad¢ posouzeni obou vysledki.

Obecné lze fici, Ze analyza rozptylu neni ptili§ citliva na poruseni predpokladu normality, zvlasté pti vétSich rozsazich vybé-
i (nad 20), coz je dusledek plisobeni centralni limitni véty. Mirné poruseni normality tedy neni na zavadu, pi1 vétSim poru-
Seni pouZzijeme napt. Kruskalliv — Wallistiv test jako neparametrickou obdobu analyzy rozptylu jednoduchého tiidéni.

b) Po ovéteni normality se testuje homogenitu rozptyld, tj. predpoklad, Zze vSechny nahodné vybéry pochdzeji z normalnich
rozlozeni s tymz rozpylem. Graficky ovéiujeme shodu rozptylti pomoci krabicovych diagrami, kdy sledujeme, zda je Sitka
krabic stejna. Numericky testujeme homogenitu rozptylti pomoci Levenova testu, Brownova — Forsytheova testu (oba jsou
implementovany ve STATISTICE, Browniiv — Forsythetv test v MINITABu) ¢i Bartlettova testu (je k dispozici

v MINITABu).

Slabé poruseni homogenity rozptyli nevadi, pii vétSim se doporucuje medidnovy test.

c¢) Pokud jsou splnény piedpoklady normality a homogenity rozptylli, miizeme ptistoupit k testovani shody stiednich hodnot.
Pfedtim je samoziejmé vhodné vypocitat priiméry a smérodatné odchylky ¢1 rozptyly v jednotlivych skupinach.

d) Dojde-li na zvolené hladin¢ vyznamnosti k zamitnuti hypotézy o shodé stfednich hodnot, zajimé nas, které dvojice stied-
nich hodnot se od sebe lisi. K feSeni tohoto problému slouzi post-hoc metody mnohonasobného porovnavani, napi. Scheffeé-
ho nebo Tukeyova metoda.



Priklad: U ctyt odriid brambor (oznac¢enych symboly A, B, C, D) se zjiStovala celkovd hmotnost brambor vyrostlych vzdy
z jednoho trsu. Vysledky (v kg):

odruda hmotnost

A 0,9 0,8 0,6 0,9

B 1,3 1,0 1,3

C 1,3 1,5 1,6 1,1 1,5
D 1,1 1,2 1,0

Na hladiné vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze stiedni hodnota hmotnosti trsu brambor nezavisi na odriidé. Zamitnete-li
nulovou hypotézu, zjistéte, které dvojice odriid se lisi na hladiné¢ vyznamnosti 0,05.



Reseni:
Data povazujeme za realizace Ctyt nezavislych ndhodnych vybéra ze ctyt norméalnich rozloZeni se stejnym rozptylem.
Testujeme hypotézu, ze vSechny Ctyfi sttedni hodnoty jsou stejné.

Vypotitame ‘M, =08, M, =12, M; =14, M, = 1,1,
‘M = 1,14,
- $,2=0,02, S,2=10,03, S;= 0,04, S, = 0,01,
> o1 - .87
 mg s . 3°0,02+2°0,03+4°0,04+2-0,01 3 = ——
: S, = = = —=10,027,
n— - 11 110
~ 5 3
S, =€-:5°=11-—=03

110 ’
c S, =2 M. -Mv 2=4-%8-1142+3-€2- (14 +5-€a- 1142 +3-€1- 114 = 0,816

:Sr=SA+Sg=0,816+0,3=1,116,

p o Salfa _08I6/3 _ g gq
Yos /f, 03711 o

Kriticky obor W = <Fo,95 €11~ = (3,59,Oo -. Protoze testova statistika se realizuje v kritickém oboru, Hy zamitame na

hladin¢ vyznamnosti 0,05.
- S, _ 0,816
Vypocteme D PP = A= = 10,7312
S, L1116

T



Vysledky zapiSeme do tabulky ANOVA:

Zdroj variability | Soucet Ctvercii Stupné volnosti | podil Fa

skupiny SA=0,816 3 Sa/3=10,272 S, /% _ 50
Sg / L ’

rezidualni SE=0,3 11 Sg/11 =0,02727 | -

celkovy St=1,116 14 - -

Nyni pomoci Scheffého metody zjistime, které dvojice odriid se liSi na hladin€ vyznamnosti 0,05.

Srovnévané odriidy | Rozdily M, - v, | | Pravé strana vzorce
A, B 0,4 0,41
A, C 0,67 0,36
A, D 0,3 0,41
B, C 0,2 0,40
B, D 0,1 0,44
C,D 0,3 0,40

Na hladin€ vyznamnosti 0,05 se liSi odridy A a C.



Re$eni pomoci systému STATISTICA

Otevieme novy datovy soubor o dvou proménnych X a odrtida a 15 ptipadech. Do proménné X zapiSeme zjiSténé hmotnosti,
do proménné odrtida kody pro dané odriidy (1 pro A, 2 pro B, 3 pro C a 4 pro D).
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Ovétime normalitu danych ¢tyt ndhodnych vybéri pomoci N-P plotu:
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O¢ekavana normalni hodnota

04 06 08 1.0 12 14 16 18 04 06 08 10 12

odruda: A odruda: B
14

12 e}

08
06
04
02 °
00
-0.2
-04
-06
-08
-1,0
12 9
14

O¢ekavana normalni hodnota
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odruda: C odruda: D

Odchylky od normality jsou jen nepatrné.



Vypocteme vybérové prumery a vybérové rozptyly:
Statistiky — Zéakladni statistiky a tabulky — Rozklad & jednofakt. ANOVA — OK — Proménné — Zavislé — X, Grupovaci -
odriida — OK — Skupiny tabulek - zaskrtneme Rozptyly - Vypocet.

Rozkladov & tabulka popisnych statistik (priklad8301)

N=15 (V seznamu zav. prom. nejsou ChD)

odruda X X X X
pramér N [Sm.odch. Rozpty |

A 0,800000 4| 0,141421 | 0,020000
B 1,200000 3 0,173205 | 0,030000
C 1,400000 5 0,200000 | 0,040000
D 1,100000 3 0,100000  0,010000
VS§.skup. 1,140000 ' 15 0,282337 | 0,079714

Nyni ovéfime predpoklad shody rozptyld.
Na zaloZce Skupiny tabulek zaSkrtneme Leventiv test — Vypocet.

Leveneulv test homogenity rozpy |l (priklad8301)
Oznag€. efekty jsou vyzn. na hlad. p <,05000

sC sV PC sC SV PC F p
Proménna ef ekt ef ekt ef ekt chyba chyba chyba
X 0,018667 31 0,006222 | 0,065333 11 0,005939 | 1,047619 | 0,410027

Vidime, ze p-hodnota Levenova testu je 0,41, tedy vétsi nez hladina vyznamnosti 0,05. Hypotézu o shod¢ rozptyli
nezamitdme na hladin€ vyznamnosti 0,05.



Ptistoupime k testu hypotézy o shod¢ sttednich hodnot.
Na zalozce Skupiny tabulek zaSkrtneme Analyza rozptylu — Vypocet.

Analyza rozpty lu (priklad8301)
Oznac. efekty jsou vyzn. na hlad. p <,05000

sC SiY PC sC SV PC B p
Proménna ef ekt ef ekt ef ekt chyba chyba chyba
X 0,816000 310,272000 | 0,300000 110,027273 | 9,973333 | 0,001805

Jelikoz p-hodnota = 0,001805 je mensi nez hladina vyznamnosti 0,05, hypotézu o shod¢ sttednich hodnot zamitdme na
hladin¢ vyznamnosti 0,05.






Nyni aplikujeme Scheffého metodu mnohondsobného porovnavani, abychom zjistili, které dvojice odriid se lisi na hladiné
vyznamnosti 0,05. Na zaloZce Post — hoc zvolime Scheffeuv test.

Scheffeho test; promén.:X (priklad8301)
Oznag. rozdily jsou vyznamné na hlad. p < ,05000
{1} {2 {3 {4

odruda M=,80000 |[M=1,2000 |M=1,4000 |M=1,1000
A {1} 0,059165 0,001950 0,190463
B {2} 0,059165 0,464537 0,905502
C {3} 0,001950 0,464537 0,163499
D {4} 0,190463 0,905502 0,163499

Tabulka obsahuje p-hodnoty pro vzajemné porovnani stitednich hodnot hmotnosti vSech Ctyt odriid. Vidime, ze na hladiné
vyznamnosti 0,05 se lisi odridy A, C.



Vyznam piedpokladi v analyze rozptylu

a) — velmi dualezity predpoklad, musi byt splnén, jinak dostaneme nesmysiné
vysledky.
b) — ANOVA neni ptilis$ citlivd na poruSeni normality, zvlast’ pokud maji vSechny vybéry rozsah nad 20

(dtsledek centralni limitni véty). Pfi vyraznéjSim poruseni normality se doporucuje Kruskaliiv — Wallisiv test.

C) — mirné poruseni nevadi, pfi vétSim se doporucuje Kruskaltiv — Wallistv test. Test shody rozptyld ma
smysl provadét az po ovéteni predpokladu normality.



I1. Pripad r > 3 nezavislych nahodnych vybéri z alternativnich rozlozeni

Test homogenity binomickych rozlozeni

Necht’ mame r > 3 nezdvislych ndhodnych vybéra o rozsazich ny, ..., n,, pfi€emz j-ty ndhodny vybér pochézi z alternativniho
rozlozeni A(% ),j=1,2,..,r.

Testujeme hypotézu Hy: 8 =... =8 proti alternativni hypotéze H,: aspon jedna dvojice parametri je rizna.

OznaCme

I
n=2 n; celkovy rozsah vSech r vybért,
=1
> M.
J J

M, = ——— vazeny primér vybérovych priméru.
n

1 B -
Testové kritérium: Q = —5———2. ! G . i DERAL L) kdyz H, plati.
M, €-

* —j=
Kriticky obor: w = <x217, €| o
Hy tedy zamitdme na asymptotické hladin€ vyznamnosti a, kdyz Q € v .
Podminka dobré aproximace: njM« > 5 pro vSechnaj =1, ..., 1.

. VN _ 1 Y 2 M.
Brandtiiv — Snedecortiv vypocetni tvar: Q = 2.n M, ~n :
M, $-M. 1- M,



Test homogenity zalozeny na arkussinusové transformaci
Neni-li splnéna podminka njM+ > 5 pro vSechna j = 1, ..., r, doporucuje se nasledujici postup: oznaéme

Aj = arcsin 1/Mj ,j=1,..,1,

1 T
B=-2nA,
n .,
Pak statistika Q = 42 n; g\j “B_ = v (r-1).
=1
H, tedy zamitame na asymptotické hlading vyznamnosti o, kdyZz Q > ¥* 4(r-1).

Mnohonasobné porovnavani
Zamitneme-li nulovou hypotézu na asymptotické hladin€é vyznamnosti a, chceme zjistit, které dvojice parametrit 9 , 9 se

. . 1f1 1) : . .
1i8i. Plati-1i nerovnost ‘A p A 1‘ = glk L —)! ‘q,- %% _, pak na hlading vyznamnosti o zamitdme hypotézu o shodg para-
ey

metrtt 9,9 . (Hodnoty q;_4(r, ©) najdeme v tabulkach.)



Priklad: Na gymnazium bylo pfijato 142 studenti. Ti byli nahodné rozdéleni do Ctyf tfid A, B, C, D. V kazdé trid¢ byla
matematika vyucovana jinou metodou. Na konci Skolniho roku psali vSichni studenti stejnou pisemnou praci a byl
zaznamenan pocet téch studentd, kteti vytesili vSechny zadané ukoly.

Ttida A |B |C |D
Pocet studentl 3513637 |34
Pocet uspéSnych studenttt |5 |8 |17 |15

Na asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, Ze rozdily mezi tfidami jsou zplisobeny pouze nahodnymi
vlivy.

ReSeni:
Mame Ctyfi nezavislé nahodné vybéry, j-ty pochazi z rozlozeni A(% ),j=1, 2, 3, 4.
Testujeme hypotézu Hy: 8, =8 =9 =9 .

=35, n,=36,n3=37,n4= 34 n= 142

=5/35, my=8/36, m;=17/37, my= 15/34, m« = (5+8+17+15)/142 = 45/142.

Podminky dobré aproximace:

45 45 45 45
35 ——=11,09, 36 ' —— = 11,41, 37 —— = (1,73, 34 —— = 10,77

142 142 142 142
Testova statistika

45
Q= 1 \Z M- - 1 Ir;s(sy 36(8\I +37 - (12} 34'(£\Iq|—42&=l2288
M, $-a, = " 1w, 45(_45\L \ 35 \ 36 ) (37 \34) | T

142 k 142 ) 142

Kriticky obor: W = <X20,95 € o = <7,81,°O

Protoze testové kritérium se realizuje v kritickém oboru, Hy zamitdme na asymptotické hladin€¢ vyznamnosti 0,05.



Nyni metodou mnohonasobného porovnavani zjistime, které dvojice parametra se od sebe lisi na hladin¢ vyznamnosti 0,05.

Pomoci arkussinusové transformace vypoéteme hodnoty A ; = arcsin /M ; .
A;=0,3876, A, =0,4909, A;=0,7448, A,=0,7264
11 1) :
Plati-1i nerovnost |A K A 1| = glk_ + —)! “q,- . %, _, pak na hlading vyznamnosti o zamitame hypotézu o shod& parametrti
o
9.9 .
Kvantil studentizovaného rozpéti najdeme v tabulkach: qg¢s(4,0) = 3,63

Srovnavané tfidy | Rozdily |a, — | | Prava strana vzorce
A,B 0,1033 0,30
A, C 0,3572 0,30
A,D 0,3388 0,31
B, C 0,2539 0,30
B,D 0,2356 0,31
C,D 0,0184 0,30




Re$eni pomoci systému STATISTICA
Vytvotime novy datovy soubor se dvéma proménnymi a 142 ptipady.
Proménnad USPECH obsahuje hodnotu 1, pokud student vyftesil vS§echny zadan¢ ukoly, jinak obsahuje hodnou 0.

Proménna TRIDA maé hodnotu 1, pokud student pochazi z ttidy A, hodnotu 2 pro tiidu B, hodnotu 3 pro tfidu C a hodnotu 4
pro tfidu D.

Nejprve zjistime podily uspéSnych studentti v jednotlivych tfidach.
Statistiky — Zéakladni statistiky a tabulky — Rozklad — OK — Proménné — Zavislé — USPECH, Grupovaci - TRIDA — OK —
Skupiny tabulek - odSkrtneme Smeérovat. odchylka - Vypocet.

TRIDA USPECH |USPECH
Priméry N
A 0,142857 35
B 0,222222 36
C 0,459459 37
D 0,441176 34
VS.skup. 0,316901 142

Vidime, Ze nejslabsi vykony podavali studenti ze ttidy A, aspéSnych bylo pouze 14,3% studenti, ve tfidé B 22,2%, ve ttid¢
C 45,9% a ve ttidé D 44,1%. Ttidy C a D se z hlediska tspéchu v pisemce z matematiky lisi jen nepatrné



Dale provedeme testovani hypotézy o shod¢ parametri Ctyt alternativnich rozlozeni. Nejprve ovétime splnéni podminek
dobré aproximace: njm« > 5 pro vSechna j = 1, ..., r. VaZeny primeér m- se nachazi v poslednim fadku vystupni tabulky
procedury Rozklad. Jeho hodnotu okopirujeme do policek pro priméry tid A, B, C, D, posledni fadek odstranime a

k tabulce pfidame jednu novou proménnou, do jejihoZ Dlouhého jména napiSeme =v2*v3.

TRIDA JSPECH |JSPECH NProm
Priméry N =v2*v3
A 0,316901 35| 11,09155
B 0,316901 36 | 11,40845
C 0,316901 37| 11,72535
D 0,316901 34 10,77465

Vidime, Ze podminky dobré aproximace jsou splnény.

Statistiky — Zakladni statistiky/tabulky — Kontingen¢ni tabulky - OK - Specif. tabulky — List 1 USPECH, List 2 TRIDA,
OK-— Moznosti — Statistiky dvourozmérnych tabulek - zaSkrtnéte Pearson & M-L Chi —square — Detailni vysledky - Detailni
2-rozm. tabulky.

Statist. Chi-kvadr. 5 p
Pearsontv chi-kv. 12,28760 @ df=3  p=,00646
M-V chi-kvadr. 12,80263 @ df=3  p=,00509

Testova statistika Q se realizuje hodnotou 12,2876, pocet stupiiil volnosti je 3, odpovidajici p-hodnota = 0,00646, tedy na
asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05 hypotézu Hy zamitame. S rizikem omylu nejvyse 0,05 jsme tedy prokazali, ze
rozdily v podilech tspéSnych studentii v jednotlivych tfidach nelze vysvétlit nahodnymi vlivy.



Upozornéni: Systém STATISTICA neumoznuje provedeni metody mnohondsobného porovnavani pro ndhodné vybéry
z alternativniho rozlozeni. Pro orientaci 1ze pouzit Scheffého metodu. V nasem ptipade¢:

{n 2 {3 4
TRIDA M=,14286 | M=,22222 | M=45946 | M=,44118
A {1 0,907720 = 0,034818 | 0,060978
B {2} | 0,907720 0,173652 | 0,253566
c {3} | 0,034818 = 0,173652 0,998684
D {4} | 0,060978 = 0,253566  0,998684

Na asymptoticke hladin€ vyznamnosti 0,05 se lisi tfidy A a C.



