Testovani exponencialniho a Poissonova rozlozeni

Test dobré shody
Testujeme hypotézu, ktera tvrdi, Zze nahodnywyq, ..., X, pochazi
z rozlozeni s distribtni funkci®(x).

Distribu éni funkce ®(x) je spojita:
data rozdlime do r tidicich intervah (uj,uj+l>,j =1,..,1

zjistime absolutnéetnost nj-tého Fidiciho intervalu;

vypocteme prav8podobnost p ze nahodna veilina X s distribéni funkcid(x)
se bude realizovat v j-térfidicim intervalu. Plati-li nulova hypotéza, pgk=p
D (Uj+1) - D(W)

Distribu éni funkce ®(x) ma nejvysSe spéetné mnoho bodi nespojitost
misto tidicich intervah pouzijeme variantyp, j=1, ..., 1;

pro variantu ¥ zjistime absolutnéetnost i

vypocteme pravdpodobnost p ze nahodna veiina X s distribdni funkcid(x)
se bude realizovat variantoy XPlati-li nulova hypotéza, pak

pj = (D(X[j])— ||rxn 3[3](_)() = P(X = X[j]) .

; _ 2
Testova statistikak = ZW :
=1 j
Plati-li nulova hypotéza, pak Kx*(r-p-1), kde p je pet odhadovanych
parametit daného rozlozZeni. (N&poro normalni rozloZzeni p = 2, protoZe z dat
odhadujeme gtdni hodnotu a rozptyl.)
Nulovou hypotézu zamitame na asymptotické hkadiiznamnosti, kdyz K>
le-a(r'p_l)'
Aproximace se povazuje za vyhovujici, kdyzmap, j=1, ..., 1.

Upozornéni: Hodnota testové statistiky K je silzavisla na volb téidicich
intervali. Navic g nesplréni podminky np>5, j = 1, ..., r jefeba gkteré
intervaly resp. varianty stovat, coz vede ke ztgainformace.
Jednoduchy test exponencialniho rozlozeni (Darlingy test)

Testujeme hypotézu, ktera tvrdi, Zze nahodnywyq, ..., X, pochazi

z exponenciélniho rozloZeni. Oznae M vyksrovy praimsr a S vyberovy
rozptyl tohoto ndhodného vitu. Vime, Ze sedni hodnota nahodné vty X
~ Ex(.) je E(X) = 1k a rozptyl je D(X) = (% Test zaloZime na statistice
(n-1)s?

K= —, ktera se v fipact platnosti H asymptotickyidi rozlozenim?(n-




1). Kriticky obor: W =(0,x%2(n ~1)) 0 (xa/2(n - 1),0) . Jestlizek OW, Hy

zamitdme na asymptotické hlaglivwznamnosti.

Jednoduchy test Poissonova rozlozeni

Testujeme hypotézu, ktera tvrdi, Ze nahodnywy, ..., X, pochazi

z Poissonova rozloZeni. Ozmae M vytsrovy primér a S vybsrovy rozptyl
tohoto ndhodného vyhu. Vime, Ze sedni hodnota ndhodné vty X ~ Po(.)

_ 2
je E(X) =A a rozptyl je D(X) =\. Test zalozime na statistiee= (n NT)S , ktera

se v ffipack platnosti H asymptotickyidi rozloZzenim

%(n-1). Kriticky obor: W = (0,x%2(n-1)) 0 (x%-a/2(n = 1).0).



Priklad 1.: V systému hromadné obsluhy byla sledovana dobalop30
zakaznik (v min). Vysledky jsou uvedeny v tabulce rozloz&sthosti:

Doba obsluhyPatet zakaznii
(0, 3] 14

(3,6] 16

(6,9] 10

(9,12] 9

(12,15] 8

(15,18] 5

(18,21] 3

(21,24] 5

Na asymptotické hladévyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, Ze dany n&hodn
vybér pochazi z exponencialniho rozlozeni. PouZijte:

a) test dobré shody,

b) Darlingiv test exponencialniho rozlozZeni

Resen:
Testujeme kgt nahodny vybr X, ..., X7 pochazi z EX() proti Hy: non H.
Ad a) Nejprve odhadneme paranmiegxponencialniho rozlozeni:

N 1 =01122

M LIsonx; = = (14015+16045+... +5(225)
n i 70

Pravd&podobnost, Ze ndhodna thia s rozloZzenim EXj, kded = 0,1122 se
bude realizovat v intervally, u,.,) je

P = (D(Uj+1) - (I)(Uj), J =1, ..1, kdedb(x):l—e‘“.

Vypocty potrebné pro stanoveni testoveé statistiky K @adéme do tabulky.
ui) X [0 (P np
(0,3] |1,5]| 140,285820,0033
(3,6] |4,5|160,2041 14,2871
6,9 |7,5]|100,145810,2044
(9,12] |10,59 |0,10417,2884
(12,15]| 13,58 |0,07445,2056
(15,18]| 16,55 |0,05313,7181
(18,21]| 19,53 |0,03782,6556
(21,24]| 22,55 |0,02711,8967

Podminky dobré aproximace nejsou g$pin slowime tedy intervaly (15,18],
(18,21] a (21,24].



(uj !uj+1> X [N B npg (nj - nQ)Z/ np
(0,3] |1,5]| 140,285820,00331,8017
(3,6] 4,51 160,2041 14,2871 0,2054
(6,9] 7,51 100,1458 10,2044 0,0041
(9,12] | 10,59 |0,10417,2884 | 0,4020
(12.15] | 13,58 |0,07445,2056 | 1,5000
(15,24] | 19,513|0,11818,2704 | 2,7047

Testova statistika K=1,8017 + ... + 2,7047 = 6,6XM86,p=1,r—p—-1=4,
1 oed4) = 9,4877.
Testova statistika se nerealizuje v kritickém obote (9,4877), na

asymptotické hladigivyznamnosti 0,05 nelze zamitnout hypotézu, Ze doba
obsluhy se&idi exponencialnim rozlozenim.

Ad b) Darlindiv test exponencialniho rozlozZeni je zaloZen nassitzd

_a\e2
K:(anz)S

r(n-1).

Kriticky obor: W = (0,x%ar2(n = 1)) 0 (X*1-ar2(n = 1),e0).

Nejprve musime vypitat realizaci vybrového ptiméru a vylErového rozptylu:
m =%(14EL5+16D4,5+... +5[225) = 89143

, kterd se v fipact platnosti H asymptotickyidi rozlozenim

s? = é[19[@15 -89143° +16[{45-89143" +... +5({225- 8,9143)2] = 411447

(h-1)S* _ 691411447
M? 89143

Kriticky obor:

W = <0,X2a/2(n —l)> a <X21—a/2(l’l —1),00) = <0,X20,025(69)> O <X20,975(69),00) =

=(0:47,9242) [ (938565x) '

Ho zamitdme na asymptotické hlaglwyznamnosti 0,05.

K=

=357265,



Reseni pomoci MATLABU:

Ad a)

Zadame vektor mezi uj = [0:3:24], vektotet: xj =[1.5:3:22.5]" ,vektor
pozorovanycltetnosti nj=[14 16 10 9 8 5 3 5]'. Celkovy rozsatuboru je n =
sum(nj) (n=70) a parametr lambda = n/sum(nj*xgnibda=0,1121).
Vypocteme teoretickéetnosti npj=n*diff(expcdf(uj,1/lambda))

ProtozZe nejsou spiny podminky dobré aproximace pro poslednitervaly,
je treba je slotit do jednoho.

Zadame novy vektor uj=[0 36 9 12 15 24] a neektor pozorovanych
cetnosti nj=[14 16 10 9 8 13]..

Znovu vypa@teme teoretickéetnosti npj=n*diff(expcdf(uj,1/lambda)).

Nyni jiz jsou splgny podminky dobré aproximace.

Vypocitdme testovou statistiku K=sum((nj-npj). 2./npRaantil

X%« (r—p-1) = x%0ss(4) pomoci funkce chi2inv(0.95,4).

ProtoZe testova statistika K = 6,6178 se nereaizuqritickém

oboruw =(9,4877,»), Hy nezamitame na asymptotické hladiyznamnosti

0,05.

Ad b)

Zadame vektor mezi uj = [0:3:24], vektotext: xj =[1.5:3:22.5]" a vektor
pozorovanycletnosti

nj=[14 16 10 9 8 5 3 5]'. Celkovy rozsah soubmm = sum(nj)
Vypocéteme piimér m=sum(nj*xj)/n. Dostaneme 8,9143.

Vypocteme rozptyl skv=sum(nj™*(xj-m).*2)/(n-1). Dostanem1,1447.
Vypocteme testovou statistiku K=(n-1)*skv/m”2. Dostamled,7265.
Nakonec stanovime kvantily’az(n —1) = x%0025(69) @ x%-as2(n —1) = x20975(69):
chi2inv(0.025,69) a chi2inv(0.975,69).

Dostaneme 47,9242 a 93,8565. ProtoZe testovatistafimti do kritického
oboru, na asymptotické hladinyznamnosti 0,05 zamitame nulovou hypotézu.

Samostatny Ukol:Vypoctéte p-hodnotu pro Darlinty test exponencialniho
rozlozeni.

Pro oboustrannou alternativu sefta podle vzorce p = 2mid{(K), 1- ®(K)},
kde ® je distribwni funkce rozlozeni, kterym s@li testova statistika, kdyzoH
plati. (p = 0,0006).



a4 v s

Pozorovam bon prov&do celkem 15 dﬁn(tj 360 h) a vysledky jsou uvedeny
v tabulce:

Pxetvlakizal hodiny0 |1 |2 | 3| 4| 5| 67avic
cetnost 27193|103|58|50(21|6|2

Na asymptotické hladévyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, Zéqio
prijizdgjicich vlaki za 1 h sé&idi Poissonovym rozlozenim, a to a) testem dobreé
shody, b) jednoduchym testem Poissonova rozlozeni.

Reseni

Testujeme kgt nahodny vybr X, ..., Xsgo pochazi z Pa&{ proti H;: non H.

Ad a) Nejprve odhadneme paranmefPoissonova rozlozeni:

=m== Zn X[ = (27[o+93|1+ +200)=23

Pravcépodobnost, Ze ndhodna tia s rozloZzenim Paj, kdei = 2,3 bude
nabyvat hodnot 0, 1, ..., 7 a vic je
N, 23
p, :Fe A —Te ®j=0,1,...6p, =1-(p, +p, ... + D).
Vypocdty potrebné pro stanoveni testoveé statistiky K wddéme do tabulky.

B np

27 | 0,100336,093Z
93 | 0,230683,0143
103/ 0,2652 95,4665
58 | 0,2033873,1910
50 | 0,116943,0848
21 | 0,053819,3590
6 |0,02167,4210
avig2 ]0,00943,3703

N O gRWNERO|IT

Podmlnky dobré aproximace nejsou gpin slowime tedy varianty 6 a 7 a vic.
nop oA |[(ny-np)7ng
0 27 | 0,100336,0932 2,2909
1 93 | 0,230683,01431,2012
2 103 0,2652 95,4665 0,5945
3 58 | 0,203373,19103,1529
4
5
6

—

50 | 0,116943,08481,4887
21 | 0,053819,35900,1391
avig8 |0,030010,79120,7220

K =2,2909 +1,2012 + ... + 0,7220 =9,5892, r=Z b, r— p — 1 = 5% ¢55)
=11,0705.



Protoze 9,5892 < 11,0705, nulovou hypotézu nezamitda asymptotické

a4 N ye

vlaki za 1 h se ri&di Poissonovym rozloZzenim.

(n-1)s?
M

Ad b) Test je zaloZen na statistite= , ktera se v fipact platnosti H

asymptotickyidi rozlozenim®(n-1).

Kriticky obor: W = (0,xa/2(n = 1)) 0 (X *1-ar2(n = 1),e0).

Nejprve musime vypitat realizaci vybrového ptiméru a vylErového rozptylu:
m =$(27m+9311+...+2w)= 23

s? = 3; [27[@0— 23)° +93[f1- 23)° +...+ 207 - 2,3)2] = 2121448
« = (n-1)s° _ 359r2121448_ 3311304
M 23 ’
Kriticky obor:
W = <0,X2a /2(I’l —l)> [ <X21—a 12 (I’l - 1),00) = <0,X20,025(359)> [ <X20,975(359),00) =
=(0,3084) 0 (4134,)

Ho nezamitame na asymptotické hladuyznamnosti 0,05.

Redeni pomoci MATLABuU:

Ad a) Zadame vektor xj = [0:7] a vektor pozorovahyetnosti

nj =[27 93 103 58 50 21 6 2].

Celkovy rozsah souboru je n = sum(nj) a odhad panantlambda:
lambda=sum(nj™*xj)/n.

Vektor pravépodobnosti: pj=poisspdf(xj,lambda).

Posledni pravtpodobnost musime nahradit disigtm do jedné:
pi(8)=1-sum(pj(1:7))

Vypodéteme teoretickéetnosti npj=n*pj

ProtoZe nejsou spdny podminky dobré aproximace pro variantu 7 ajeic,
treba slodit varianty 6 a 7 a vic do jedné.

Zadame novy vektor xj = [0:6] a novy vektor pozeanychcetnosti
nj =[27 93 103 58 50 21 8J.

Znovu vypa@teme vektor prawpodobnosti: pj=poisspdf(xj,lambda).
Posledni prawtpodobnost musime nahradit dititm do jedné:
pi(7)=1-sum(pj(1:6))

Vypocéteme teoretickéetnosti npj=n*pj

Nyni jiz jsou splgny podminky dobré aproximace.

Vypocitdme testovou statistiku K=sum((nj-npj). 2./npRaantil
X1« (r—p-1) = x%0ss(5) pomoci funkce chi2inv(0.95,5).



ProtozZe testova statistika K = 9,582 se nerealiziljatickém
oboruw =(110705«), Hy nezamitame na asymptotické hladuyznamnosti

0,05.

Ad b) Zadame vektor xj = [0:7] a vektor pozorovahyetnosti

nj =[27 93 103 58 50 21 6 2].

Vypocteme ptimér m=sum(nj*xj)/n. Dostaneme 2,3.

Vypocteme rozptyl skv=sum(nj™*(xj-m).~2)/(n-1). Dostanerd,1215.
Vypocteme testovou statistiku K=(n-1)*skv/m. Dostane33&,1353.

Nakonec stanovime kvantilyfa2(n —1) = x%0025(359) a X?1-ar2(n —1) = X?0075(359):
chi2inv(0.025,359) a chi2inv(0.975,359).

Dostaneme 308,4 a 413,4. ProtoZe testova statrstjgati do kritického oboru,
nelze na asymptotické hladimyznamnosti 0,05 zamitnout nulovou hypotézu.

Samostatny Ukol: Vypoctéte p-hodnotu
a) pro test dobré shody (p = 0,0877),
b) pro jednoduchy test Poissonova rozlozeni (R9&N).



DalSi moznosti o¥fovani exponencialniho rozlozeni:
vyuziti funkce probplot (pravgbodobnosté — pravé@podobnostni graf),

Kolmogoroviv — Smirnowiv test (funkce kstest).

Pouziti K-S testu

Vygenerujeme 100 hodnot z exponencialniho rozloggrarametrem 2:
x=exprnd(2,100,);

Provedeme porovnani vittmve distribéni funkce s distribéni funkci
exponencialniho rozlozeni Ex(2):

[h,p,ksstat]=kstest(x,[x,expcdf(x,2)])

Vyznam vystupnich paramétr

h = 0, kdyZz nezamitdme hypotézu o exponencialnaozeni Ex(2) na hladin
vyznamnosti 0,05, h = 1, kdyz tuto hypotézu zamé&am

p je odpovidajici p-hodnota

ksstat je hodnota testové statistiky.



