Prvocisla

Prvocislo je velmi dilezitym pojmem v aritmetice, zvlasté proto, ze kazdé celé ¢islo lze
jednoznac¢né zapsat jako soucin prvocisel. Existuje také hodné problémi, tykajicich se pr-
vocisel, které je jednoduché vyslovit, ale obtizné vyfesit.

Definice. Kazdé prirozené cislo n > 2 ma aspon dva kladné délitele: 1 a n. Pokud kromé
téchto dvou jiné kladné délitele nema, nazyva se prvocislo. V opacném pripadé hovorime
o sloZeném cisle.

Pro nalezeni vSech prvocisel neptrevysujici dané ¢islo n existuje jednoducha metoda
zvana Eratosthenovo sito (viz napi. [??], kapitola 1.5).
Véta. Prirozené cislo p > 2 je prvocislo, pravé kdyz plati: pro viechna celd c¢isla a,b z p|ab
plyne pla nebo p|b.
Véta (Zékladni véta aritmetiky). KaZdé prirozené cislo je mozné vyjddrit jako soucin
prvocisel. Toto vyjadrent je jednoznacné, nebereme-li v uvahu paradi ciniteli.

Prazdny soucin je roven ¢islu jedna (1 = pf,i € N), kazdé prvocislo je pak soucin
jednoho prvocisla. Pomoci rozkladu na soucin prvocisel lze urcit i idaje tykajici se délitelt
daného disla.

Veéta. 1. Jsou-lipy,...,pr navzdjem ruznd prvocisla a ny,...,n, € Ny, je kaZdy kladny
delitel ¢isla a = py* - -+ - pp* tvaru pi™ - - - pp*, kde my,...,mi € Ng a my < ng,
me < Nag, ..., M < Mg

Cislo a md tedy prdvé

7(a)=(n1+1)(ng+1)----- (ng +1)
kladnych deliteli, jejichZ soucet je
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2. Jsou-li pq,...,pr navzajem ruznd prvocisla a ny, ..., ng, my, ..., mp € Ny a

oznacime-li r; = min{n;, m;}, t; = max{n;, m;} pro kazdé i =1,2,... k, plati

(p?’l ..... pzk7pT1 ..... p;:'k) — pgl ..... p;;k’

[p?l ..... pz"k7p§n1 ..... pz‘lk] — pil ..... pz‘k



Véta. Mezi prirozenymi cisly existuje nekonecné mnoho prvocisel.

O rozmisténi prvocisel existuje mnoho tvrzeni, zde vSak budeme pouzivat pouze nasle-
dujici t1i.
Véta. (Cebysevova)

1. Pro libovolné prirozené cislo n > 5 existuji mezi cisly n a 2n alespon dvé prvocisla.

2. Pro kazZdé cislo n > 3 existuje mezi ¢isly n a 2n — 2 alespon jedno prvocislo.

Véta. (Dirichletova) Jsou-li a,m nesoudélnd prirozend cisla, ezistuje nekonecné mnoho
prirozenych cisel k tak, Ze mk + a je prvocislo. Jinyma slovy, mezi ¢isly 1 -m +a,2-m +
a,3-m+a,... existuje nekonecné mnoho prvocisel.

Treti tvrzeni lze vyuzit i pfi odhadu poc¢tu prvocisel, neprevysujici zadané ¢islo x.

Véta. (o hustoté prvocisel) Necht m(x) uddvd pocet prvocisel mensich nebo rovngch éislu

z € R. Pak
x

W(LU) ~ E,

tj. podil funkci m(z) a x/Inx se pro x — oo limitné blizi k nule.



