Kongruence a aritmetické funkce

Pojem kongruence poprvé zavedl Gauss ve své knize Disquisitiones Arithmeticae, vydané
roku 1801. Jedna se o velmi jednoduchy pojem, ktery je vSak v teorii ¢isel nedocenitelny.
Aritmetické funkce jsou pak prevazné aplikaci véty 77 o jednoznac¢ném rozkladu na soucin
prvocisel. Spolec¢né pak mohou vyjadfit i velmi slozité myslenky.

Definice. Jestlize dvé cela cisla a, b maji pfi déleni prirozenym cislem m tyz zbytek r, kde
0 < r < m, nazyvaji se a, b kongruentni modulo m (téz kongruentni podle modulu m), coZ
zapisujeme takto:

a=b (modm).

V opacném pripadé fekneme, ze a, b nejsou kongruentni modulo m, a piseme
aZb (modm).
Pro vytvoreni predstavy, co to vlastné kongruence je, slouzi nasledujici lemma:
Lemma 1. Pro libovolnd a,b € Z, m € N jsou ndsledujici podminky ekvivalentni:
1. a=0b (mod m),
2. a=b+mt pro vhodnét € Z,
3. m|a—b.
Shrnuti vlastnosti kongruenci uvadi nasledujici véta:
Véta. (Zdkladni vlastnosti kongruenct)

1. Kongruence podle téhoZ modulu miZeme scitat. Libovolny scitanec miZeme prenést
s opacnym znaménkem z jedné strany kongruence na druhou. Na libovolnou stranu
kongruence mizZeme pricist jakykoliv ndsobek modulu.

2. Kongruence podle téhoZ modulu muZeme ndsobit. Obé strany kongruence je mozné
umocnit na toteéz prirozené cislo. Obé strany kongruence je mozné vyndsobit stejnym
celym cislem.

3. Obé strany kongruence muzZeme vydélit jejich spolecnym délitelem, jestliZe je tento
delitel nesoudélny s modulem.



4. Obé strany kongruence i jeji modul muZeme soucasné vyndsobit timtéz prirozenym
cislem.

5. 0bé strany kongruence 1 jeji modul muzeme vydélit jejich spolecnym kladnym délite-

lem.
6. Jestlize kongruence a = b plati podle ruzniych moduli myq, ..., my, plati © podle mo-
dulu, kterym je nejmensi spoleény nasobek [myq, ..., my| téchto cisel.

7. Jestlize kongruence plati podle modulu m, plati podle libovolného modulu d, ktery je
delitelem cisla m.

8. Jestlize je jedna strana kongruence a modul délitelny néjakym celym cislem, musi byt
timto cislem delitelnd i druhad strana kongruence.

Aritmetickou funkci zde rozumime funkci, jejimz definiénim oborem je mnozina ptiro-
zenych Cisel. V predchozi kapitole jsme se setkali s aritmetickymi funkcemi 7(n) a o(n),
nyni uvedeme dalsi, které jsou v teorii Cisel dilezité.

Definice. Rozlozme pfirozené ¢éislo n na prvoéisla: n = p{*---pi*. Hodnotu Mdébiovy
funkce p(n) definujeme rovnu 0, pokud pro nékteré i plati o; > 1 a rovnu (—1)* v opa¢ném
ptripadé. Déle definujeme (1) = 1.

Definice. Necht n € N. Definujme Eulerovu funkci ¢ predpisem
o(n) ={a e N0 <a<n, (a,n)=1}
Pro jednodussi vypocet Eulerovy funkce se pouziva nasledujici véta.

Véta. Necht n € N, jehoZ rozklad je tvaru n = pi* ---p.*. Pak
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Pokud n je mocninou jednoho prvocisla, snadno lze ovérit, ze plati
So(pa) — pa _pa—l — (p o 1) _pa—l.
Dalsim dtlezitym pojmem je multiplikativni funkce.

Definice. Multiplikativni funkci pfirozenych ¢isel rozumime takovou aritmetickou funkeci,
ktera spliuje, ze pro vsechny dvojice nesoudélnych ¢isel a,b € N plati

fla-b) = f(a)- f(b).

Eulerova funkce ¢ je funkci multiplikativni. Pro vypocet kongruenci je velmi dilezita,
je tedy nutné fici proc.



Véta. Necht a,b €N, (a,b) = 1. Pak

p(a-b) = p(a) - ¢(b).
Véta (Fermatova, Mald Fermatova). Necht a € Z, p prvocislo, p{a. Pak
(1) a?'=1 (mod p).

Definice. Uplnd soustava zbytki modulo m je libovolna m-tice ¢isel po dvou nekongru-
entnich modulo m (nejcastéji 0,1,...,m — 1).

Redukovand soustava zbytki modulo m je libovolna ¢(m)-tice ¢isel nesoudélnych s m a po
dvou nekongruentnich modulo m.

Véta (Eulerova). Necht a € Z, m € N, (a,m) = 1. Pak
(2) a?™ =1 (mod m).

Pro vypocet kongruenci je dilezity takzvany rdd cisla modulo m. Jak uvidime, mé také
uzkou souvislost s Eulerovou funkci.
Definice. Necht a € Z, m € N (a,m) = 1. Rddem ¢isla a modulo m rozumime nejmensi
prirozené cislo n splnujici

a"=1 (mod m).

se k vypoctim nasledujici tvrzeni.

Lemma 2. Necht m € N, a,b € Z, (a,m) = (b,m) = 1. Jestlize a = b (mod m), pak obé
cisla a, b magi stejny rad modulo m.

Lemma 3. Necht m € N, a € Z, (a,m) = 1. Je-li 7dd ¢isla a modulo m roven r - s, (kde
r,s € N), pak 7dd ¢isla a” modulo m je roven s.

Réad c¢isla slouzi i k apravam kongruenci, nebo k vypoctim, které vedou na jejich pouziti:

Véta. Nechtm € N, a € Z, (a,m) = 1. Oznaéme r 7dd ¢isla a modulo m. Pak pro libovolnd
t,s € NU{0} plati

t — s

a=a" (modm) <= t=s (modr).
Z nasledujici véty je patrna souvislost s Eulerovou funkci, zminovana diive.
Véta. Necht m € N, a € Z, (a,m) = 1. Oznacéme r 7dd ¢isla a modulo m.
1. Pro libovolné n € NU {0} plati

a"=1 (modm) < r|n.

2. 1| p(m)
Nasledujici véta je zobecnénim predchozi véty a lemmatu 77.

Véta. Necht m,n € N, a € Z, (a,m) = 1. Je-li 7ad ¢isla a modulo m roven r € N, je vdd

¢isla a™ modulo m roven ﬁ



