Reseni kongruenci o jedné neznameé

Podobné jako feseni rovnic vede k vypoctu neznamé, teSeni kongruenci vede k urceni
hodnot, kterych neznaméa mize nabyvat. Navic se u kongruenci pohybujeme pouze v oboru
celych cisel.

Definice. Necht m € N, f(x), g(x) € Z[x]. Zapis

(1) f(x) = g(x) (mod m)

nazyvame kongruenci o jedné neznamé x a rozumime jim tkol nalézt mnozZinu resent, tj.
mnozinu vsech takovych ¢isel ¢ € Z, pro ktera f(c) = g(c¢) (mod m).
Dvé kongruence o jedné nezndmé nazveme ekvivalentni, maji-li stejnou mnozinu feseni.
Kongruence (?7?) je ekvivalentni s kongruenci f(z) — g(z) =0 (mod m).
—

€Z|x]
Co je to pocet feseni kongruence uvadi nasledujici definice.

Definice. Poctem reseni kongruence o jedné nezndmé modulo m rozumime pocet zbytko-
vych tfid modulo m obsahujicich feseni této kongruence.

Pro urceni hodnot kongruence o jedné neznamé miize slouzit nasledujici véta.
Véta. Necht m € N, f(x) € Z[z]. Pro libovolnd a,b € Z plati
a=b (modm) = f(a)= f(b) (mod m).

Podle vyse uvedené véty je FeSenim kongruence vzdy bud celd zbytkova t¥ida, nebo
zadny jeji prvek. Jeji vyuziti tedy spociva v postupném zkouseni zastupct vsech zbytkovych
tFid, a zjistovani, zda je kongruence spliiend. Pro vyssi moduly je vSak tento postup velmi
pracny.

Linearni kongruence a soustavy linearnich kongruenci

Nejdrive zjistime, kdy ma linearni kongruence o jedné neznamé reseni, a pokud ano, kolik
feseni ma. To pak vyuzijeme i u soustav linearnich kongruenci.



Véta. Necht m € N, a,b € Z. Oznacme d = (a, m). Pak kongruence
ar =b (mod m)

(o jedné nezndmé x) ma reSent pravé tehdy, kdyz d | b.
V pripadé, kdy d | b, md tato kongruence pravé d teSeni (modulo m).

Pomoci predchozi véty lze dokadzat Wilsonovu vétu, ktera udava nutnou a postacujici
podminku prvociselnosti.

Véta (Wilsonova). Prirozené ¢islo n > 1 je prvocislo, prave kdyz
(2) (n—1)!'=-1 (mod n)

Mame-li soustavu linearnich kongruenci o téze neznamé, muzeme rozhodnout o fesitel-
nosti kazdé z kongruenci. Pokud alespon jedna z nich neni fesitelna, pak ani soustava nema
feSeni. V opafném piipadé lze kazdou z kongruenci upravit na tvar = = ¢; (mod m;).

Véta. Necht c1,co jsou celd cisla, my, mo prirozend. Oznacme d = (mq,ms). Soustava
dvou kongruenct

r=c (mod my)

(3)

=cy (mod my)

v pripadé ¢; # ¢ (mod d) nemad reseni. Jestlize naopak c; = co (mod d), pak existuje celé
cislo ¢ tak, Ze x € 7 splnuje danou soustavu, pravé kdyz vyhovuje kongruenci

r=c (mod [my,msy)).
Podobnym zptisobem lze urcit i feseni soustavy o vice nez dvou kongruencich.

Véta (Cinska zbytkova véta). Nechtmy,,...,my € N jsou po dvou nesoudélnd, ay, . . ., aj, €
Z. Pak plati: soustava

r=a; (mod my)

(4)

r=a, (mod my)

ma jedin€ reseni modulo my - mg - - - M.

Kongruence vyssich stupnu

V obecnéjsim ptipadé mohou na obou stranach kongruence stat polymony téze proménné
x s celoéiselnymi koeficienty. Tuto kongruenci mtizeme snadno pfevést na tvar F(z) = 0
(mod m), kde F(z) € Z[z], m € N. Tuto kongruenci pak mtizeme fesit podle véty ?7.
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Nevyhodou vyse uvedené metody je jeji pracnost, zvysuje-li se hodnota modulu. Je-li m
slozené, m = pi* ...p*, kde p;,i € {1,2,...,k} jsou rizna prvocisla, mizeme kongruenci
F(z) =0 (mod m) nahradit soustavou kongruenci

F(z)=0 (mod pi")
(5) :
F(z) =0 (mod p;*),

kterou umime Fesit napi. pomoci Cinské zbytkové véty: v piipadé vyssich mocnin prvocisel
miizeme k TeSeni vyuzit nasledujici vétu:

Véta (Henselovo lemma). Necht p je prvocislo, f(x) € Z[z], a € Z je takové, Zep | f(a),p 1
f'(a). Pak plati: pro kazZdé n € N md soustava

(6)

pravé jedno teseni modulo p™.

Véta. Bud p prvocislo, f(z) € Z[x]. Md-li kongruence f(x) = 0 (mod p) vice nez st(f)
resent, pak jsou vsechny koeficienty polynomu f ndsobkem p.

Binomické kongruence a primitivni koreny

Definice. Necht m € N, a € Z, (a,m) = 1. Cislo a nazveme n-tym mocninnym zbytkem
modulo m, pokud je kongruence

" =a (mod m)

fesitelnd. V opacném piipadé nazveme a n-tym mocninnym nezbytkem modulo m.
Pro n = 2,3, 4 pouzivame terminy kvadraticky, kubicky a bikvadraticky zbytek, resp.
nezbytek modulo m.

Binomické kongruence je casto vhodné fesit pomoci primitivnich korent.

Definice. Necht m € N. Celé ¢islo a € Z, (a,m) = 1 nazveme primitivnim korenem
modulo m, pokud je jeho fad modulo m roven ¢(m).

Lemma 1. Je-li g primitivni koten modulo m, pak pro kaZdé cislo a € Z, (a,m) = 1
ezistuge jediné x, € Z, 0 < z, < @(m) s vlastnosti g** = a (mod m).

Pomoci primitivnich kofent a Eulerovy funkce muzeme rozhodnout, zda je dana bino-
micka kongruence fesitelna, a kolik ma feseni.



Véta. Bud m € N takové, Ze modulo m existuji primitivni koteny. Ddle mecht a €
Z, (a,m) = 1. Pak kongruence
" =a (mod m)

je Tesitelnd (tj. a je n-ty mocninng zbytek modulo m), pravée kdyz
a?™/® =1 (mod m),

kde d = (n,p(m)).
Pritom, je-li tato kongruence tesitelnd, md pravé d resend.

Je potieba védét, pro jaké moduly primitivni kofeny existuji.

Véta. Bud m € N, m > 1. Primitivni koteny modulo m existuji pravé tehdy, kdyz m
splnuge nekterou z nasledugicich podminek:

e m =2 nebom =4,
e m je mocnina lichého prvocisla
e m je dvojndasobek mocniny lichého prvocisla.

Nyni tedy vime, pro jaké moduly primitivni kofeny existuji. Obecné je ale nalezeni
primitivniho kofene pro dany modul vypocetné narocna operace. Nasledujici véta udava
ekvivalentni podminku pro to, aby zkoumané ¢islo bylo primitivnim kofenem.

Véta. Bud m takové, Ze modulo m existuji primitivnd koteny. Zapisme @(m) = ¢i* -+ - q,.*.
Pak pro libovolné g € Z, (g,m) = 1 plati, Ze g je primitivni koren modulo m, prdvé kdyz

) p(m

m )
gf(ll);lfl (mod m),...,g ®« #1 (mod m).

Kvadratické kongruence, Legendruv a Jacobiho symbol

Dtvodem pro zavedeni Lagendrova symbolu byla snaha najit jednodussi zpiisob ovéreni
fesitelnosti kvadratické kongruence 2> = a (mod p), resp. z*> + bz + ¢ = 0 (mod p), nez
jaky byl uveden v predchozi ¢asti (véta ?7).

Definice. Necht je p liché prvocislo. Legendreiv symbol definujeme predpisem

1 pta, a je kvadraticky zbytek modulo p,

a
<_): 0 p|a7
p

—1 pfta, a je kvadraticky nezbytek modulo p.

Jakym zplisobem pracovat s Legendrovym symbolem uvadi nasledujici véta:



Lemma 2. Neclht’p je liché prvocislo, a,b € Z libovolna. Pak plati:
1. (9 =a"T (mod p).

2 () = (3 1),

3.a=b (mod p) = (2) — (2)

p p/’

Vztah mezi Legendrovym symbolem a kvadratickymi kongruencemi dokladda i nasledu-
jici véta.

Véta. 1. V libovolné redukované soustavé zbytku modulo p je stejny pocet kvadratickych
2bytkid a nezbytki.

2. Soucin dvou kvadratickych zbytki je zbytek, soucin dvou nezbytki je zbytek, soucin
zbytku a nezbytku je nezbytek.

3. (=1/p) = (—1)%, tj. kongruence x> = —1 (mod p) je Tesitelnd pravé tehdy, kdy?
p=1 (mod 4).

ProtoZe kongruence z?> = 1 (mod p) je feSitelnd pro libovolné liché prvocislo p, je
Legendrtav symbol (%) = 1. Pro vypocet Legendrova symbolu je dilezita nasledujici véta:

Veta (Zékon kvadratlcke reciprocity). Necht p,q jsou riznd lichd prvocisla. Pak
1 P L
1(3) =
2 p°—1
LH=(0
3@=@«4w2

Podminku 2 predchozi véty lze ekvivalentné zapsat také takto:

(2) _J1 jelip=41 (mod 8),
P -1 jelip=43 (mod 8).

Ne vzdy se ale v kvadratickych kongruencich na pozici modulu vyskytuje prvocislo,
bylo by ale vhodné mit k dispozici podobny néastroj k rozhodnuti o fesitelnosti, resp. nefe-

Sitelnosti, takové kongruence. Takovéto rozsiteni Legendrova symbolu se nazyva Jacobiho
symbol.

Definice. Necht a € Z, b € N, 24 b. Necht b = pyps - - - pi. je rozklad b na (lichd) prvodisla
(vyjimecné neseskupujeme stejné prvocisla do mocniny, ale vypisujeme kazdé zvlast, napfr.

135 =333 -5). Symbol
6)-G) GG

Vlastnosti Jacobiho symbolu jsou velmi podobné vlastnostem Legendrova symbolu.
Nelze ale z jeho hodnoty zjistit, zda je dand kvadratickd kongruence fesitelna, je vsSak
mozné dokazat, ze TeSitelnd neni. Vlastnosti Jacobiho symbolu uvadi nasledujici véty.

se nazyva Jacobiho symbol.
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Véta. Necht a, a1, ap € Z, b, by, by € N, 24 b1by, 21 b. Pak plati:
1 ay=ay (mod b) — (%) = (%)
2 ) - () @)

) = () (3
b

Véta. Necht a,b € N jsou lichd nesoudélnd c¢isla. Pak plati:



