Uvod do teorie diferenc¢nich rovnic

a jejich reseni, Z-transformace
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1 Linearni diferenc¢ni rovnice a metody jejich Feseni

V této tvodni kapitole budeme studovat specialni tiidu diferenc¢nich rovnic, které se
nazyvaji linearni diferencéni rovnice, ptricemz pouziti termint linearni a neline-
arni je zde analogické k jejich pouziti v oblasti diferencidlnich rovnic. Z hlediska roz-
sahlosti problematiky linearnich diferenc¢nich rovnic a s ohledem na jejich aplikaci pfi
matematickém popisu riznych ekonomickych modelt, které budou dale prezentovany,
se detailné zaméfime na fesSeni linearnich nehomogennich diferen¢nich rovnic
n-tého rfadu s konstantnimi koeficienty. Jejich feseni budeme hledat jednak kla-
sickymi cestami (tj. hledéni feSeni pfislusné homogenni diferen¢ni rovnice sestavenim
charakteristického polynomu a urc¢enim jeho kotrenti, nasledované metodou odhadu par-
tikularniho FeSeni, respektive metodou variace konstant), a jednak si ukazeme elegantni
zpisob nalezeni feSeni vyuzitim operatorového poctu (tj. aplikaci Z-transformace).

Studium linearnich diferenc¢nich rovnic je duilezité z nékolika divodi. Mnoho typt
problémil jsou prirozené formulovany jako linedrni diferen¢ni rovnice. Rovnéz urcité
podskupiny tiidy linearnich diferenc¢nich rovnic, jako jsou diferen¢ni rovnice prvniho
fadu a diferencni rovnice s konstantnimi koeficienty, predstavuji rozsahlou oblast rov-
nic, které lze vyftesit explicitné. Ttida linearnich diferenc¢nich rovnic vykazuje vhodné
algrebraické vlastnosti, které dovoluji pouzit k jejich feseni maticové metody, ope-
ratorové metody, transformace, generujici funkce a podobné. Konec¢né urcité metody
analyzy nelinearnich diferenc¢nich rovnic, jako naptiklad stanoveni stability nelineadrni
diferen¢ni rovnice pomoci linearizace, zalezi na vlastnostech pridruzenych linearnich
diferenc¢nich rovnic.

1.1 Pojem diferenc¢ni rovnice
1.1.1 Definice diferenc¢ni rovnice 1. typu

Definice 1.1 Necht je funkce f(x,y, Ay, A2y, ..., A*y) definovina pro vsechna x €
M. Rovnici tvaru

f(x,y, Ay, A%, ..., Afy) =0, (1)

ve které je nezndmou funkce y = ¢(x), nazyvame diferenéni rovnici k-tého Fadu
a 1. typu definovanou v M. Partikularnim FeSenim této rovnice v M nazgvdame
kazdou funkci y = o(x), kterd pro vsechna x € M spliiuje danou rovnici. Obecnym
resenim nazyvame vzorec zahrnujici vSechna partikuldrni resend.

Poznamka 1.1 V dlohdch na diferenci a diferencéni rovnice byvd obvykle mnoZina M
(definiéni obor diference) tak zvanou diskrétni mnozinou ekvidistantnich bodu
(xo + nh), kde xy je dané cisloon = 0,1,2,... a h > 0 je libovolné cislo, zvané dife-
ren¢ni krok.

Poznamka 1.2 Aby bylo mozné dosadit Teseni p(z) do dané rovnice, musi existovat
k-td diference p(x) ve vsech x € M; k tomu je nutné, aby definiéni obor funkce p(z)
obsahoval kromé bodu x € M také body v + h,x + 2h,...,x + kh.



Poznamka 1.3 Definice je analogickd definici diferencidlni rovnice, jestliZe dife-
rence nahradime derivacemi prislusnéeho radu.

V dalsim budeme tesit difere¢ni rovnice jiného typu, nez je 1. typ. Pro jednoduchost
se predevsim omezime na diferencni krok h = 1, ¢ehoz se dosahne substituci x = ht;
defini¢ni obor pak bude mnozina ¢isel {zg, z¢ + 1,29 + 2,...} nebo specidlné mnozina
{0,1,2,3,...}, jestlize navic provedeme substituci t = x — .

Vratme se k diferen¢ni rovnici 1. typu. Dosadme za diference v rovnici vyrazy,
které jsou ve tvarech

Ay = @(x+1)—p(x),
A’y = oz +2) —2p(z + 1) + ¢(z),

k k
Afy = oz +k) - <1>g0(x +k—1)+ (2>go(x +k—=2)+... + (=)o),
Daéle zavedme obvyklejsi znaceni

So(x+j):ym+j7 j:0,1,2,...’/{},

kde index = + j znadi argument funkce. Slou¢ime-li po dosazeni ve funkci f(x,y, Ay,
A2y, ..., AFy) cleny se stejnymi indexy, dostaneme novou funkci ¢(,Ye, Yui1, Yoo,

.y Yzar)- Tak dochézime k jinému vyjadfeni diferencni rovnice, o kterém pojednava
nasledujici odstavec.

1.1.2 Definice diferenc¢ni rovnice 2. typu
Definice 1.2 Necht je pro vsechna x € M definovina funkce g(x, Y, Yoit, - - - Yoik),
kde y,+; = w(x +j),j =0,1,2,..., k. Rovnice tvaru

g(xayﬂﬁvyx-ﬂvyw—l-%'”7yw+k) = 07 (2)

ve které je nezndmou funkce y, = o(x), nazjvame diferenéni rovnici 2. typu defi-
novanou v M. JestliZe jsou v této rovnici koeficienty u y, a y,ip pro vsechna x € M
nenulové, Tikame, Ze rovnice je k-tého radu.

Poznamka 1.4 Resenim diferencni rovnice v M nazyvdme kaZdou funkci y, =
(), kterd pro vsechna x € M spliiuje danou rovnici. K tomu je nutné, aby defini¢ni
obor funkce o(x) obsahoval viechna x € M a také body x + 1,2+ 2,... ,x + k.

1.1.3 Obecné a partikularni feseni diferen¢ni rovnice 2. typu a linearné
nezavislé funkce

Definice 1.3



1. Obecnym fesenim diferencni rovnice 2. typu k-tého 7ddu budeme nazyvat ta-
kové tesent y, = p(x), které obsahuge k libovolngjch periodickiyjch funkci, na sobé
linedrné nezavislych, které se nedaji nahradit mensim poctem funkci. JesliZe de-
fini¢ni obor rovnice je jen posloupnost bodi {xo + n}>, pak obecné teseni bude
obsahovat k libovolnych linedrné nezavislych konstant Cv,Cs, . .., Cy, které se ne-
daji nahradit mensim poctem obecnijch konstant.

2. Partikularni feSeni je zvlastni pripad obecného teseni, ve kterém za obecné
periodicke funkce, respektive konstanty dosadime urcité funkce, respektive cisla.

3. Pocateéni podminky tvori k danyjch dvojic hodnot {x;, o(x;)} proj=1,2,...,
k. Funkcni hodnoty ¢(x1),p(xs),...,p(xr) pro dané rizné body xi,xa,. .., xy
z mnoziny M pouZijeme k vypoctu konstant Cy,Cy,...,Cy z obecného Tesend.
Obvykle byjvd vo =1+ 1,23 =21+ 2,..., 0, =21 + k — 1.

V Definici se setkavdme s pojmem linearné nezavislych funkci, respektive
linearné nezavislych konstant. DileZitost linedrni nezavislosti feSeni diferencni rov-
nice ozfejmime niZze. Protoze systematicky vyklad tykajici se problematiky linearné
nezavislych funkci by prerostl rAmec naseho tématu, uvedeme si zde jen struéné defi-
nici, se kterou je tésné spjat pojem linearné nezavislych funkci, respektive konstant v
obecném feseni diferencni rovnice 2. typu.

Definice 1.4 Rikdme, Ze funkce @1(x), pa(), ..., pr(x), spolecné definované pro x €
M, jsou linearné zavislé v M, jestliZe existuje aspor jedna konstanta C; # 0,5 =
1,2,...,k, tak, aby pro vsechna x € M platila rovnice

Crp1(z) + Copa(z) + ... + Cripn(z) = 0.

Neni-li tomu tak, pak Tikdme, Ze funkce p1(x), pa(2), ..., vr(r) jsou linedrné neza-
vislé v M.

Pro zjistovani linedrni nezavislosti funkei v mnoziné M = {z¢ + n}>°, se v teorii
diferenc¢nich rovnic pouziva néasledujici vlastnosti. Je-li Zle Cipi(r) =0 pro x € M,
pak plati rovnost i mezi diferencemi obou stran této rovnice (pro stejné konstanty C}),
tj. plati A™ Z;‘?:l Cipj(x) = A™0 prom = 1,2,... (nebot funkce ¢;(z) jsou definovany
ivbodech xg+1,20+2,...,20+k—1). PouZijeme-li vzorce pro diferenci sou¢tu a pro
diferenci funkce nasobené konstantou, dostaneme pro neznamé C; homogenni soustavu
k rovnic ve tvaru

k
21 Cj(tpj(‘r) =0,

J
k
3 gy () =0, o

. :
Z CjAkil(pJ‘(fL’) =0.
=1
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Pro funkce ¢;(z) linedrné nezavislé v .M smi mit pouze nulové (trividlni) FeSeni
aspon pro jedno x € M. Podle vét z linearni algebry to nastane pravé tehdy, kdyz
determinant matice soustavy bude rtizny od nuly. Tim jsme dokazali nasledujici vétu.

Véta 1.1 K tomu, aby funkce v1(x), p2(x),...,ox(x) byly linedrné nezdvislé v mno-
Ziné M = {xo +n},, staci, aby byl aspon pro jedno x € M determinant
pr(z) o g(a)
wo| B o daw |
A () L A (a)

Podobné, nahradime-li v soustavé diference hodnotami funkci v bodech = + j, a
dosadime-li z predchézejici rovnice za prislusnou sumu nulu, potom leva strana druhé
rovnice da 3° Cjlp;(z + 1) — ¢;(2)] = X Cjp;(x +1) = X Cip;(x)] = X Cjpi(x + 1)
atd. Tak dostaneme pro neznamé C; soustavu ve tvaru Y.F , Cipi(x +j) = 0, j =
0,1,2,...,k — 1. Odtud vyplyva nasledujici véta.

Véta 1.2 K tomu, aby funkce v1(x),p2(x), ..., op(z) byly linedrné nezdvislé v mno-
zZiné M = {xg +n}2,, staci, je-li aspon pro jedno x € M determinant
p1(z) s or(z)
— g&l(x.—i- 1) ) cpk(x.+ 1) L0, @
@t h—1) ... op(et+k—1)

Poznamka 1.5 V teorii diferencnich rovnic bjvd determinant nazyvdn Casora-
tian. Casoratian hraje pri studiu linedrnich diferencnich rovnic podobnou roli jako
Wronskian u linedrnich diferencialnich rovnic.

1.2 Linearni diferenc¢ni rovnice
1.2.1 Pojem linearni diferen¢ni rovnice

Nyni se budeme zabyvat diferenéni rovnici 2. typu s defini¢nim oborem M = {x¢, zo +
Lzg+2,...},tj. h = 1,2 = 29+ n, kde n = 0,1,2,.... V tomto pfipadé obecné
periodické funkce jsou obecné konstanty C4,Cs, ..., Cy.

Definice 1.5 Diferencni rovnice tvaru

ao(2)ys + a1(2)ye i1 + 02(2)Yas2 + -+ ar(2)Yarn = f(2), (5)
kde f(x),ao(x),a1(x),as(x),...,ar(z) jsou libovolné funkce proménné x definované
v M, pricemZ ap(z) # 0 a ax(x) # 0 pro x € M, nazgvime linearnimi dife-
ren¢nimi rovnicemi k-tého fadu s nekonstantnimi koeficienty a pravou stranou;
ag(x),a1(z), az(x), ..., ax(x) nazgvame koeficienty, f(x) pravou stranou.
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Poznamka 1.6 Jestlize vSechny funkce ao(x),a:(x),as(x),. .., ax(x) jsou konstanty,
rikame, Ze rovnice md konstantni koeficienty; pak budeme znacit ag(x) = ag,ai(x) =
ar,as(x) = ag, ..., ar(xr) = ay.

Poznamka 1.7 Jestlize f(x) =0 pro x € M, fikame, Ze rovnice je bez pravé strany,
nebo Ze je homogenni. V opacném pripadé mluvime o nehomogennich rovnicich
nebo o rovnicich s pravou stranou.

Homogenni, respektive nehomogenni diferen¢ni rovnici mizeme ekvivalentné
vystihnout relaci ve tvaru

Oaj(x)ymﬂ- =0, (6)

k
7=

respektive
k
> aj(@)yerj = f(). (7)
j=0

1.2.2 Obecné vlastnosti linearni diferen¢ni rovnice

Véta 1.3 (Existen¢ni véta pro linearni diferenéni rovnici). Necht je ddano k hodnot y..,
Yerl, Yer2s - - s Yerk—1 U k po sobé jdoucich bodech z definicniho oboru M linedrni dife-
rencni rovnice k-tého radu. Potom existuje v M jediné Teseni rovnice , ktera na-
byva predepsanych hodnot ye, Yeir1, Yer2, - - - s Yerk—1 v danych bodech c,c+1,c+2, ... c+
k—1.

Dikaz. Dikaz provedeme tiplnou indukei. Pfedpokladejme, ze M = {xq, zo + 1,20 +
2,...} adany bod c lze psat ve tvaru ¢ = z9 + N, kde N je jisté nezédporné celé ¢islo.
Nejprve dokézeme, Ze feSeni (tj. posloupnost) existuje pro x > ¢ + k; k tomu nejdiive
nalezneme ... Do dané rovnice dosadime = = ¢, ¢imz dostaneme

ao(€)ye + a1(c)Yet1 + a2(C)Yer2 + - .. + ar(C)yYerr = f(c).

Protoze a(c) # 0, mizeme jednozna¢né vypocitat y.., nebot hodnoty ye, yei1, Yer2,
-y Yerk—1 jsou predepsany. Tak dostaneme

Yotk = akl(c)[f(C) — ao(c)ye — a1()Yer1 — a2(C)Yer2 — -+ — ap-1(C)Yerr-1]-

Predpokadejme, ze lze takto jednoznacné vypocitat hodnoty yeir, Yerkt1, Yerks2s - - -
Yerr, kde K > k. 7 toho dokdzeme, Ze lze jednoznacné vypocitat i y.. ki1, a to
nasledovné. Dosadime do dané rovnice g = ¢+ K —k+1 (x € M); protoze K —k > 0,
je o > c+ 1. Cili

ao(70)Ywo + a1(20)Yzo+1 + @2(20)Yzot2 + - - - + @ (20)Yworr = f(20).
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Protoze podle predpokladu je ax(zo) # 0, 1ze jednozna¢né vyjadiit y,,.r nasledujici
relaci ve tvaru

1

7[f($0) - @0(%)%0 - al(xO)ymo—f—l — .. ak—1($0>yxo+k—1]-
ak(ﬂﬁo)

Yzo+k = Yzo+K+1 =
Protoze xg > ¢+ 1, g+ k — 1 > ¢+ k; jsou tedy hodnoty .., Yzo+1, - - - s Yzo+k—1 Podle
indukéniho predpokladu jednoznacné urceny. Tim jsme dokézali, Ze Teseni existuje, a to
jediné, pro vSechna xy > c+1. Nyni vypocitame feseni proz = c—N,c—N—+1,...,c—1.
Dosadime do (7)) z = c—1 € M, tedy

ap(c = 1)ye—1 + a1(c — Dye—1 + ag(c — D)ye—1 + ... + ag(c — Dy = f(c—1).

Odtud muzeme jednoznacéné vyjadrit y. 1, protoze v diferen¢ni rovnici predpokladame
ag(c—1) # 0. Déle, dosadime-li x = ¢ — 2, vypocitame podobné y. 5 atd., az po N (po
kone¢né mnoha) krocich vypocitdme y. N = vz, - [ |

Poznamka 1.8 7 dikazu Vety neplyne navod, jak vypocitat resent linearni dife-
rencni rovnice; ostatné pri nekonecném oboru M tento postup neni proveditelny.

Poznamka 1.9 Véta plati @ pro homogennit diferencni rovnici (@; v tomto pripadé
je vsude v dikaze f(x) =0, a tedy

k—1
—a;(c)
Ytk = Yestj-
AP PR
Obdobny tvar maji © Yeigr1,---, @ tak€ Ye_1,...,Ye_nN-

Poznamka 1.10 Jestlize vsechny dané hodnoty y., . .., Yerrr1 byly nuly, pak i ostatni
vypoctené hodnoty jsou nuly (viz Véta . Jestlize aspon jedna z danych hodnot neni
nula, pak samoziejmé i celé TeSent {Ye_ N, Yeo1sYes -« s Yotk Yerkils - - -} NENT Po-
sloupnost samych nul.

1.2.3 Homogenni diferen¢ni rovnice; fundamentalni systém reseni

« e .. . . k . P
Véta 1.4 Homogenni linedrni diferencni rovnice 327 aj(T)Ypr; = 0 mad vidy tzv.
trividlni teseni y, = 0 pro x € M.

Dikaz. Jestlize pro vsechna z € M je y, =0, je tedy y,4+; =0 pro j =0,1,2,... K,
z ¢ehoz vyplyva, ze

k
Z a; ('x)yx-i-j =0.
j=0
[ |

Véta 1.5 Necht o(x) je partikuldrni tesend linedrni homogenni diferencni rovnice tva-
U Z?:o aj()Yst; = 0 a necht C je libovolnd konstanta. Potom funkce y, = Cp(x) je
takée resenim linedrni homogenni diferencni rovnice.
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Duikaz. Vime, ze Y-¥_ a;(z)¢(z+j) = 0. Chceme dokazat, ze -5 a;(x)[Co(z+j)] =
0. Ale to je zfejmé, nebot

k k
Z z)[Co(z +7)] =C> aj(x)p(z+j)=C.0=0.

Jj=0
[ |

Poznamka 1.11 Obecné plati, Ze je-li p(z) FeSenim rovnice (6)), je i funkce p(z)p(z)
fesenim rovnice () [p(x) je libovolnd periodickd funkce s periodou 1), nebot p(x+j) =
p(x) lze vytknout pred sumu, p(x) Y5_ga;(z)e(x + 7).

Véta 1.6 Necht p1(x) a po(x) jsou partikularni vesend linedrni homogenni diferencni
rovnice Y-%_o a;(2)ya1; = 0. Potom funkce y, = @1(x) + p2(x) je také Fesenim linedrni
homogenni diferencni rovnice.

Duikaz. Vime, ze plati 37_ga;(z)e1(z + j) = 0 a 35_ga;(z)gz(z 4 j) = 0. Mame
dokézat relaci 35_g a;(x)[¢1(x 4 j) + @2(z + j)] = 0. Ale to je zfejmé, nebot

k k
Z z)[p1(x + J) + oz + )] Z z)p1(z + 5) +Za,] Jp2(r+7) =0+0=0.
=0 =0 =0
|

7 Vét a plyne, ze nalezneme-li k& partikuldrnich feSseni homogenni rov-
nice ¢1(z), 2(x), ..., vr(z), pak funkce y, = Cip1(x) + Copa(z) + ... + Crpr(z),
kde C4,C5, ..., C} jsou libovolné konstanty, je také fesenim linearni diferecni rovnice
Z?:O a;(7)Yz1j = 0.

V dalsim budeme Fesit problém, jak nalézt tzv. linearné nezavisla feseni ¢, (),
@2(x), ..., pr(x); pak totiz funkce y, = Y5, Cj¢;(x) bude predstavovat obecné feseni.
To je predmétem Definice a Poznamky [I.12]

Definice 1.6 Rikdme, Ze funkce p1(x),02(2),. .., o(x), které jsou partikuldrnim fe-
senim linedrni diferencni rovnice Z?:o aj(%)Yptj; = 0 v mnoZine M = {xo+n};>, tvori
fundamentalni systém fesSeni, jestlize jsou funkce pi(x), po(z), ..., or(x) linedrné

nezavislé v M.

Poznamka 1.12 Na zdkladé Véty je fundamentdlni soustava Teseni mnoZina ta-
kovych funkci p1(x), po(2), ..., pr(x), pro které je v M = {xo +n}2, determinant W
ruzny od nuly, tj.

e1(x) p2() e wr(z)
wo| PEED ety el |
(pl(:c—l—.k:—l) gog(:z:—i—.k—l) gok(:c—i-.k:—l)



1.2.4 Obecné feseni homogenni diferenc¢ni rovnice

Véta 1.7 Necht funkce p1(x), po(z), ..., or(z) tvori fundamentdlni systém teSent li-
nedrni homogenni diferencni rovnice Z?:o aj()Ystj = 0 v M. Necht p(x) je libovolné
partikuldrni Tesent linearni homogenni diferencni rovnice Z?:o aj(T)Ypr; = 0 v M.
Potom ezistuji konstanty Cy, Cs, ..., Cy tak, Ze pro x € M = {xo + n}S, plati

p(z) = 2_:1 Cjpj(x). (8)

Dukaz. Protoze M = {x¢,x0 + 1,20 + 2,...}, lze k vypoctu konstant C; utvorit
nasledujici linearni soustavu k£ rovnic

ZOJ‘%‘(%) = (o),

J=1

k
> Cipj(wo+1) = p(xo+1),

J=1

k
ZCjQOj(iCo‘f’k—l) = QO(CC()—Fk'—l)

J=1

Podle predpokladu je determinant matice soustavy nenulovy, tedy existuje jediné reseni
T, C5, ..., Cy. Tim jsme dokézali, ze ¢(x) = ;?:1 Crj(z) pro body xg, 29 + 1,20 +
2,...,x0 + k — 1. Zbyva ovéfit, ze i pro ostatni € M plati p(z) = ;?:1 Crpj(x).

Utvoime pro x € M funkci
k
9(x) = p(x) = Y_ Ciep;(x).
j=1

Tato funkce je podle Vét a také partikuldrnim feSenim linedrni homogenni
diferen¢ni rovnice Z?:o aj(%)Yzt; = 0 pro x € M. Z vypoctu konstant Cy,C5, ..., C}
vyplyva, Ze funkce g(x) nabyva ve vSech bodech xg, xo+1,20+2, ..., 20+ k —1 hodnot
0. Vezmeme-li tyto hodnoty v £ po sobé jdoucich bodech za pocatecni podminky, pak
z existencni véty (viz Véta(l.3)) vime, Ze jimi je uréeno jediné partikuldrni feseni, coz je
pravé g(z), a Ze toto FeSeni je podle Poznamky trivialni, tj. Ze pro vSechna z € M

je g(z) = 0, a to jsme méli dokazat. [ |
7 véty lze odvodit, jak vypadd obecné FeSeni linearni homogenni dife-
renc¢ni rovnice; sta¢i nalézt k nezavislych partikularnich feseni ¢y (), po(z), . . ., pr(x)

a pak obecné Teseni jsou funkce tvaru

Yz = 01@1(1') —+ OQQOQ(ZL‘) 4+ ...+ C’kgok(x),

kde C1,Cs,...,Cy jsou libovolné (obecné) konstanty (respektive obecné periodické
funkce s periodou 1).



1.2.5 Linearni nehomogenni diferen¢ni rovnice (linearni diferenc¢ni rovnice
s pravou stranou)

Nyni si uvedeme vétu, ktera bude predstavovat navodem, jak lze nalézt obecné Teseni
linearni nehomogenni diferenc¢ni rovnice.

Véta 1.8 Necht Y, = YF_, Cjp;(x) je obecné Feseni linedrni homogenni diferencni
rovnice Y t_o a;(x)ys+; = 0; necht Z, = (x) je partikuldrni vesend linedrni nehomo-
gennd diferencni rovnice Y5_ga;(x)y.+; = f(x) s pravou stranou f(z). Potom obecné
resent linedrni nehomogenni diferencni rovnice je funkce

Dikaz. Mame dokazat, ze jednak y, je feSeni a ze jednak je to obecné feseni linearni
nehomogenni diferen¢ni rovnice. Nejprve ovéfime dosazenim, Ze vy, je feSenim rovnice

@, cili
k k k
Z y:}c+] Zaj(x x+]+w x+] Za] x+j+zaj<x)w<x+j)'
=0 j=0 Jj=0

Prvni suma je rovna nule, protoze Y, ; je feSenim linedrni homogenni diferen¢ni rovnice,
druha suma je rovna funkci f(z), protoze ¥ (x) byla feSenim linedrni nehomogenni
diferen¢ni rovnice. Tedy dosazenim jsme dostali, ze 0 + f(x) = f(z), coz znadi, ze y,
je TeSenim rovnice Z?;o aj(%)Ys+; = f(x). Nyni dokdzeme, ze je to obecné TeSeni, t;j.
ze libovolné Feseni rovnice (7)) mé tvar jako y,. Nechf 1 (z) je libovolné feseni linedrni
nehomogenni diferen¢ni rovnice; pak funkce 11 (x) — () je feSenim prislugné linedrni
homogenni diferen¢ni rovnice, nebot

k k
Zaj Vb (x + 7) — w(x + 5)] Z o)i(z +7) = > aj(z)(z+ j) = 0.
= =0

Tedy existuji konstanty C},Cs, ..., C} takové, ze ¢ (z) —(x) = 5?:1 Cpj(x), neboli
Y1(z) = Y, —(x). Z toho plyne, ze obecné feseni linedrni nehomogenni diferen¢ni
rovnice jsou funkce tvaru

. = ;Cj%’(l’) + ().

1.3 Reseni linearni homogenni diferenc¢ni rovnice s konstant-
nimi koeficienty

Hledejme netrivialni feseni linearni homogenni diferen¢ni rovnice s konstantnimi koefi-
cienty tvaru

oYz + @1Yer1 + @2Yzy2 + ...+ axYzir = 0, (10)
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kde ag, ay,as,...,a; jsou dané konstanty, ag # 0, ax # 0, a to pro x = x9 + n,
n = 0,1,2,.... Predpokladejme, Ze partikularni feseni rovnice lze psat ve tvaru
y: = A7, kde A je jista konstanta. Tuto konstantu A vypocitame dosazenim y, = A* do

(10), cili

aoA" + a N 4 a2 g\ =0,

Protoze hledame netrivialni feseni, je A* # 0 a mizeme predchozi rovnici délit funkeci
A*. Tak dostaneme

aop + e\ + as\? 4+ ...+ ap\F = 0. (11)

Rovnice neobsahuje proménnou z; je to algebraicka rovnice k-tého stupné (ay # 0)
pro nezndmou A; rovnice (11) mé nejvySe k-redlnych kofenil, a to nenulovych, nebot
ag # 0. Tedy lze vyhovét predpokladu, Ze feseni ma tvar A\*, kde A je konstanta, a to
tehdy, vezmeme-li za A néktery koren rovnice ([L1)).

Protoze k nalezeni obecného feseni rovnice je tfeba nalézt k linearné nezavislych
partikularnich feseni, budeme se v dalsim zabyvat problémem, jak nalézt fundamentalni
systém Teseni v zavislosti na charakteru kofenti rovnice ; kofeny algebraické rovnice
mohou byt realné jednoduché, realné vicenasobné, imaginarni jednoduché a imaginarni
vicenasobné.

Definice 1.7 Rowvnici
k .
Z CL]‘/\J = 0 (12)
§=0

nazyvame charakteristickou rovnici linedrni homogenni diferencéni rovnice s kon-
stantnimi koeficienty tvaru

k
> ajy.4j = 0.
=0

V dalsim budeme probirat riizné varianty, které vznikaji reseni charakteristické rovnice.
Ke zjisteni fundamentalniho feseni budeme v navazujicim vykladu potiebovat tvrzeni
nasledujici véty.

Véta 1.9 Funkce A\{,\5,... A pro \; # X\, kde 1,5 = 1,2,... k, jsou linedrné nezd-
vislé v mnoziné M = {xo + n},.

Dukaz. K dikazu budeme vysetfovat podle Véty determinant D, ktery je v nasem
pripadé vystizitelny relaci ve tvaru

Az XX
)\erl )\:r+1 >\m+1
1 2 P k
x+2 42 x+2
D—| X\ A2 LN
z+k—1 z+k—1 z+k—1
AT AL DY
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7 vlastnosti determinantt vyplyva, ze mtzeme z kazdého sloupce vytknout pred de-
terminant spolecného délitele A7. Tak dostaneme

11 .1
A A A

D=XNX .. A A A A = (AL A)TDL
AT AT X!

Protoze funkce (A Ay ... A\x)* # 0 pro vSechna x, sta¢i dokazat, ze determinant D} (tzv.
Vandermonduiv) je rizny od nuly. K tomu pouZijeme véty, Ze determinant se nezméni,
pricteme-li k jednomu rfadku nasobek jiného radku. Nasobime tedy prvni fadek ¢islem
(—A1) a pri¢teme prvni fadek k druhému fadku, ndsobime druhy Fadek ¢islem (—A;) a
seCteme druhy fadek se tfetim fadkem atd., az (k — 1)-ni fadek nasobime ¢islem (—A;)
a seCteme posledni dva rfadky. Obdrzime

1 1 1
0 A2 — Ao A — A\

Di=|0  A(Aa— ) Me(Ae — A1)

0 M2 — A1) ME=2(00 — A1)

Rozvineme-li determinant Dj podle prvniho sloupce a vytkneme-li nasledné z kazdého
sloupce spolecného délitele, ziskame vyraz

1 1 1

Ao A3 Ak

Dy =X = AM)(As = A1) ... (A — Ap) YYEDY A
)\15.—2 )\lé:.—2 )\]]2.—2

¢ili
Di=Me—A)A3— A1) ... (M — A1) Dj_y.
Obdobné upravime determinant Dj_; atd., az dojdeme k determinantu Dj, ktery je

tvaru
1 1

= A1 — Mg
Ak—l )\k; k—1 k

D;:|

Tim jsme dokézali, Ze determinant D}, je roven soucinu vSech moznych rozdild A\; — A;,
kdei>jai,j=1,2,..., k. Provzajemné rizna c¢isla \; a ); je tento soucin riizny od
nuly. A to jsme méli dokdzat. Pro k = 3 je D§ = (Aa — A\1)(A3 — A1) (A3 — A2). Dokézana
véta plati i v pripadé, zZe \; jsou komplexni cisla. [ |
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1.3.1 Charakteristicka rovnice ma £ ruznych realnych kladnych korfena

Oznacme kotreny charakteristické rovnice A, g, . . ., A\x; necht jsou vSechny realné, klad-
né a jednoduché. Potom pro z = xo+n, n =0,1,2,..., jsou definovany realné funkce

o1(x) = A, oa(x) = A5, ..., () = Af. Z Vét a (1.9 vyplyva nasledujici véta.

Véta 1.10 Jestlize charakteristickd rovnice ma k riznych redlnych kladnych koreni A,
A2y ..y Ak, pak prislusnd homogenni diferencni rovnice mda v mnoziné M = {xo+n}o,
obecné resent tvaru

Yo = C1A] + O3 + ... + CpAy,

kde C1,Cs, ..., Cy jsou libovolné konstanty.

1.3.2 Charakteristicka rovnice ma imaginarni koreny

Nez prejdeme k vlastnimu feseni homogenni diferenc¢ni rovnice s konstantnimi koefici-
enty, jejiz prislusna charakteristickd rovnice ma imaginarni kotfeny, zopakujme si né-
které pojmy z oboru komplexnich ¢isel. Zapisu a+ i fikame algebraicky tvar kom-
plexniho ¢isla, ¢islo o nazyvame realnou c¢asti a ¢islo § nazyvame imaginarni
¢asti. Dvé komplexni ¢isla jsou si rovna, jsou-li si rovny jejich realné ¢asti a jsou-li si
rovny jejich imaginarni ¢asti.

Komplexni ¢islo se nazyva imaginarni, je-li g #£ 0. Je-li § = 0, je komplexni ¢islo
¢islem redlnym. Cislo a + i3 znizoriiujeme geometricky jako bod v tzv. Gaussové
roviné o soufadnicich z = «, y = (; «, [ se také nazyvaji algebraické souradnice
komplexniho ¢isla. Kromé toho uzivame pro komplexni ¢islo tzv. goniometrickych
souradnic r, w, urcenych vztahy

a = rcosw,

08 = rsinw,

a tedy
a+if = r(cosw +isinw).

Cislo r = /a2 + 32 > 0 se nazyva téz absolutni hodnota nebo modul komplexniho

¢isla; w je thel. Pro tihel w plati cosw = = a soucasné sinw = g

Jesté si pripomenme dobfe zndmou vétu. Mé-li polynom Py () = Z?ZO a;jN s redl-
nymi koeficienty komplexni kofen \; = o+ i3, pak ma i kofen Ay = o — i3, komplexné
sdruzeny s ;.

Protoze déle ve vykladu budeme potfebovat funkce e* a In(z) pro z = a + i =

vvvvv

P — % (cos 3 4 isin 3).

In(r)

Jelikoz r = ™), muzeme psat, ze

2 =r(cosw + isinw) = Ml = () +iw,
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tj. z = e“, a odtud podle definice logaritmu je u = In(z). Tedy logaritmus komplexniho
Cisla se vypocita podle vzorce (pro r # 0)

In[r(cosw + isinw)| = In(r) + iw.

Vratme se k Feseni diferen¢ni rovnice Zf:o a;Yz+; = 0, jejiz charakteristickd rovnice
ma kofeny A\;» = r(cosw % isinw). Potom lze vzit za partikuldrni feseni komplexni

funkce
)\T2 — exln()\lyz) — e:}:[ln(?’):l:iw}7

£,
Alg = r"(coswr £ isinwz).

Potom podle Vét a [L.6] jsou FeSenim linedrni homogenni diferen¢ni rovnice s kon-
stantnimi koeficienty i funkce

1
i(z) = SOF+2),
1

t.
p1(x) = r®coswr,
pa(r) = rsinwe,

neboli fesenim je realna ¢ast komplexniho feSeni i imaginarni ¢ast komplexniho feseni.
Pro imaginarni kofeny A;s jsou funkce ¢i(z) a ¢o(x) linedrné nezavislé v mnoziné
M = {zo + n}se,, nebot

¥ cos wx ¥ sin wx 2t1 .
. =r sinw # 0
r*leosw(r +1) r*sinw(r+1) 70,

p1(z) pa2() ‘ —
pi(z+1) po(z+1)

protoZze w # 0,w # 7 (nejedné se o pripad redlnych kofenti). Tim jsme dokazali nésle-
dujici vétu.

Véta 1.11 Necht md charakteristickd rovnice imagindrni koteny Ao = r(cosw +
isinw). Pak ma prislusnd homogenni diferencni rovnice linearné nezdvisld partikuldrni
resent tvaru

v1(z) = r®coswz,

po(z) = rsinwe,
a tedy md za Teseni redlnou funkci
p12(z) = r*(Cy coswz + Cysinwr),

kde Cy a Cy jsou libovolné konstanty.
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Jesté si uvedeme v nasledujici vété poznatek, ke kterému jsme dosli pii diikazu pred-
chéazejici véty.

Véta 1.12 Necht rovnice Z?:o a;Yzt; = 0 md komplexni resent y, = u, + iv,. Potom
jsou také redlné funkce u, a v, resenim dané rovnice.

Dukaz. Vime, ze

k k k
D 5l + ivay] = 3 ajuar; +1) ajveg; = 0.
=0 =0 =0

P . < oy . . ;- . k o
Komplexni vyraz na levé strané predchozi rovnice je nulovy, jestlize >-7_g aju,1; =0 a
Z?:o a;Vz+; = 0. To znamen4, Ze u, a v, jsou feSenim dané diferencni rovnice. [ |

1.3.3 Charakteristicka rovnice ma realny koren \; < 0

Jestlize je kofen \; charakteristické rovnice zaporny, pak funkce A7 nemusi mit redlné
hodnoty; to zaleZi na tom, jaky je defini¢ni obor M = {xg, 20 + 1,29 + 2, ...} TeSené
diferencni rovnice, respektive na tom, jak je zvolen pocatecni bod xq. Je-li xq ¢islo celé,
xo = k, pak i vS8echna z € M jsou cela cisla a feSeni y, = \] je redlné. V tomto pripadé
mtiizeme pouzivat stejného postupu jako v pripadé k redlnych korenii charakteristické
rovnice.

Uvazujme tedy linedarni homogenni diferen¢ni rovnici s konstantnimi koeficienty,
jejiz charakteristickda rovnice ma zaporny kofen \;. JestliZze pocatecni bod z( je na-
priklad x¢y = %, bude mit funkce A7 hodnoty imaginarni, nebot pro = = xy + n, kde
n=0,1,2,..., je AT = XSO — NToxn — \ZAm XA Pro Ay < 0 e v/Ar = iy/[A).
Podobné, je-li g iracionalni, ¢islo A7 neni realné. Pro tento pfipad nalezneme realnou
a imaginarni ¢ast ¢isla A7° podle vzorce

AP =e™ (A1) — |A1]*0(cos Ty + isinmag) = ag + ibp.

Diferenc¢ni rovnice méa komplexni feSeni y, = A = agA} + ibpA}. Ale podle Véty
ma diferencni rovnice téz feSeni u, = apA] a v, = byAl. Dale vime, ze TeSenim je i
funkce

C'lux + OQUx = Cla())\? + Cgbo ;L = (Clao + CQbQ) ;L = C/\?

Pravé prezentovanym postupem jsme odvodili a dokézali nasledujici vétu, uzivanou
pro Teseni linearni homogenni diferenc¢ni rovnice se zapornym kofenem charakteristické
rovnice.

Véta 1.13 Necht charakteristickd rovnice md koten Ay < 0. Je-li definicni obor pri-
slusné diferencni rovnice M = {xo+n}o2,, md prislusnd diferencni rovnice v mnoziné
M pro x = xg + n partikuldrni resent tvaru
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1.3.4 Charakteristicka rovnice ma koien )\; s-nasobny

V tomto pripadé lze charakteristickou rovnici prislusné linearni homogenni diferenc¢ni
rovnice psat ve tvaru

(A= \)*Pes(N) = 0,

pficemz hodnota polynomu Py_¢(A\) v bodé A je Pr_s(A1) # 0. Derivaci lze snadno
ovéfit, ze pro s-nasobny kofen polynomu Py_4(A\) k-tého stupné plati

Po\) =PlA) =P'(M)=...=PF P\) =0, PP\)#£0.

Mame-li v tomto pfipadé nalézt obecné feSeni diferen¢ni rovnice, musime nalézt s
nezavislych partikularnich feseni prislusejicich korenu A;.

Véta 1.14 Necht md charakteristickd rovnice dané diferencéni rovnice k-tého Tddu s-
ndsobny koren A\, kde 1 < s < k. Potom md diferencni rovnice linedrné nezdvisla
resent tvaru

901(1;) = Xfﬂ
302(3:) = x)‘glcv
p3(r) = x2/\:f,

ws(z) = 37871)‘%7

t1. md za resent funkci
P123,...s(7) = Poa(2) A7,
kde P,_1(x) je polynom stupné s — 1.

Dikaz. Nebudeme obecné provadét dikaz vzhledem k narocnosti formalnich tprav.
Ukéazeme postup jen pro s < 3.

Nejprve si ukdZeme, Ze funkce A\¥ a x\¥, respektive AY, xA?, z2A\¥ jsou linearné
nezéavislé na mnoziné M = {zo+n} . K tomu vypocitame determinant 2., respektive
3. tadu. Je-li s = 3, pak vysetiujeme determinant

AY TAY 22\ 1 x x?
M (@ DA @+ 1P = M L (1) (o 1) | = ATD
M7 (2 +2)AT7 (z+2)°A77 1 (z+2) (z+2)°

Protoze A\}" £ 0, staci zjistit, ze D* # 0 pro viechna z. Determinant D* vypoéitame
pomoci jiz diive vypocitaného determinantu Di = (A2 — A1)(A3 — A)(A3 — A2) (viz
Dikaz k Vété [1.9)), ve kterém polozime A\ =z, Ay = v+ 1 a A\3 = = + 2. Potom

D'=@x+1l-z)(z+2—2)(z+2—2—-1)=2#0,

jak jsme méli dokézat. Z toho vyplyva, ze funkce A¥, zAT, 22A\¥ jsou linedrnd nezavislé
na mnoziné M = {xy + n}o,.
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Nyni pfejdéme k vlastnimu dikazu na§i véty. Necht je S libovolné piirozené ¢islo
spliiujici nerovnost 1 < S < s < k. Mame dokézat, ze kazda funkce pg(x) = 257 1\?
spliiuje diferen¢ni rovnici Z?:o ajps(x+j) =0proz =x9+mn;n=0,1,2,.... Do
sumy na levé strané dosadime predpokladané feseni a upravime do tvaru

k & | i |
Yoajps(z+7) =D aj(@+ ) AT = AT ai(e +5)N,

j=0 j=0 J=0

Pouzitim binomické véty dostaneme

k k 8-1 /g
ZCZ]‘QOS(QT +]) = )\‘f Z a])\{ Z ( e >x51KjK, (13)
=0 J=0 K=0

pfitom pro j = 0, K = 0 definujeme j% =1 a pro S = 1, K = 0 definujeme (S;> =
1. Za sumacnim znakem je polynom v proménné x stupné S — 1. Tento polynom
bude identicky roven nule, budou-li vsechny jeho koeficienty nulové. NapiSeme si tyto
koeficienty a pouZijeme znaceni Py (\) pro polynom tvofici levou stranu charakteristické

rovnice. Koeficient bg_; u 257! dostaneme dosazenim K = 0 do rovnice (13)), ¢ili

S—1
b5_1:< 0 )(a0+a1)\1+a2/\%+...+ak)\]f):Pk()\l):O,

protoze A; je kofenem rovnice Py(\). Koeficient bg_o u %72 dostaneme dosazenim
K =1, cili

S—1
b5_2 = < 1 >(a0.0 + CL1.]..)\1 + CL2.2.)\% + ...+ akk)\lf)

S—1

1

S—1
— < ) >)\1(1.a1 + 2.a9M + ... + k.akAIf_l) = (

)Alplé()\l) - 0,
nebot je-li \; aspoil dvojnasobny kofen rovnice Py(\) = 0, je derivace Pj(A;) = 0.
Pro pfipad s = 3 si napiSeme jesté koeficient bg_s u 2572, ktery dostaneme dosazenim

K = 2 do vyrazu , tedy

S—1
bg_g = ( 5 )(12a1/\1 + 22a2)\f + 32a3)\i’ + ...+ k:zak)\lf)

S—1
- ( 5 ))\1(12a1 + 2%a9); + 32ag\i + ...+ l{:Qak)\]f_l).
7 piedchoziho pouzijeme, ze PL(A;) = 0, tj. Ze a1 = —(2a9\; + 3as\? + ... + kag\i ™),
pak

—1
bS—3 = (S ) )Al(—2a2)\1 - SagA% — .= kakA]f_l + 22a2)\1 4+ k2akAlf_1)
S—1

2

S—1
= ( 9 )/\%[2@2 + 3.2&3/\1 + ...+ k’(k’ — 1>ak)\]1€_2] = (

)A?PI;,(Al) =0,
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protoze je-li A; aspon trojnasobny kofen rovnice Pr(A) = 0, pak je druhé derivace
P/(A\1) = 0. Obdobné bychom postupovali pro s > 3.

Protoze libovolna linearni kombinace funkei 1 (), o(2), . . ., ¢s(x) také dava Feseni
homogenni rovnice, je fesenim téz funkce

s—1
P12,..5(2) = Y Cja? A] = Py_1(2) .

j=1
|
Véty lze pouzit i pro pripad, kdy charakteristickd rovnice mé s-nasobné ima-
gindrni kofeny A\;o = r(cosw + isinw), nebot Gpravy pouzivané v dikazu predchozi
véty jsou platné i pro imaginarni kofeny. V tomto ptipadé jsou funkce pg(x) = 571\
pro S = 1,2,...,s komplexni. Podle Véty jsou fesenim diferenc¢ni rovnice také
realnd ¢ast pg(x) a imagindrni ¢ast pg(x), tj. hledand redlnd partikularni feSeni pro

S =1,2,...,s jsou funkce

227 coswe,

2277 sinwz.

pi1s(z) =
pas(z) =

1.4 Reseni linearni nehomogenni diferenéni rovnice s konstan-
tnimi koeficienty

V tomto odstavci se budeme zabyvat rovnici

k
> ajyers = f(x), (14)
=0

kde ag,ay, ..., a; jsou konstanty, pricemz ag # 0 a ap # 0. Nehomogenni diferen¢ni

rovnici s konstantnimi koeficienty lze fe$it bud odhadem partikularniho feseni
podle Véty [I.8 nebo tzv. metodou variace konstant. Pro oba postupy je tfeba
nejprve nalézt obecné feseni prislusné homogenni diferencni rovnice, které je, jak jiz
vime, funkce tvaru

k

Yo =3 Cipi(x).

i=1
(Pro obecné feSeni homogenni diferen¢ni rovnice budeme nyni uzivat znaceni Y, na
rozdil od hledaného obecného feSeni nehomogenni diferen¢ni rovnice, které budeme
znadit y,.)

1.4.1 Metoda odhadu partikularniho reseni

Této metody pouzivame jen pro specidlni pravé strany f(z), a to pro funkce utvorené
souctem nebo soucinem z funkci k, ", ¢*, sin ax, cos ax, jako jsou napriklad

f(x) = Pu(x),
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kde P,(x) je polynom stupné n,

nebo

nebo
f(z) = P,(x)q” cos ax

a podobné. Protoze tyto funkce maji tu vlastnost, ze jejich diference 1.,2., ... az k-tého
fadu a jejich linedrni kombinace jsou opét funkce téhoz druhu, usuzujeme z toho, ze
plati i obracené. Zname-li vyslednou funkci f(x), utvorenou souctem Z?:o a;jZytj, (t].
utvofenou linearni kombinaci), pak funkce Z, uréime tak, ze do dané diferen¢ni rovnice
dosadime pfedpokladany (odhadnuty) tvar Z, [stejny jako je tvar dané funkce f(z)) s
neurc¢itymi koeficienty, které pak ziskdme porovnanim s koeficienty pravé strany f(x).
Nékdy se vsak muze stat, ze se nékteré cleny souctu Z?:o a;jZy,+j zrusi [takze tento
soucet je naptiklad polynom nizsiho stupné nez dany polynom f(z)). V téchto piipa-
dech stac¢i nas odhad funkce Z, znésobit jesté vhodnou mocninou 2™, kde konstanta
m souvisi s kofeny charakteristické rovnice v zavislosti na tvaru funkce f(x). Obecné
feSeni dané nehomogenni diferen¢ni rovnice je pak podle Véty funkce

Yo = Yo + Zs. (15)

Véta 1.15 Je dana linearni nehomogenni diferencni rovnice k-tého radu s konstant-
nimi koeficienty, kterd je vystiZitelna relaci tvaru

k
Z ajYptj = Pn(x)q" cos az, (16)
=0

kde P,(zx) je polynom stupné n > 0, pricemz mize byt i ¢ = 1 nebo a = 0.
1. Necht md charakteristickda rovnice linedrni nehomogenni diferencéni rovnice ((16))
koreny
Aj # q(cosa +isina).
Pak je partikuldrnim teSenim dané linedrni nehomogenni diferencni rovnice ((16))

funkce tvaru
Zy = [Qn(z) sinax + R, () cos azx]q”, (17)

kde Qn(x) a R,(z) jsou jisté polynomy stupné n.
2. Necht charakteristickd rovnice linedrni nehomogenni diferencni rovnice ma

néktery koren
A; = q(cosa+isina).

a to s-ndsobny, s > 1. Pak je partikularnim tesenim dané linedrni nehomogenni
diferencni rovnice (16)) funkce tvaru

Zy = 2°[Qn(z) sinax + R, (x) cos axlq”. (18)
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Obdobné tvrzeni plati i pro rovnici Z?ZO ajYz+; = Po(x)¢*sinax, jejiz partikularni
feseni ma tvar

Z, = 2°|Q(z) sinax + R (x) cos ax]q®, (19)
kde mize byt i s = 0. Dtikaz pro naroc¢nost zde nebudeme provadét. Potom obecnym
feSenim rovnice s pravou stranou je funkce y, = Y, + Z,, kde Y, je obecné feSeni
piislusné homogenni diferen¢ni rovnice (viz Véta [1.8)).

1.4.2 Metoda variace konstant

Necht obecné Feseni linearni homogenni diferencni rovnice k-tého fadu s konstantnimi
koeficienty, tj. Z?:o a;Yz+; = 0, je funkce

k
Yo =2 Cip;(2).
j=1
Hledejme feSeni nehomogenni linearni diferen¢ni rovnice k-tého fadu s konstantnimi
koeficienty, tj.

k
Z a’ijEJrj = f(‘r)a
=0

a to ve tvaru, ktery se lisi od obecného feseni Y, prislusné homogenni diferen¢ni rovnice
jen tim, Ze C; nebudou konstanty, ale jisté funkce proménné z, tj. budeme psat C; =
Cj(x); této zmeéné konstant ve funkce fikdme variace konstant. Nyni si ukazeme,
odkud neznamé funkce C(z), Co(x), ..., Cx(z) vypoéitame. K jejich uréeni je zapotiebi
k rovnic. Pti tvotfeni hodnot Y, 1, Y, 9,..., Y,k si vhodné zvolime k — 1 rovnic, a to
pro diference hledanych funkci C}(x), a k-tou rovnici bude tvofit dana rovnice s pravou
stranou, tj. s funkei f(x). Déle si ukdzeme, Ze ziskand soustava mé jediné feseni. Tedy

Yo =2 Ci(0)ps(@)

Yopr = Z Ci(x +1)p;(z +1)
= E[Cj(l’ + Dpj(z +1) = Cj(z)pi(z + 1) + Cj(z)p;(z + 1)]
= Z pj(r + 1)AC)(z) + Z Cj()pj(r +1).

V piedchozi relaci zvolime prvni sumu rovnu nule, tj. ¥, ¢;(z + 1)AC;(x) = 0. Tim
hodnotu Y, s pocitdme jen z druhé, nenulové sumy ve vyrazu pro Y,.;. Pak

k
Yire = > Cjlw+1)p;(x+2)
=
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|
M=

[Ci(z + D)pj(z +2) = Cj(x)pj(r +2) + Cj(x)pj(z + 2)]

.
Il
—

|
M=

pj(x +2)AC5(x) + Z Ci(z)pi(z +2).

W.
[y

Opét polozime prvni sumu v predchozi relaci rovnu nule, tj. Z§:1 w;i(z+2)AC;(x) = 0,
a dostavame tim druhou rovnici a Y, 5 pak poc¢itame jen z druhé sumy ve vyrazu Y, o
atd., az do Y, x_1; celkem jsme tedy zvolili £ — 1 rovnic. Nyni vypocitame Y, ., Cili

M=

Yo = Ci(x+ Dyj(x + k)
j=1
k
= Y ICi(x+ Vil + k) — Cj(x)p;(x + k) + Cj(a)p;(z + k)]
j=1
k k
= Y pile+k)AC(2) + Y Ci(x)ps(z + k).
j=1 j=1
Zde jiz nepolozime prvni sumu rovnu nule, ale dosadime Y,, Y, 1,Y, 0,...,Y,1s do

dané rovnice; tim dostavame posledni k-tou rovnici ve tvaru
f(x) = aoYe +a1Yoi1 + a2Yoqo + ..o+ ap1York1 + arYour,
tj.

k
Z +a120 x)pi(r+1) —i—agZC Jpjlx +2)+ ...+

7j=1 7j=1
k

Z (z + k)AC;(z) + Z:Cj(x)%(iUJrk)

Kromeé predposledniho ¢lenu je soucet sum na pravé strané posledni rovnice roven nule,
nebot tato ¢ast je ve skutecnosti leva strana dané rovnice, do které jsme dosadili obecné
feseni prislusné homogenni rovnice. Tak dostavame algebraickou linearni soustavu &
rovnic pro k neznamych AC;, ACs, ..., ACy, kterou si nyni rozepiSeme, tedy

o1(z + 1)ACT 4+ pa(x + 1)AC, + ... + pi(z + 1)AC, = 0,

e1(z +2)AC + 2z + 2)ACs + ... + pp(z + 2)AC, = 0,

o1(x+k—1)AC, + pa(x+ k—1)ACy+ ...+ gp(x + k- 1)AC, = 0,
ap [p1(z + k)ACT + oz + k)ACy + ... + pp(x + k)ACK] = f(x).

Protoze funkce @1(z), pa(z), ..., vr(z) jsou linedrné nezavislé, je determinant matice
soustavy nenulovy a existuje jediné nenulové feseni, které oznacime jako

ACy(x) = fi(),
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ACy(z) = falw),

ACk(x) = fi(x).
Odtud vypocitame, ze

C, = A_1f1($)+K1,
Cg = Ailfg(QJ)‘i‘Kg,

Ck = A‘lfk(x)—i-Kk

Tim jsme si ovéfili, ze obecné feSeni diferencéni rovnice s pravou stranou je funkce ve
tvaru

Yo = ;[A_lfj(x) + Kjlp;(z),
tj.
Yo = X_: Kjpi(x) + Z i () AT (). (20)

7 toho je patrné, Ze obecné Teseni hnearm nehomogenni diferen¢ni rovnice s kon-
stantnimi koeficiety je soucet dvou funkci: obecného reseni piislusné homogenni rov-
nice,

k
Yo =2 Kjp;(x).
Jj=1
a jisté funkce zavisejici na pravé strané f(x), coz je partikularni feSeni dané rovnice
S pravou stranou,

=L @A)

2 Z-transformace

Z-transformace je matematicky prostfedek, ktery poskytuje alternativni metodu pro
feseni linearnich diferenc¢nich rovnic a nékterych sumacnich rovnic. Proto v dalsim uve-
deme velmi strucné definici pfimé a zpétné Z-transformace a odvodime nékolik jejich
vlastnosti, které nasledné pouzijeme k feSeni linearnich nehomogennich difere¢nich rov-
nic k-tého radu s konstatnimi koeficienty. Na okraj poznamenejme, ze Z-transformace
je velmi dulezity nastroj, ktery nasel prevazné uplatnéni pii analyze a navrhu digital-
nich kontrolnich systémii.

Definice 2.1 (Definice pfimé Z-transformace). Z-transformaci nazgvdme zobrazeni
Z. Zy — Ky tridy pripustniych posloupnosti do mnoZiny funkci komplexni promeénné,

22



které kazZdé posloupnosti {y;}3° € 2o pritazuje funkci komplezni proménné F(z) =
Z{y;}, definovanou radou

V() =2} =3 % (21)

Posloupnost {y;} je Z-transformovatelnd za predpokladu, Ze existuje aspon jedno
komplexni ¢islo R € C — {0} takové, Ze funkcni fada 3252 % konverguje pro | z |> R.
Poznamka 2.1 TFidou pFipustnijch posloupnosti (nebo téz tridou predméti v Z-trans-
formaci) nazgvdme mnoZinu posloupnosti komplexnich cisel {y;},7 = 0,1,2,3, ...,
které pro 7 > 0 vyhovuji podmince

|y [< M. (22)

kde M a ¢ jsou nezdaporné konstanty, tj. M > 0 a ¢ > 1. Tridu pripustnych posloupnosti
oznacujeme symbolem Z.

Poznamka 2.2 Viastnost, popsanou podminkou , vyjadrujeme také vyrokem, Ze
posloupnost {y;}¢° je exponencidlniho radu.

Posloupnost {y;}5° nazyvame predmétem (neboli originalem) k funkci Y (z) a
funkci Y(z) nazgvame obrazem posloupnosti {y;}¢°. Z-transformace je zobrazeni,
které kazdé posloupnosti {y; }5° z mnoziny vSech pfipustnych posloupnosti jednozna¢né
pfifazuje obraz Y (z). O pfipustnych posloupnostech, tj. o posloupnostech, které jsou
Z-transformovatelné, hovoii nasledujici véta.

Véta 2.1 Jestlize je posloupnost {y;};° exponencidlniho 7ddu, pak Z-transformace po-
sloupnosti {y; }3° existuje, tj. posloupnost {y;}& je Z-transformovatelnd.

Dukaz. Predpokladejme, Ze posloupnost {y;};° je exponencialniho fadu. Pak existuji
M >0 a c > 1 takova, ze pro j > 0 plati

|y; |[< M.

Z definice Z-transformace obdrzime
EIES SRS
j=0 ’Z]’ 7=0

7=0

a posledni suma konverguje pro |z| > c. Z toho tedy plyne, ze Z-transformace posloup-

nosti {y;}¢° existuje. |

Nyni obratme nasi pozornost na nékolik dulezitych vlastnosti Z-transformace, které
jsou predmeétem nasledujicich vét.

J

i
2J

c
z

Véta 2.2 (Véta o linearité a nasobeni konstantou). Jestlize {u;}5° € 2o, {v;} € 2o
a jsou-li a, b komplexni konstanty, pak pro vsechna z ze spolecného definicniho oboru
funkci U(z) = Z{u;} a V(2) = Z{v;} plati

Z{au; + bv;} = aZ(u;) + bZ(v;) = aU(z) + bV (2). (23)
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Dukaz. S vyuzitim defini¢niho vztahu Z-transformace dostaneme po dosazeni
relaci ve tvaru

Ty 0 4 0 4
Z{au; + bv;} = ZMZ@Z%—HLZ%:@U(@—FH/(@.
=0 =0 =0

|
Véta 2.3 (Véta o substituci). Jestlize {y;}5° € 2o a Z{y;} = Y (2) pro |z| > r, pak
pro komplexni konstantu a # 0 a pro |z| > r|a| plati

, z
Z{dy;} = Y<5)' (24)
Dtikaz. S vyuZitim defini¢niho vztahu Z-transformace dostaneme po dosazeni
relaci ve tvaru ,
, X dy; S 2N\ —j z
Z{ajyj} = Z 7j] = Zy] (—) = Y(*)
fr = N a
|

Véta 2.4 (Véta o posunuti vpravo). Necht {y;};° € Zo. Pro pevné k > 0 celé defi-
nujme posloupnost {v;} = {y;_x} pro j > k, {v;} =0 pro j < k. Oznacme Y (z) =
Z{y;} a V(z) = Z{v;}. Potom plati

2{y) = 5V () (25)

Diikaz. Vyjdéme z Definice 2.1} potazmo z relace (21)). Oznacime-li Y'(2) = Z{y;} a
V(z) = Z{v;}, pak dostaneme

awa—ﬂm-vw—iw—ii%_—

J
g z

Z = ZY(2).

Zk
n

Poznamka 2.3 V nékterych pripadech plati, Ze {v;} = {yj—x} pro j > k, ale {v;} #0
pro j < k. Pak musime relaci zobecnit, ¢imzZ obdrzime pro translaci vpravo vyraz

1 k
20 = & [P+ X v (20
m=1
Véta 2.5 (Véta o posunuti vlevo). Necht {y;};° € Zo. Pro pevné k > 0 cel€ definujme

posloupnost {v;} = {y;j1r} (samozrejmé jen pro n > 0). Oznacme Y (z) = Z{y;} a
V(z) = Z{v;}. Potom plati

2 =) - 5 2] 1)

m=0
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Diikaz. Vyjdéme z Definice 2.1} potazmo z relace (21)). Oznacime-li Y'(2) = Z{y,} a
V(z) = Z{v;}, pak dostaneme

Uj ijrk > Ym = Ym
Z{yjr} = 2{v} = V(2) = Z = Z Stk DY Tm ) om
j= 0 m=0 m=0
Ym
zm |
[ |

V nékterych piipadech (napiiklad pfi studiu stability riznych systémi) je dilezité
ur¢it chovani posloupnosti exponencialniho fadu v pocatku a v nekonecnu. Za timto
ucelem je vhodné vyuzit nasledujici vétu.

a odtud
k-1

2(yyn) = Y

m=0

Véta 2.6 (Véta o pocatecni a konecné hodnoté).

1. Necht {y;}&° € Zy a Y(z) = Z{y,}. Jestlize Y (z) existuje pro |z| > r, pak pro
pocatecni hodnotu yy plati
yo = lim Y'(2). (28)

zZ—00

2. Necht {y;}3° € 2o a Y(z) = Z{y;}. Jestlize Y (z) existuje pro |z| > 1 a funkce
(z — 1)Y (2) je analytickd v bodé z = 1, pak plati
lim y; = hm(z —1)Y(2). (29)

]—)

Dukaz. Prvni ¢ast Véty [2.6] plyne piimo z definice Z-transformace [viz relace (2I)].
Abychom dokézali druhou ¢ast predchozi véty, uvazujme vyraz ve tvaru

Z{yj1 — vy} = Z?JjHZ Z%Z = nh_,nc}o Zy]-HZ Zyjz_j]
Jj=0 7=0 j=0
= Ji_{l(}o[—yo oy (1—2 D+ + yn(«zﬂwrl -2 M+ ynHz*”},
Odtud
li_r}%[z{yjﬂ} — Z{y;}] = nh_g}o(ynﬂ — o)

Aplikujeme-li na levu stranu predchoziho vyrazu vétu o posunuti [viz vztah (27)],
dostaneme relaci ve tvaru

EEH[ZY(Z) — 2y — Y (2)] = Jlim (Y5 — o)

Pak
lim y; = hrr%(z — 1Y (2).

J—00
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Nyni se zabyvejme stru¢né problémem zpétné Z-transformace. Pomérné snadno lze
dokazat vétu, ze Z-transformace je bijektivni zobrazeni mnoziny Z; na mnozinu vsSech
funkci komplexni proménné holomorfnich v bodé oo. Funkce komplexni proménné je
tedy obrazem posloupnosti v Z-transformaci prave tehdy, je-li holomorfni v nekonecnu;
predmét je k ni urcen jednoznacné a je jim posloupnost koeficientii Laurentova rozvoje
v okoli nekonecna.

Zakladni myslenka zpétné Z-transformace obrazu Y (z) tedy spocivd v tom, Ze
sestrojime Laurenttv rozvoj v okoli nekonecna

Y() =YY

= (30)
=0 %

a koeficienty y; jsou v podstaté ¢leny hledané posloupnosti {y;} = Z7'{Y(2)}. Plati
pro né integralni vzorec

1 r :
L J—1
Y 2#1!}/(2)2 dz, (31)

kde C' je kladné orientovana kruznice se stiedem v pocatku, takova, ze vSechny singu-
larni body funkce Y (2) lezi v jejim vnittku. Vzorec (31)) vSak pouzivame ziidka.

Posloupnost Z-obraz
1 1A zfl
2 a’ po—
51 -
4 J? e
5 sin(aj) %
6 cos(aj) ﬁﬁ
7 sinh(ay) %
8 cosh(ay) ﬁ%
9 au; + bu; aU(z) + bV (2)
10 aly; Y(%)
il Jv; —Y'(2)
12 Uj * v, U(2)V(z)
13 Z?:o Yj =Y (2)
14 Yi—k Y (2) + S Yyt
15 Yj+k FY(2) = Ty ym T

Tabulka 1: Vlastnosti Z-transformace a Z-obrazy nékterych posloupnosti.
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Nejcastéji byva danym obrazem racionalni funkce, jejiz Citatel je ovSem nejvyse
téhoZ stupné jako jmenovatel (jinak by nemohla byt holomorfni v o). Potom mizeme
postupovat nékolika zptisoby. Mizeme obraz rozlozit na castecné zlomky tvaru ﬁ
a kazdy z nich pro dostatecné velka z rozlozit na fadu v mocninach zlomku % Mizeme

také rozlozit obraz na soucet zlomkt typu (zfz o k nimz pro ¢ = 1 zndme predmét (viz
oo aj

Tabulka (1)) a pro ¢ > 1 jej nalezneme derivovanim fady 272, %. Obecné vzorce, které
lze tak ziskat, jsou nepiehledné a byva vhodnéjsi provést pravé popsanou myslenku
v konkrétnim ptipadé. K obecnému vyjadieni je nejvhodnéjsi vzorec pro koeficienty
Laurentova rozvoje, ktery dostaneme tak, Ze rovnost vynasobime vyrazem z°,
takze dostaneme

2'Y(2) = i Yi

i=i
=07

Zderivujeme tuto rovnost (i + 1)-rat, anuluji se kladné mocniny z. Tim dostaneme
rovnici ve tvaru

di+1 ) 00 di—i—l Yj 1 Y Yi
1 _ (1) . ! j+1 . | 742
gy [27Y (2)] _jzm g Zj_l} = (DD + I+
Odtud
(—1)i+t Ly ditt
fir1 = (1) lim {2 +2dzi+1 [z Y(z)} : (32)

V Tabulce [1] jsou prehledné shrnuty nékteré predchozi véty tykajici se vlastnosti
Z-transformace. Jejim obsahem jsou rovnéz Z-obrazy nékterych nejpouzivanéjsich po-
sloupnosti.

Na zavér si uvedme vétu, kterd hovoii o charakteru feSeni diferencni rovnice k-tého
rfadu s konstantnimi koeficienty pomoci Z-transformace.

Véta 2.7 Jestlize posloupnost {y;};° je exponencidlniho Tddu, pak kaZdé teseni dife-
rencni rovnice k-tého radu s konstantnimi koeficienty,

Yjrk T Q1Yjp—1 + QYjir—2 + ... + any; = fj, (33)
je exponencidlni vadu a jeho Z-transformace existuje.

Dikaz. Predchozi vétu dokézeme pro pripad diferenéni rovnice 2. fadu s konstantnimi
koeficienty, tj. k = 2. Pfedpokladejme, Ze y; je feSeni diferen¢ni rovnice

Yit2 + a1yj41 + a2y = f;

a posloupnost {y;}5° je exponencialniho fadu. Ponévadz {y;}° je exponencialni radu,
existuji M > 0 a ¢ > 1 takova, ze pro 7 > 0 plati

| y; |[< M.
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Jestlize je tedy y; feSeni vySe uvedené diferen¢ni rovnice 2. fadu s konstantnimi koefi-
cienty, dostaneme

| yjro 1<l an [y [+ [ az || y; | +MC (34)
Necht

B = max{|a1l, [az|, [yol, [y1], [M], |c[}.
Nyni pomoci matematické indukce dokazeme, ze pro j = 1,2, 3, ... plati

|y; |<37'BI. (35)

Je ziejmé, Ze nerovnice je splnéna pro j = 1. Déale predpokladejme, ze jo > 1 a
nerovnice je pravdiva pro 1 < j < jo. Necht j = jo — 1, pak z obdrzime

| Yjor1 |<| ax || wjo | + | a2 || Yjo—1 | +M 71

Pouzitim hypotézy matematické indukce a definice B dostaneme z pfedchozi nerovnice
relaci
| Yjotr1 |§ B3lo—1pio . pajo—2pjo—l 4 ppRio—1

Z toho plyne
| Yior1 |< gdo—1 gio+l 4 gjo—1pjot+l | 3jo—1 pjotl _ 3]‘ij0+1,
coz uzavira indukci. Z nerovnosti jeproj =123, ...
| y; |< (3B,
takZe Teseni y; je exponencidlniho fadu. Z Véty nasledné plyne, zZe existuje Z-

transformace feseni y; diferencni rovnice 2. fadu s konstantnimi koeficienty, coz jsme
méli dokézat. u
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