1 Homogenni diferencidlni rovnice

Priklad 1.

Najdéte FeSeni diferencialni rovnice
y? —xy + 2%y = 0.

Pouzijte pfislusnou substituci (zavédte novou proménnou u), separujte pro-
ménné (p¥i separaci proménnych pouZivejte zapis g(u) du = f(x) dz), integrujte
a vyjadrete obecné, pripadné také singulérni, feSeni diferencialni rovnice v piu-
vodnich proménnych.

Je zadana diferencialni rovhice y2 —zy + 1‘2y" =0

1. Separujte prorménné (novou promeénnou nazveéte U, pfi separaci proménnych pouZivejte zépis g(li] du = f(i) daz):

| Zkontrolowat syntax |
Separace proménnych je moZna, pokud je spinéna podminka 74 Zkontrolovat syntax

2. Integrujte (jako integradni konstantu pouZijte pismeno C, nezapomerite se wratit k plvodnim proménngm):

(] =| Zkaontrolowvat syntax |
3. Ma ravnice singularni fesen(?

" Ann a feseni je tvaru Yy =| Zkontrolovat syntax

" Ne (pak do kolonky viSe vepiste 99).

Obrazek 1: Zadani prikladu v elektronickém odpovédniku IS MU.

Reseni:

1. Vyjadiime y':

Jedna se o homogenni rovnici tvaru ' = f(£), kterou vyfesime substituct
u=%4 = y=drt+w

x

Wrt+u=u —u?

wr=—u? /:iu? uPA£0=u #0
du _%

u2 T

Pozadovany zapis separace proménnych g(u)du = f(z)dz bude v odpo-
védniku IS MU ve tvaru: du/u~2=-dx/x.



2. Integrujeme:

du dx

w )z

L —(In|z| +InC)
u

e = Cux,

vratime se k ptivodnim proménnym a ziskdvame obecné FeSeni v implicit-
nim tvaru:

Vysledek v testu IS MU zapiSeme jako C = exp(x/y) /x.

204

x

Obrazek 2: Vieobecné feseni ev = Cz diferencialni rovnice 3% — zy + 22y = 0.

3. Singularni reseni

P#i vypoc¢tu v prvnim kroku, jsme vyloudili pfipad, kdy u # 0, coz v pi-

vodnich proménnych znamené:

C 0= y=0.

x
Resent y = 0 vyhovuje dané diferencialn{ rovnici (0% — -0+ 2% = 0) a je
to jeji konstantni feSeni, které vSak neni pro Zzadnou volbou C obsazeno
v nami spo¢itaném obecném fefeni. Diferencialni rovnice y? —zy+x2y’ = 0
mé tedy singularni feSeni, kterym je pfimka zadana rovnici y = 0.

V testu IS MU zagkrtneme odpovéd ,Ano* a do odpovédniho policka za-
piSeme y=0.



Priklad 2.
Reste pocateéni problém
(x+2y)de —ady =0, y(l)=2.
Pouzijte pfislusnou substituci (zavédte novou proménnou u), separujte pro-
ménné (pfi separaci proménnych pouzivejte zapis g(u) du = f(z) dz), integrujte

a rozhodnéte, zda ma diferencidlni rovnice singulérni feSeni. Na zakladé poca-
teéni podminky spoctéte partikularni feSeni.

Je zadand diferencialni rovnice (z + 2y) dz — = dy = 0 5 podstedni podminkou y(1) = 2

1. Separujte prorménné (pfl separaci proménnych pouZivejte zapis g(u) du = f(.l) dxy:

| Zkontrolovat syntax
Separace praménnych je mozna, pokud je splnéna podminka ;él Zkontrolowat syntax |

2 Integrujte (jako integraéni kanstantu poofifte pismena C, nezapamefite se wratit k plivadnim praménngm):

Y =| Zkontrolowat syntax |
3. Ma rovnice singularni fegeni?

C Ano a fedeni je tvaru Y =| Zkontrolovat syntax |

 Ne (pak do kolonky vyge vepiste 99).

4. Dosadime pocatecni podminku a dostavame:

C =| Zkontralavat syntax |
a partikularni fegeni i =| Zkontrolowat syntax |

Obréazek 3: Zadani prikladu v elektronickém odpovédniku IS MU.

Reseni:

1. Jedn4 se o homogenni rovnici tvaru M (x,y)dz + N(z,y)dy = 0, kterou

upravime:
(x+2y)de=ady /:2% 2#0
y _ dy
1427 = %Y
T dx
y =1+ 2¥
x
a vyfesime substituci u = ¥ = 3y =v'z 4w

vr+u=1+2u
vr=14+u /:(1+4+u), u#-1
du dx

1+u x




Pozadovany zapis separace proménnych g(u)du = f(z)dz bude v odpo-
védniku IS MU ve tvaru: du/ (1+u)=dx/x.

2. Integrujeme

du dz
/1—|—u: r
In|1+u| =1In|z|+ In|C|
u =Cx—1,

vratime se k ptivodnim proménnym a ziskavidme obecné FeSeni:
y = Cz? —z.
Vysledek v testu IS MU zapiSeme jako y = C*x~2-x.

3. Singularni feseni: Vyloudili jsme piipad, kdy u # —1 a protoze 0-x = 1—1,
mé rovnice konstantni feseni v = —1. Pivodni rovnice ma tedy feSeni
y = —x, jez je zahrnuté v feSeni obecném pro volbu konstanty C = 0.

V testu IS MU zaskrtneme odpovéd ,Ne“ a do odpovédniho policka zapi-
Seme 99.
4. Dosadime pocatecéni podminku, tj. y = 2,z = 1:
2=C-1-1
Cc=3.

Partikularni feseni je tvaru y = x(3z — 1), coz v odpovédi IS MU zapiSeme
jako y = xx(3*x-1).

0,3
0,32

0,1 c=3

-0,14

-0.24 C=1

Obréazek 4: Vieobecné feseni y = Cz? — x diferencialni rovnice
(x+2y)dz —axdy =0.

Priklad 3.

Najdéte feSeni diferencialni rovnice
, 2r—y—5
r—3y—5
Pouzijte prislusnou transformaci, separujte proménné, integrujte a rozhodnéte,
zda mé diferencidln{ rovnice singularni reseni.



2r—y—>5
Je zadana diferencidlni rovnice y’ = —y
T —3dy—n

Najdate dvajici &isel 112, 1, které splfiuji podminky «m + 3n+ =0, am+bn+c=10

m =| Zkontrolovat syntax n =| Zkontrolovat syntax
. Polofter = w+m, Yy = v+ N aprovedte transformaci. Dostavame diferencidlni ronici gﬁ :| Zkontrolowat syntax

. Poudijte pfislugnou substituc (novou promEnnou oznadte pismenem =) a separute proménné (pf separaci pouZijte zapis g(z) dz = f(a:) da:-)
Zkontrolowat syntax

W

=

Integrujte a zapiste obecné feseni rovnice (nezapomerite se vratit k plvodnim promanngm)

C :| Zkoniroloval synisx

Obrazek 5: Zadani pirikladu v elektronickém odpovédniku IS MU.

Reseni:
Jedna se o diferencialni rovnici typu y’ = %. Protoze
a b 2 —1
e I

pievedeme ji na homogenni rovnici 4% = F (3) kterou vyfesime.
du u/?

1. ReSime soustavu rovnic

20 —y—5=0
r—3y—5=0

2 —-11|5 2 -1 5 2 —1 5
1 -31|5 -2  6|-10 0 5| -5
Tedyn=—-1a2m—1=5=m=2.

2. Polozime z =u+m, y =v +n:

rT=u +2 = u =x-—2
y=v -1 = v =y+1

a dosadime do zadané diferencialni rovnice:
dv 2u+4—v+1-5

du  u+2-30+3-5
dv 2u — v

du  u—3v
dv uw 2-7%

du  u 1-32

dv  2—-7
du 1-3%
Ziskavame homogenni diferencialni rovnici % =F (%), kterou v odpo-

védniku IS MU zapiseme jako dv/du=(2%u-v)/(u-3*v) nebo v upravené
podobé jako dv/du=(2-v/u)/(-3*v/u).



3. Rovnici dale fesime, pouzijeme substituci z = £ = v/ =z +uz"

9 _
z—i—uz’—li;z / —
ws! 2—z 1-3z2

T1-3: T1-3:
w — 322 — 2242
o 1-32
a za podminek u # 0, 322 — 22 4+ 2 # 0 separujeme proménné

1-3z2 dz—%
322-2242 7w’

Pozadovany tvar separace proménnych g(z)dz = f(x)dx zapiSeme v od-
povédniku IS MU jako (1-3*z)/(3%z~2-2%z+2)*dz=du/u.

4. Integrujeme

—5(6:-2) . du

ISl R PO
322 —22+2 U

6z — 2 du
/3zt2z+2dz__2 w

In[322 — 2z +2| = —2In|u| +1nC
In|32% — 22+ 2|+ 2Inu| = InC.
Po odlogaritmovani
u?(2? —22+4+2) =C.

Vratime se k ptivodnim proménnym

2
9,0 v
3—-2-42)=C
u (3.5 -2, +2)
3v? —2uv + 20> =C
By+1)? =2 —-2)(y+1)+2(-2°=C
3y? 4+ 222 — 2zy + 10y — 10z +15=C
3y? + 222 — 22y 4 10y — 10z = C.
Ziskavame obecné feSeni dané rovnice v implicitnim tvaru, v testu IS MU
zapiSeme vysledek jako C = 3%y~2+2xx~2-2*x*y+10*y-10*x.

Vréatime se k podmince 322 —2242 # 0, zda nAm neumozni uréit singularni
feSeni. Dana rovnice nemé v R feSeni tj., pro zadné realné ¢islo z se nebude
dany vyraz rovnat nule.



Obréazek 6: Obecné fedeni 3y? + 222 — 2xy + 10y — 10z = C diferencialni

rovnice y' = %Z:Z
Priklad 4.
Najdéte FeSeni diferencialni rovnice
;T —2y+3
2 —dy+5

Pouzijte prislusnou transformaci, separujte proménné a integrujte.

Tr—2y+3

Je zadana diferencialni rovnice Igf = ﬁ
r—dy+ 9

1. PouZite pfisludnou substituci (hovou proménnou oznacte pismenem 2.

Z =| Zkaontrolowat syntax |

2. Separujte proménné (pfi separaci pouZijfte zapis g(:) dz = f(.l) dxy:

| Zkontrolowvat syntax |

3. Integrujte a zapiste obecné feeni (nezapomefite se vratit k plvodnim proménnym):

ol =| Zhkontralavat synta |

Obréazek 7: Zadani prikladu v elektronickém odpovédniku IS MU.



Reseni:

4 3 141N st 1 _ az+by+tc
Jedna se o diferencialni rovnici typu y' = =5
1. Protoze
a b _[L =2[_1 -2[_,
a B |12 —4] |0 o 7
. . _ _ _ 1_ !
provedeme substituci z =z —2y, 2’ =1-2y = ¢ = =

Do odpovédniho poli¢ka testu IS MU zapiSeme z = x-2y.
2. Separujeme promeénné

1-2 2z 43
2 2245
1_Z,_2z—|—6
T 92245
Z,_22+672zf5
N 2245
1

2245

/

Pozadovany tvar separace proménnych g(z)dz = f(x)dx zapiSeme v od-
povédniku IS MU jako (2z+5)*dz=-1/dx.

/(22+5)dz :—/dx

22452=—x+C

3. Integrujeme

a vratime se k ptivodnim proménnym

(x —2y)*> +5(x —2y) +2=C
(x — 2y)? + 62 — 10y = C.

Vysledek v testu IS MU zapiSeme jako C = (x-2%y) ~2+6%x-10%*y.



