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Jadrovy odhad vicerozmérné hustoty

Pro d-rozmérny nahodny vybér Xy, ..., X, z rozdéleni s hustotou f
definujeme jadrovy odhad hustoty

1 n 1 B n B
H) = 3" Ku(x = X)) = —|HI7'2 > " K(H™2(x = X)),
=1 i=1

K je d-rozmérna jadrové funkce, pro kterou plati [ K(x)dx = 1

e H je matice vyhlazovacich parametrll z mnoziny F symetrickych
pozitivné definitnich matic typu d x d

e X=(Xq,...,xq) €RY
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Data — Jadro — Hustota

Pro dana data
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> Uvod

Data — Jadro — Hustota

vybereme jadro, napf. Epanecnikovo
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> Uvod

Data — Jadro — Hustota

vyCislime v kazdém bodé
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Data — Jadro — Hustota

a ziskame rekonstruovanou hustotu.
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Jadrovy odhad vicerozmérné hustoty

Typ jadra — z jednorozmérného jadra Ize vytvorit dvé rlizna
vicerozmeérna jadra:

e soucinové jadro o sféricky symetrické jadro
Py T s K((xTx)"/2)
K™ (x) = | | K(xi K =
( ) E ( I) (X) f K((XTX)1/2) dX

© ©)

N\
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Vybér mnohorozmérného jadra

Vybrat si souginové jadro K” nebo sféricky symetrické KS?
Méritkem optimality je funkcional Cy [Wand & Jones, 1995]

Co(K) = (V(K)*B2(K)2) 9+ _ min
Resenim této tlohy jsou optimdini jadra.

Mezi soucinovymi jadry nejlépe vychazi Epanecnikovo soucinové
jadro.
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Matice vyhlazovacich parametru H

vvvvvv

e ma vliv na orientaci jadra a jeho ,Sirku”
e 3 tfidy vyhlazovacich matic
F : obecna tfida symetrickych pozitivné definitnich matic s Jd(d + 1)
nezavislymi prvky,
D : diagonalni matice tvaru H = diag(h7, ..., h3),
S : tfida nejjednodussich matic typu H = H? - Iy

Pro tfidy D a S Ize psat odhad hustoty v jednodussim tvaru

R - 1 1 X1_X1 Xd_Xd
D: f(x,H)_M;K( T )

S: f(x,H) = n1hd > K ((x—X;)/h)

i=1
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> Metody pro odhad H — Metody zaloZzené na MISE

MISE

Kvalitu odhadu f mtizeme méfit nap. pomoci stfedni integralni
kvadratické chyby (MISE) [Wand & Jones, 1995]

MISET(- \H) = E / (?(x, H) — f(x))2 dx

- / var F(x, H) dx + / (bias?(x, H))2 dx

/ ar f(x, H)d /KH x —y)f(y)dy — /KH X — y)f(y)) }

/ blasf “dx = / / Ki(x — y)f(y, H) dy — F(x, H)) dx.
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> Metody pro odhad H — Metody zaloZzené na MISE

LSCV

Nevychylena metoda kfizového ovéfovani odhaduje integralni
kvadratickou chybu (ISE) [Sain et al, 1994]

ISEF(- , H) = / (Fx.H) — 1(x))” ox

/[f H)1? dx — 2/fo x)dx+/f2

LSCV(H) = / [F(x, H)]? dx — = Z fi(Xi, H),
i=1

kde F_i(x, H) = zlyy 2okt Ku(x — X))
J#i

LSCV(H) = n2 Z 1 * Ky — 2Ky)(Xi — X;) + 207Ky (0)

ij=1
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Od MISE k AMISE

MISEF(- E/ F(x, H) — f(x >dx

_ / var F(x, H) dx + / (bias 7(x H))2 dx,

AMISEY(- / K2(x — y)f(y)dy
AlVar
N 2
+ [ ([ Kutx = y)fty. Hydy — Hx.H)) " ox
AlBias?
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AMISE

Predpoklady pro prechod od MISE k asymptotickému tvaru stfedni
integralni kvadratické chyby (AMISE):

¢ K je ohraniCena jadrova funkce s kompaktnim nosi¢em, pro niz
plati

/K(x)dx: 1, /xK(x)dx:O, /xxTK(x)dx:ﬁg(K)ld,

kde B2(K) = [ x?K(x) dx nezavisi na i a Iy je jednotkova matice
radu d.

e H = H, je posloupnost vyhlazovacich matic takovych, ze
n~1|H|~1/2 a v8echny prvky H se blizi k nule pro n — .

e VSechny prvky matice D? druhych derivaci hustoty f jsou po
¢astech spojité a integrovatelné se Ctvercem.
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> Metody pro odhad H — Metody zalozené na AMISE

AMISE

Asymptoticky tvar stfedni integralni kvadratické chyby [Wand & Jones,
1995]

AMISE(H) = AlVar + AlBias®

Vychyleni (Bias) Ize s uzitim vicerozmérné Taylorovy véty rozepsat
(K )00~ 100 = [ Kulx = y)F(y)dy - F(x)

/ K(z)f(x — H'/?z) dz — f(x)
= f(X) + 5B2(K) tr[HDZ(X)] + o(tr H) — f(x)

Bias ~ %32(K) tr[HD?(x)]
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AMISE

Podobné mazeme rozepsat i rozptyl (Var)
2
var f(x, H) = /KHx y)f dy—(/KH(x—y)f(y)) }
- B1/41—1/2//<2(z)f(x _ H'2z)dz
]
= ,—7|H|_1/2V(K)f(x) +o(n'|H|71%)

Var ~ 1|H|=1/2V(K)f(x)
Tedy

AMISE(H) = %|H|‘1/2 V(K) + 353(K) / 2 [HD?(x)] dx
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AMISE

Dale jesté upravime tvar vychyleni
/tr2 [HD?(x)] dx = (vech H)" Wz vech H.

Operace vech (z angl. vector half):

a b a
A:< ) = vechA=|rc
c d d

Pro d = 2 je matice V£ tvaru
Yao 2931 oo
2931 422 2913
Yoo 2913 o4

kde
8k+£ f(X)

) oxk 8xf
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AMISE

AMISE(H) = %\H\—V? V(K) + 383(K)(vech H) "W vech H

| pres tato zjednodusSeni nelze vyjadfit optimalni H vzhledem k AMISE
a musi se pocitat numericky. [Wand & Jones, 1995]
D : Je-li matice H diagonalni, pak Ize psat

H = diag(h, ..., h3) = diag(h®) a AMISE muzeme psat ve tvaru

V(K)

+ 143(K)(h?)TWp(h?)

kde VW obsahuje prvky V26,426 €] je jednotkovy vektor s 1 na
i-tém misté.
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AMISE

S : V piipadé H = h? - Iy dostaneme

V(K 2 f 2
AMISE(H) = n(hd) + 1R(K)H / > 63)5.:)] dx
i=1 J
I(D?)

Jen v tomto pripadé Ize vyjadfit optimalni hodnotu vyhlazovaciho
parametru h

B V(K) 1/(d+4)
hamise = [d—nﬂg (K)I(D?)
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> Metody pro odhad H — Metody zalozené na AMISE

AMISE - 2D

Zamérime se na odhady dvourozmérné hustoty s diagonalni
vyhlazovaci matici H. Pak asymptoticky tvar stredni integralni
kvadratické chyby (AMISE) Ize jednodusSe vyjadfrit takto:

V(K)

]
AMISE(H) = nhibs 202(K) 2(hpa g + 2W2M31ba o + hivo.4),

kde
o V(K)= [[ K?(x1,X)dxqdx2 < o0
o Bo(K) = [[ X2K(x1, X2) dx1dxo, i = 1,2

‘¢k£—ff(86);(;g;2)) (X1, X2)dxydxa, Kk,0=0,2,4, k+(=4
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> Metody pro odhad H — Metody zalozené na AMISE

Lemma

Oznacme Hayse = arg mingep AMISE(H). Pak pro vyhlazovaci
matici Hapyse S prvky

hy amise = - 3/4 4 V(K) - 1/6,
; Bo(K )2¢3/4(¢22+¢1/2¢1/2)

ho amise = - 3/4 o VK) - 1/6,
, (,()210\0,/4(#}22 +¢1/2¢1/2)

plati

~ ~ 2
// var f(X, HAMISE) dX1 dX2 =2 // (bias f(X, HAMISE)) dX1 ng.
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—_—
AMISE

Odhad AMISE

——— N — A 2
AMISE(H) = / / var f(x, H) dxydx + / / (bias 7(x, H)) dx;dxe,

kde
/ / Gar F(x, H) dxydx, = ,1—7 / HI~12V(K)(x, H) dx;dx,

// (b/i\as f(x, H)>2 dxydxp = // (// Ky (x — y)i(y, H) dy;dy»

2
~H(x, H)) dx;dxe.
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== ] 4 r
AMISE — optimalni H

Upravou predeslych rovnic ziskame

//v’ar?(x; H) dxydxz = %
1172

/ / (bias 7(x; H))2 dx;dx,

1 n n
= ?ZZ(KH*KH*KH*KH
i=1 j=1
— 2Ky * Ky * Ky + Ky * Ky)(X; — Xj),

kde x znaci operaci konvoluce.
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> Metody pro odhad H — Metody zalozené na AMISE

AMISE — optimalni H

Oznacme

n
g(h1,h2) = Z KH*KH*KH*KH_2KH*KH*KH+KH*KH)(Xi_Xj)
ij=1

Myslenka této metody je zaloZzena na Lemmatu, tedy hledame takova
hy a hy, aby platilo

IVar = 2 - IBias®
V(K) 1 - .
~=> =2-—g(hy, h
. n29(1 2)
nV(K) = 2?71 Flgg(i\h s F’Q)
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== ] 4 r
AMISE — optimalni H
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Optimalni H — M1

Jak najit dal$i vztah mezi hy a hy?
© Scottovo pravidlo: h; = 6;n~1/®, (i = 1,2) [Scott, 1992]

2hihog(hy, hp) = nV(K)
M1< = N
ho = chy

K odhadu 6; mizeme pouzit vybérovou smérodatnou odchylku

1< <
A2 2 i
UI:n_1lz1:()(lj_)(l)7 I:1527

nebo robustnéjsi odhad

~ _ Xian/a — Xiln/4)
TiIQR 1349

i=1,2.

Doporucuje se pouzit mensi z odhadd: min(é;,; or), I = 1,2.
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Reseni metody M1
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> Metody pro odhad H — Metody zalozené na AMISE

Optimalni H — M2

® Podle vztahu pro optimalnimi hodnoty hy a h, (vzhledem k

AMISE) plati
1/4
L (@) & h3voa = hivao,
hy o4

82F\ 2 2Ky 02Ky
= dx ~ n 2 X — X;
we= [ () o= (G %

OX3 /

921 \? 92Ky 02Ky
= Z ) dx~n? X — X
Va0 / ( 8x12> X~n ,,Z1< o2 " o )( )
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Optimalni H — M2

Pak ze vztahu hivos = hiag plyne

h4 _22<8KH 8KH>(X X h4 _ZZ<8KH BKH>(X X)

= Ox2  Ox3 = ox2  ox?
2hyhag(hy, ho) = nV(KZ)
4 22K, 9
wed i (G < ) - X)) =

2
“4 o KA ha KA
= W2y (G« ) X - X))
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Reseni metody M2
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BCV a Plug-in metoda

Cilem téchto metod je odhadnout funkci

8k+€ f(X)
OxKOxs

Tl)k’g = f(x) dx’ k7€ = 072747 k + f = 4

¢ Vychylena metoda kiizového ovéfovani (BCV) — 2 typy,
¢ plug-in metoda.
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> Metody pro odhad H — Metody zalozené na AMISE

o
k+03 K+t
Vo~ %(ax)’([l) - F(x, H) dx — ,1—7 %T}f;g) - Kiy(x) dx
5 ak+€KH
Uk =N 12”21(8x1"8x2 * KH)(XI - X))
J#
(>
ok+ef(x U 9RHE (X,
Vs = E(Wa(xg)) ~ a3 W

4 KX — X))

By =i (n—1)""
Ve =1 R ZZ OxXKoxs

it
kde 7_;(x, H) = (n— 1) 2, 1 Ku(Xi = X;). [Duong & Hazelton, 2004]




Plug-in metoda

8"”f(x)) 1 &G XL G)

kayt ) kAt
Ox{0x; n— 0x{ox

KX — X))
G — 2
wk N4 ) n Z Z aXfan )

i=1 j=1

Yk = E(

kde predpokladame G = g2/

1
ke K(0) 4+k+e
oxKox§

IAMSE = | 5 (K) [Vkrae + Vkeraln

[Wand & Jones, 1994]
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> Jiné metody pro odhad H

PLCV

Metoda kfizového ovérovani pomoci pseudovérohodnostni funkce
[Cao, 1993]

ﬁ? i(Xi,H) — max
((H) =InL(H)
=—nin(n—1) - g Indet(H) + zn: In [zn: K(H™'/2(X; — x,-))]
=1 j=1
J#i
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> Jiné metody pro odhad H

Metoda referenéni hustoty

Za predpokladu, ze f je d-rozmérna normalni hustota, pak optimalni
hodnota matice vyhlazovacich parametrt je

4 \2/(dr4) .
Hor = (g5g) =,

pN je odhad kovariancni matice. [Wand & Jones, 1995]
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Metoda maximalniho vyhlazeni

Huys je feSenim rovnice

H.HT = <(d+8)d36 "’/2V(K)>d T,
160 (%48)(d + 2)

prod =2

wl—=

™

6257 V(K)\ 3
. T [ [ —4 .
H-H ( o6 )

pfitemz £ znaéi odhad kovarianéni matice.
Pro H = diag{hy, ho}

6257 V(K) o
h, (T) 0',, | = 1,2

[Sain et al, 1994]
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Simulace

Aplikace na simulovanych datech — porovnani metod M1 a M2
s metodou LSCV.

e Epanecnikovo soucinové jadro

9
K(x1, X2) = (1 —x2(1 = x5), x1,x €[-1,1],

e n—pocet pozorovani v nahodném vybéru,
e R — pocet opakovani.
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> Simulovana data

Normalni hustota |

n=100, R =100

X ~ Np(0,0;7,1,0)
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Normalni hustota | — H
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_ > Simulovangdata
Normalni hustota | — rekonstrukce

LSCV (o) M1 (x) M2 (+)
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Normalni hustota Il

n=100, R =100

X ~0.25N5(0,0; 1,1,0)
+0.75N2(4,3: 4,3,0)
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Normalni hustota Il - H

3_
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> Simulovana data

Normalni hustota Il — rekonstrukce

Ivana Horova, Jan Kolacek, Kamila Vopatova 49/68



> Simulovana data

Normalni hustota Il

n=100, R=100

3 9 49 63

X~7M(~1.0: 55 700" 250 §
3 2 9 49 _

+ 7M1, 7= 55 7007 )

+1N2(1,_3;3£) |

7 /3 257100’

Ivana Horova, Jan Kolacek, Kamila Vopatova

50/68



Normalni hustota Il - H

1.8

1.6

1.4F

1.2F
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Normalni hustota Il — rekonstrukce
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> Simulovana data

Studentovo rozdéleni

n =60, R =100

X ~1(5) - t(5)
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Studentovo rozdéleni — H

25F

0.5f
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> Simulovana data

Studentovo rozdéleni — rekonstrukce
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> Simulovana data

Weibullovo rozdéleni

n=60, R =100

X ~Wh(2,2) - Whb(2,3)
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> Simulovana data

Weibullovo rozdéleni — H

1.2¢
1_
+ *—"’
0.8} HAM\SE
o
o6} O
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o o
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04t @ ©
& 5
O
02t © 00
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0 02 04 06 08 1 12 14 16
h
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> Simulovana data

Weibullovo rozdéleni — rekonstrukce

LSCV (o) M1 (x) M2 (-+)
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Prameér relativnich chyb AMISE

Relativni chyba AMISE

| AMISE (Hpmetosa) — AMISE (Hamise)|
AMISE (Hamise)

data || LSCV | M1 | M2 |

Norm | | 0.5046 | 0.4486 | 0.0841
Norm Il || 0.5392 | 0.7227 | 0.7200
Norm Il || 0.4548 | 0.9232 | 0.6392
Student || 0.5407 | 0.4052 | 0.3063
Weibull || 0.8424 | 0.2987 | 0.1619
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Praméry IAE

Integralni absolutni chyba (IAE)
IAE(H) = / )?(x, H) — f(x)( dx

data | LSCV | M1 | M2 |
Norm | 0.3213 | 0.3016 | 0.2687
Norm Il || 0.3619 | 0.3468 | 0.3313
Norm Il || 0.4041 | 0.3828 | 0.3700
Student || 0.4098 | 0.3378 | 0.3313
Weibull 0.3895 | 0.2942 | 0.2920
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@ Realna data
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Lipidy v Kkrvi

Koncentrace lipidu v krevni plazmé pacientu.

e 320 pacient(, u kterych bylo
zjisténo zluzeni céy,

e X; — cholesterol [mg/100 ml],

400

o X, —triglycerid [mg/100 ml].

300+

100

L L L L L L L
50 100 180 2000 250 300 380 400 450
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Lipidy v krvi — rekonstrukce

LSCV (o) M2 (+)
hy = 42.31, h, = 31.86 hy = 14.99, h, = 25.58

00 T

500 A . i soal

4001 R . e 400t

300 3n0f
200 200
1001 100}

0 , , . \ , , , , , . . \ , ,

50 100 150 200 250 300 350 400 450 50 100 180 200 250 300 350 400 450
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> Redlna data

Lipidy v krvi — rekonstrukce

LSCV M2

0 i
L
i
T

2m

200
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Poustni rostliny

Méfeni dlouhoveékosti u rostlin vybrané lokality Mohavské pousté.
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Poustni rostliny — dead

LSCV (o)

_h=6.01,h=738

Ivana Horova, Jan Kolacek, Kamila Vopatova

M2 (+)
_ hy =7.36, h, = 7.96
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