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Modelovani umrtnosti

m Charakteristika umrtnosti:

m dva stavy- "naZivu" a "zemrely", o prisluSném stavu
kazdého z pojisténych Ize jednoznaéné rozhodnout;

m prechod mezi témito stavy pouze jednim smérem- amrti;

m okamzik umrti je ndhodny a mize byt popsan jen s
pouzitim pravdépodobnosnich néastroju.
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Délka zivota T,

Délka zivota:
m spojitd ndhodna veli¢ina predstavujici délku zivota prave
narozeného jedince (doba mezi vékem 0 a umrtim);
m méfi se v letech;
Predstava na niz je zaloZzen model umrtnosti:

m nahodné vybereme jednoho jedince z velké skupiny
x-letych, jeho délka Zivota neni znama, ale miizeme na ni
pohlizet jako na ndhodnou veliinu s odhadnutelnym
pravdépodobnostnim rozdélenim.
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Pravdépodobnostni rozdéleni
m Pravdépodobnostni rozdéleni délky zivota Ty popisujeme
pomoci distribu¢ni funkce
Fo(t) = P(To < 1)
diky spojitosti mizeme psat
P(To <t)= P(Top < t).
m Nékdy se zavadi také funkce preziti

So(t) = P(To > t) =1 — Fo(t)
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m Budouci délku Zivota ve véku x za podminky, Ze jedinec
se dozil véku x budeme znacit Ty.

m Distribu¢ni funkci délky zivota ve véku x pocitame
pomoci podminéné pravdépodobnosti:

Fx(t) = P(Tx<t)= P(To < X+ t[To > x) =
_ P(x < ToSX%t)_Fo(XJrZ‘)*Fo(X)
P(T0>X) N 1—F0(X)

m Pro funkci preziti ve véku x plati

Sx(t) = P(Ty>t)= P(Top>x+1tTy>x)=
P(To>X+t)_So(X+t)
P(To>x) — So(x)




Modelovani Gmrtnosti Ocenéni zivotniho pojisténi Kalkulace pojistného
000080000000 000000 000000 000000

Znaceni

m gy - pravdépodobnost umrti ve véku x:
pravdépodobnost toho, ze jedinec, ktery je nazivu ve véku
X, se nedozije véku x + 1

ax = Fx(1) = P(Tx <1);

m py - pravdépodobnost doziti ve véku x:
pravdépodobnost toho, ze jedinec, ktery je nazivu ve véku
X, se doZije veku x + 1:

B ;g - pravdépodobnost toho, Ze jedinec, ktery je nazivu ve
véku x, zemre pfed dosazenim véku x + ¢

tqx = Fx(t) = P(Tx < t);
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Znaceni
m ;P - pravdépodobnost toho, Ze jedinec, ktery je nazivu ve
veéku x, se dozije veku x + t
thx = Sx(t) = P(Tx > t);

B 5 Qx - pravdépodobnost toho, Ze jedinec, ktery je nazivu ve
véku x, zemfe ve véku x + s

S|qX:FX(S+1)_FX(S): P(s< Ty <s+1),

B ;Qx - pravdépodobnost toho, ze jedinec, ktery je nazivu ve
véku x, se dozije véku x + s, ale zemre pred dosazenim
veéku x + s+t

sitdx = Fx(s +1) — Fx(s) = P(s < Tx < s+1).
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Intenzita umrtnosti

m Oznacme si pravdépodobnostni hustotu veliiny Ty jako

d d d d
fo(t) = ~;Folt) = 5, (190) = (1 = tP0) = —~¢Po-
m Pak pravdépodobnostni hustota veli€iny Ty je
. d . d Fo(X—Ft)—Fo(X)
fX(t) - EFX(I.) - ?t 1— Fo(X)
_ dxgtpo . d o
T dt ypy at™
m Intenzita umrtnosti ve véku x
fo(x 1 d d
Hx = (%) = —————xPo = ——_ In(xpo).

xPo  xPo dx dx
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Zakony umrtnosti

m Praktické vyuZiti intenzity amrtnosti.

m Snaha modelovat lidskou imrtnost pomoci matematickych
vzorcu, konstrukce kfivek umrtnosti pro danou populaci.

m Jedna se pak o usporny popis velkého mnozstvi Gdaju.
m Umrtnostni kfivky jsou hladké a pfispivaji k vyhlazovani
umrtnostnich tabulek.

m Pro rozliSeni riznych zakond Umrtnosti jsou vhodné riizné
volby intenzit tmrtnosti.
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Konstantni intenzita umrtnosti

m Intenzita dmrtnosti je konstantni, tedy
px = A

pak mUzeme psat

t
tPx = exp (—/ Lix+s ds) = e M.
0

m Funkce preziti ;px zde nezavisi na véku, a proto je tento
zakon umrtnosti pro lidskou populaci nevhodny.
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Moivruv zakon umrtnosti

m Jedna se o rovhomérné rozdéleni délky Zivota s
pravdépodobnostni hustotou

1
fx(t):m, pro0 < t<w— X,

kde w je stanoveny nejvy$si vék pro uvazovanou populaci.
m Plati
—x—t
Py = 1 _th:1_FX(t):w7, pro0 <t <w-—x.
w—X
m Intenzita umrtnosti

d 1
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Dalsi zakony umrtnosti

m Gompertziv zakon umrtnosti: exponencialné rostouci
intenzita Umrtnosti

ux = Bc*, kde B > 0, a ¢ > 1 jsou parametry.

m Makehamuyv zakon umrtnosti: zobecnéni Gompertzovy
intenzity umrtnosti do tvaru

ux = A+ Bc*, kde A > 0 je dal$i parametr.
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Umrtnostni tabulky

m jsou zakladnim nastrojem pro vypocCty provadéné v ramci
zivotniho pojisténi. Prezentuji model imrtnosti praktickym
zpusobem.

m poskytuji zakladni informace o umrtnosti uzaviené
stacionarni populace- nedochazi k migraci obyvatelstva a v
Case se nemeéni ani velikost populace a jeji vékové slozeni.

m pro Ceskou republiku je publikuje je kazdoro¢né Cesky
statisticky Urad.
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Popis umrtnostni tabulky

Sloupce umrtnostni tabulky pfedstavuji konkrétni veliCiny, napf.
predstavuji hodnoty veliin uvedenych ve sloupcich pro
konkrétni vek.

Charakteristika konkrétnich velicin uvedenych v
uamrtnostnich tabulkéch:
m X - vyjadfuje vék osoby - x € {0,1,...,w}, kde w je
predpokladany nejvyssi vek, ktery mize dosahnout osoba
sledovaného souboru
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Veli¢iny umrtnostni tabulky

m pravdépodobnost doZiti py - vyjadiuje pravdépodobnost,
Ze x-leta osoba se doZije véku (x + 1)

m pravdépodobnost umrti g, - vyjadiuje pravdépodobnost,
Ze x-letd osoba se nedozije véku (x + 1)

m plati px + gx = 1

m pocet dozivajicich se véku x I- vyjadfuje pocet osob
Zijicich ve véku x. Pocatecni hodnota Iy vyjadiuje
pocatecni pocet osob modelovaného souboru a nazyva se
kofen umrtnostni tabulky.



Kolik osob ve véku 60 let zemrelo béhem

m 5 rokU;
m 7 rok?
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Komutacni Cisla

m Jedna se o Casto se opakujici souciny a soucty v
pojistnych vypoctech.

m Tyto soucCiny a souCty byly oznaceny a jejich hodnoty jsou
tabelizovany.

m Hodnoty komutacnich Cisel zavisi na imrtnostni tabulce a
na vysce Urokové miry.

m V dalSim budeme pouzivat oznaceni v pro diskontni

faktor ’

vV =
140

kde i je irokova mira.
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Rozlisujeme komutacni cisla:
m nultého fadu:

D, = Iv* diskontovany pocet dozivajicich se véku x
Cx = dyv**' diskontovany podet zemrelych ve véku x

m prvniho fadu
w—X
Ny = > Dy
j=0

w—X
MX - Z CX+]
=0



m druhého fadu

w—X
SX - Z NX+j
j=0

—X
Re = > My
j=0

s v

m Komutacni Cisla vySSich fadlu se nepouzivaji.
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Pojistné

m Plati, Ze pojistné = netto pojistné + naklady pojistovny

m Pojistné se také nékdy nazyva brutto pojistné, pojistna
sazba nebo pojistny tarif. Jedna se o ekvivalentni vyrazy.

m Netto pojistné se nékdy nazyva Cisté pojistné nebo
rizikové pojistné.

m Podle frekvence plateb pojistného rozliSujeme

m Jednorazové pojistné - pojistné je zaplaceno jednou a dale
se nic neplati.

m Bézné pojistné - pojistné je placeno jednou za rok. D4 se
dale rozlisit placeni bézné po celou dobu pojisténi a placeni
bézné placené kratsi dobu, nez je doba pojisténi.

m Podrocni pojistné - je placeno m krat za rok, napf.
meésicné, pulro¢né, atd.



Modelovani umrtnosti Ocenéni zivotniho pojisténi Kalkulace pojistného
000000000000 000000 0e0000 000000

Zakladni principy pojisténi osob

P¥i stanoveni vySe pojistného vychazime ze dvou zaladnich
principu. Jsou to

m princip fiktivniho souboru - spociva v predpokladu, Ze
stejny typ pojisténi uzaviou vSechny osoby, které jsou ve
véku x nazivu. Tento predpoklad zjednodusuje vSechny
avahy, ale nakonec vede k vysledkim dostate¢né presnym
na praktické pouZziti.

m princip ekvivalence - vychazi z pozadavku, aby se
rovnaly pfijmy a vydaje pojistovny, pokud se diskontuji
nebo zuroCi ke stejnému datu.
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m Pojistovna ocenuje své budouci pfijmy a vydaje hlavné
pomoci jejich ocekavanych pocatecnich hodnot. Princip
ekvivalence pak ma tento tvar:

ocekavana pocatecni hodnota pojistného=
=0Cekavana pocatecni hodnota pojistného plnéni.

m V nejjednodussim pripadé predstavuje pocatecni hodnota
pojisténi jednorazové netto pojistné, protoze ¢astka v
této vysi jednorazové pokryje primérna pojistna pinéni
pojistovny.

m Pro jednoduchost budeme uvazovat jednotkova pojistna
plnéni, pak mluvime o jednotkové poc¢atecni hodnoté
pojisténi.
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Vzorce pro vypocet nékterych pojisténi

m pojisténi pro pfipad doziti

D
nEx =npx- v = 5::”;
m (dozivotni) pojisténi pro pfipad smrti
w—X
M.
Ax= D kPx Gk VT = %
k=0 X

m docCasné poijisténi pro pfipad smrti
n—1 M. — M
Aj(n} = Z kPx * Qx+k - v = XDix—Mi

k=0 X
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Vzorce pro vypocet nékterych pojisténi
m smiSené pojisténi

My — Myin + Dxyn
Dy '

n—2
Axn = ZK\CIX Vi +n_1px- V' =
k=0

m dozivotni dichod predlhitni

w—X N
. k X
ax = g kPx - V" = E;

k=0 X

m dozivotni dichod polhatni

w—X N
k X+1

aX = Z kpx V= D
k=1 X
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Priklad

20-ti leta osoba vyhrala ve Sportce 1 milion K&. Uzavie smlouvu
na smisené pojisténi na 50 rokd. Kolik obdrzi dédicové, pokud
dana osoba zemie béhem dané doby, respektive kolik obdrzi
pojisténa osoba, pokud se dozije konce pojisténi (nebereme v
uvahu naklady pojiStovny a zdanéni vyhry)?
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Vypocet bézného netto pojistného

m Predpokladejme hodnotu pojisténi .

m Zakaznik si ale preje platit pojistné m rok( ro€nimi
predlhdtnimi splatkami.

m Plati, Ze m < n, kde n je doba trvani pojisténi.

m VySe predlhitni splatky je P.

m Vyjdeme opét z rovnice ekvivalence

prijaté jednorazové pojistné = =
= soucet rocnich pojistnych prijatych od Zijicich osob
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m To Ize matematicky zapsat jako
Tl =P -h+P-lyy V4. 4P hpmq- v

m Rovnici vynasobime vyrazem v* a pfejdeme ke
komutaénim Cislim

m-Dy=P-Dy+P-Dyi1+ ...+ P-Dyxim1

Odtud
7Dy = P-(Nx— Nxim)
s
P = Nwom

Dx
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Brutto pojistné

m Netto pojistné se pocita tak, aby pokrylo vyplatu
pojistnych Castek.

m Pokud pripoc¢itame k netto pojistnému také spravni
naklady, dostaneme tzv. brutto pojistné.

m Oznaceni:

m B - jednorazoveé brutto pojistné
m B- bézné brutto pojistné
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Naklady

m Pocatecni jednorazové naklady « - spojené s uzaviranim
pojistné smlouvy (propagace, provize pojistnym agentim,
obchodnim zastupclim, maklérim). UrCuji se v procentech
z pojistné Castky nebo jako procenta z ro¢niho duchodu.

m Bézné spravni naklady 3 - jedna se o kazdoro¢ni
naklady béhem trvani pojisténi spojené s jeho udrzovanim
(néklady na dané, najemné, administrativu,...); urCuji se v
promilich z pojistné ¢astky nebo z ro¢niho duchodu.

m Inkasni naklady ~ - jedna se o naklady spojené s
inkasem (bézného) pojistného; pocitaji se jako procenta z
brutto pojistného.

m Naklady pfri vyplaté duchodt § - vznikaji jen u
dichodového pojisténi jako naklady spojené s vyplatami
ddchodd.
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m Brutto pojistné placené jednorazove pro dozivotni pojisténi
B=n+a+03-a

m Brutto pojistné placené jednorazovée pro docasné poijisténi
B=7+a+ - am

m Brutto pojistné placené bézné pro dozZivotni pojisténi

1 o
11— < +ax+ﬁ>
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Priklad

35-ti letd4 osoba uzavre pojistnou smlouvu na smisené pojisténi
na 15 let s pojistnou ¢astkou 25000 KE. Vypocitejte
jednorazové brutto pojistné, jestlize vime, ze

m(Ags.15)) = 18647KC. Pojistovna si Gctuje tyto naklady:
a:3%aﬁ:0,3%
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