TRH OBLIGACI

JiITKA DupACovVA, MFF UK
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Motto [7]: Many years ago, bonds were boring. Returns were small and steady.
Fixed income risk monitoring consisted of watching duration and avoiding low qual-
ities. But as interest-rate volatility has increased and the variety of fixed income
instruments has grown, both opportunities and dangers have flourished. Accurate
fixed income risk measurement has become both more important and more difficult. ..

1. UvoDEM

Obligace jsou zfejmé nejstarsim dokumentem kapitalovych trhii. Ve 12. stoleti
se s nimi obchodovalo v Benatské republice a nazyvaly se ”prestiti”. Neékdy se
o nich hovori jako o cennych papirech s pevnym dichodem; jak ale uvidime, toto
oznaceni odpovida riznym druhiim obligaci v rtizné mire a ani investice do obligaci
nejsou bezrizikové.

S odvolanim na [3, kapitola 8] nebudeme zde jmenovat a popisovat jednotlivé
typy obligaci (viz [3], odst. 8.1) a jen stru¢né pfipomeneme zdkladni pojmy a
vztahy vyloZené v [3], odst. 8.2-8.5, které budeme v dal$im pouZivat. Pfidrzime se
vétsinou i oznaceni zavedeného tamtéz. Pro dany titul obligace jsou kromé emitenta
dilezité zejména tyto udaje:

(1) P, soucasna trzni hodnota (market value);

(2) F nominalni hodnota (face value);

(3) C} kuponova platba (coupon payment) v Case t;

(4) n doba, resp. pocet obdobi do splatnosti (maturity);
(5) ¢* vynosnost do splatnosti (yield to maturity).

Obligace je charakterizovana tokem budoucich plateb f;,t = 1,...,n, zpravidla
ft =Cut <n, f,=C,+ F. Jejil vynosnost do splatnosti je definovana jako feseni
rovnice

(1) P:Zﬁ

Vsimnéme si dvou jednoduchych pripadii:
Pro bezkuponovou obligaci je f; = 0,t < n, f, = F, takze vynosnost do splatnosti

it =\ 5 —
Py
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Pro obligaci s pevnou drokovou mirou je kupénova platba konstantni, C; = CVt

a pouziva se kuponovd sazba ¢ = % a bézind vynosnost v = P%. Vymnosnost do

splatnosti je fesenim rovnice

F
g 1—1—2 1—|—i)”

Dosazenim za C' = F'c a seCtenim geometrické fady dostaneme
(& N — N —
(2) Py=F|[S(1= (1 +0) ")+ (1+3)"

Je-li tato obligace proddvana za nomindlni cenu, tj. pro Py = F, je FeSeni (2)
snadné: ¢* = c. V tomto pripadé se shoduje kuponova sazba, bézna vynosnost a
vynosnost do splatnosti. Obecné se tyto veli¢iny od sebe lisi.

Cenu obligace ke zvolenému datu, feknéme k datu ¢ = 0% bezprostiedné po

vyplaté kupénu, odhadujeme pomoci soucasné hodnoty toku budoucich plateb jako

(3) Z 1+r

kde r je odpovidajici tirokova mira platna pro investice danych parametrd na
kapitalovém trhu. Vzorec (3) lze jesté korigovat o alikvétni drok, pokud jde o
propocet ceny pro ¢asovy okamzik mezi kuponovymi platbami. I bez této komp-
likace narazi ocefiovani obligaci podle (3) na problém volby trokové miry r a znalost
budoucich plateb f;, zvlasté pro obligace s dlouhou dobou do splatnosti:

Urokova mira se vyviji v éase a lisi se pro riizné rizikové t¥idy obchodovanych obli-
gaci; v ramci dané rizikové tiidy (napf. pro statni obligace bez vypovédi) mizeme
(3) formélné zpresnit

(4) Po=Y

t—1
— [[—o(1 +7%)

kde r, je tirokova mira platna pro ¢asovy interval (k, k+1]. Otazkou zustava odhad
budoucich hodnot r; a tomuto problému je vénovana rozsahla literatura.

Kromé bezkupdénovych obligaci a obligaci s pevnou tirokovou mirou nemusi byt
znédma ani vyse budoucich plateb; mize zaviset na budouci trokové mife (pfipad
obligaci S pohyblivou ﬁrokovou mirou) na budouci inflaci (pfipad indexovanych
potécéni zastavni listy) atp. Tim je zptusobena neur¢itost ohledné budoucich Vynosu
dané investice, coz se promitne snizenim trzni ceny oproti méné rizikové investici s
obdobnymi charakteristikami, napt. do statni obligace se stejnou nominalni hod-
notou, dobou do splatnosti a s pevnou urokovou mirou bez vypovédi. To ma za
nasledek nartst vynosnosti do splatnosti o hodnotu opravy vynosnosti do splatnosti
s ohledem na riziko (risk adjusted spread).

Investice do obligact nent tedy obecné bezrizikovou zadleZitosti v tom smyslu, Ze
ani budouct trzni cena obligace ani jeji vynosnost nemusi byt presné urceny. V
dalsim odstavci se budeme zabyvat nékterymi aspekty rizika trhu obligaci a jeho
kvantifikaci.



2. RIZIKA TRHU OBLIGACI A JEJICH KVANTIFIKACE

Zakladnim rizikem trhu obligaci, tj. faktorem, ktery rozhodujicim zpiisobem
ovliviiuje vynosnost investice do obligace, je vyvoj trokové miry, srv. (3), (4).
Roste-li irokova mira, klesd ziejmé cena obligace a naopak, a ocekavame vztah
mezi relativni zménou ceny a relativni zménou trokové miry ve tvaru

(5) APy =—DAr,

kde D se nazyva durace, trvdni obligace. Myslenka kvantifikovat riziko trhu obligaci
pomoci durace pochazi od F. Macauleye z konce 30. let.

Vztah (5) lze ve specidlnich pfipadech pomérné snadno odvodit a to svadi k
pouzivani durace bez ovéfeni predpokladi. Odvodime si podrobné (5) pro piipad
bezkupdnovych obligaci ve stejné rizikové tiidé a s riznymi dobami do splatnosti.
Pro né uvazujme tzv. vgnosovou krivku (yield curve), kterd popisuje zavislost vynos-
nosti do splatnosti na dobé do splatnosti (viz obrazek). Predpokladejme, Ze se jedna
o plochou vynosovou krivku, tj. ze vynosnosti do doby splatnosti jsou ptiblizné kon-
stantni pro uvazované obligace a pro vSechny doby do splatnosti. Vzorec (1) dava
jednoduchou zavislost ceny F, a vynosnosti do splatnosti i* pro bezkupdénovou
obligaci s dobou do splatnosti n

F

Py=—+~-,
(1+i)n
ktera postihuje zménu ceny obligace v souvislosti s jejim zranim v case. Mozna
zmeéna platné trokové miry pro bezkuponové obligace dané rizikové tridy ovlivni
ocenéni obligaci podle (3) a tim i budouci vynosnosti do doby splatnosti a budouci
vynosovou krivku.

Pokud bude i budouci vynosova kiivka plochda, znamené to, ze doslo k paralel-
nimu posunu vynosové kiivky, tj. ke zméné r = ¢* na r + or, kde dr nezavisi na
case. Cena obligace pfi urokové mire r + or

(6) Po(r + 67) = Po(r) + &%

takze po zderivovani Py(r) a po jednoduché tpravé (5) vyjde relativni zména

Py(r + Ar) — Py(r) or

(7) Po(r) =-n s

Chéapeme-li tedy Ar z (5) jako relativni zménu v 1 + r, je v tomto pfipadé zifejmé
durace podle (5) shodné s dobou do splatnosti, D = n.

Kupénovou obligaci se znamymi toky f;,t = 1,...,n mizeme v souladu s (3)
studovat jako portfolio bezkupénovych obligaci s dobami do splatnostit =1,...,n,
které prispivaji k cené obligace (resp. trzni hodnoté uvazovaného portfolia) svymi
soufasnymi hodnotami fo;(r) = f;(1+7)~" poéitanymi pomoci konstantni tirokové
miry r. Pro jednotlivé ¢leny souctu plati (srv. (7))

or
147

Jor(r + Ar) — for(r) = =t foc(r)
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pro jejich soucet je

or
Ar) — = — t
% Joi(r + Ar) Et fot(r) T+ r Et fot(r)

a po dosazeni a vydéleni cenou obligace Py(r) je

Po(T + AT‘) — Po(T) - or Zt tfo,g(?“)
Py(r) 1+7r Py(r)

Porovnanim s (5) ziskdme znamy vzorec pro duraci kupénové obligace

tfot(r

(8) D = Zt f Ot( )
Po(r)
Odpovida poucce, ze durace portfolia je vdZeny soucet duraci jednotlivych tituli
zahrnutych do portfolia. Pro jeho platnost byl podstatny predpoklad ploché vynosovél}
kiivky a omezeni zmén na jeji paralelni posuny. Dosazenim za F, a primym
zderivovanim muizeme ovérit, ze plati
) A[Po(r)(1 +1)")
dr

Odtud dalsi pouzivana poucka: Hodnota portfolia v case shodneém s jeho duraci je
imunni vzhledem k malym zmeéndm urokové miry. Pro bezkuponovou obligaci jde
ovSem o trivialni vysledek.

Nékdy se pouziva durace zalozend na absolutni zméné trokové miry v (5), tj.
Ar = 0r. Durace se v tomto ptipadé obvykle nazyva dolarovd durace a je rovna se
a# na znaménko derivaci 42 pro danou obligaci, resp. souétu >, tf;(1+ r)~(¢+D
pro obligaci nebo portfolio obligaci charakterizované toky f;,t =1,...,n.

Podle (5) durace vyjadiuje citlivost zmény ceny obligace na zméné trokové miry.
Jednda se vsak o lokalni vztah zaloZzeny na aproximaci pomoci prvnich derivaci.
Zpresnénim by mohlo byt pouziti druhych a vyssich derivaci v Taylorové rozvoji
ceny Py kolem bodu r. Druhé derivaci se v této souvislosti fika konvexita.

Alternativni vzorce pro duraci lze odvodit za modifikovanych predpokladi o
vynosové kiivce, viz napt [2, 6], a o zménach tvaru vynosové kiivky: jestlize nedojde
k paralelnimu posunu drokovych mér stejnému pro vSechny doby do splatnosti,
ale napt. ke snizeni pro kratké doby do splatnosti a zvySeni pro dlouhé doby do
splatnosti, muze vést mechanické pouziti pravidla o duraci pro ochranu investice
ke ztratam. Tomuto riziku se strucné ika riziko tvaru a setkdme se s nim jesté v
odstavci 3 v souvislosti s imunizaci portfolia.

Vedle obecného rizika trhu obligaci - rizika zmény trokové miry - jde i o riziko
spojené s kvalitou emitenta, podobné rizikiim pri poskytovani tvéru. Platby od
méné kvalitniho emitenta nemusi byt realizovany v terminu, nékdy nelze vyloucit
ani bankrot. To se promitne do ceny obligace a odtud do vynosu do splatnosti;
viz vysSe zminénou opravu vynosnosti s ohledem na rizika. Hodnocenim obligaci z
hlediska rizika tvéru se zabyvaji renomované firmy, napt. Standard & Poor’s nebo
Moody’s; viz. [9], kap. 13. Specialni problémy s ohledem na riziko s sebou nesou vy-
povéditelné obligace a hypotécni zdstavni listy; v jejich pripadé uz evidentné nestaci
hodnotit riziko podle penéznich tokl a zarazeni obligace do nékteré z ratingovych
skupin.

=0




3. VOLBA A RIZENi PORTFOLIA OBLIGACT

Rizné podptrné modely pro optimalni volbu portfolia obligaci vznikaly kon-
cem 70. let, kdy doslo k necekané velkému kolisani tirokovych mér. Tyto modely
smérovaly k ochrané investora proti riziku trokové miry, pripadné i riziku tvaru
v situaci, kdy ma svym portfoliem financovat dany tok pasiv nebo chranit hod-
notu portfolia. Tyto modely lze zhruba rozdélit na modely zaloZené na duract, tzv.
imunizace portfolia (bond portfolio immunization) a na modely zalozené na wvy-
rovndni penéznich tokiu (cashflow matching) nazyvané také portfolio se zarucenym
dichodem (dedicated bond portfolio).

V obou pripadech budeme predpokladat, ze jde o investici do obligaci z pfedem
daného seznamu, oznacenych indexy j = 1,...,J, s odpovidajicimi toky f;; v
casovych okamzicich t = 1,...,T a soucasnymi trznimi hodnotami Fp;. Kromé
toho uvazujeme dany tok financ¢nich zavazkt L;, které maji byt uhrazeny z vynosu

portfolia v ¢ase t. Mnozstvi obligaci zakoupenych do portfolia oznac¢ime z;,j =
1,...,J.

Imunizace portfolia

cf. [8], je zalozena na myslence, Ze zavazkim lze dostat jen kdyZ je soucasna hodnota
aktiv shodné (nebo vétsi nez) se soucasnou hodnotou pasiv a portfolio aktiv i pasiva
jsou stejné citlivd na zmény v trokové mire. Druhy pozadavek se kvantifikuje jako
shoda v duraci portfolia a duraci zavazku.

Jedna z moznych formulaci tlohy zni
J

minimalizovat E Pyjx;
Jj=1

za podminek

J
> PVjx; = PV,

j=1
J
E Djl‘j = DL
j=1

z; >0 Vj

Koeficienty PV;,5 =1,...,J, PV, resp. D;,j=1,...,J, Dy v této jednoduché
tloze linearniho programovani jsou soucasné hodnoty pocitané podle (3) (nemusi
se shodovat s trzni hodnotou), resp. durace obligaci a pasiva.

Podle teorie linedrniho programovani, pokud ma tato tloha reSeni, bude opti-
malni portfolio sloZeno jen ze dvou obligact; to je tzv. cinkovité (barbell) portfolio
a je ziejmé vystaveno znacnému riziku, pokud v rozporu s predpokladem v definici
durace nebudou vynosy do splatnosti u obou zahrnutych obligaci priblizné stejné.
Tuto nepfijemnost lze obejit tim, ze se zadaji dalsi podminky na slozeni portfolia,
napr.:

e intervaly [; < x; < u; pro mnozstvi kazdé obligace v portfoliu; vznikne tzv.
Zebrikové (ladder) portfolio;

e pridani podminky na shodu konvexity portfolia obligaci a pasiva;

e vybérem obligaci, které maji ptiblizné stejnou duraci jako pasivum, tzv. za-
ostrené (focused, bullet) portfolio.
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Uvedeny typ modelu pouziva lokalni aproximace souc¢asné hodnoty, srv. (6),
chrani portfolio jen kratkodobé a je ho nutné stale prepocitavat. Je stale velmi pop-
ularni, i kdyz vychézi z predpokladii (napt. malé paralelni posuny ploché vynosové
kiivky v definici souc¢asné hodnoty i durace), které obecné nejsou splnény.

Portfolio se zaru¢enym duachodem
porovnava v kazdém uvazovaném casovém okamziku t = 1,...,7T penézni toky ze
za- koupeného portfolia se zavazkem. Zavazek bude vzdy splnén, pokud

J
(10) > fpwg =Ly, t=1,....T
j=1

Piedpokladejme, ze piipadny prebytek v, v case t lze kratkodobé (do piistiho
¢asového okamziku) investovat za urokovou miru 7, platnou v obdobi (¢,¢ + 1].
Podminky (10) se zméni na

J
(11) ST fwi+ Qo) —of =Ly, t=1,...,T
j=1

Minimalizujeme opét naklady na porizeni portfolia

J

(12) > Pojy (+v7)

Jj=1

za podminek nezépornosti na x;,v; Vj,¢ a podminek (11).

Zjevnym problémem je pritomnost dnes jesté neznamych koeficientda r; — bu-
doucich hodnot trokovych mér. Mzeme mu do jisté miry celit nasazenim konserva-
tivné urcenych nizkych hodnot r, nebo pozadovat solventnost pro ur¢itou mnozinu
(T — 1)-rozmérnych vektorii r budoucich hodnot tirokovych mér r, t =1,..., 7 —1.
Takovym vektortim se tika scéndre a rizné normativni predpisy pozaduji splnéni
podminek (11) pro pfedepsané pesimistické nebo charakteristické scénare. Rozsah
ulohy tim vzroste, pro S uvazovanych scénait v ni bude soustava ST podminek

J
(13) D fiewi 4+ (L4 o — v = Ly
j=1

a J+ S(T — 1)+ 1 nezdpornych proménnych (vychozi trokovd mira ry je zndma
a va' nezavisi na s). Vyslednd tloha a jeji feSeni pochopitelné zavisi na vybéru
SCENAart.

Dalsi myslenka, ktera se nabizi, je umoznit také kratkodobé vyptijceni prostiredk
chybéjicich v nékterém obdobi; oznac¢ime chybéjici mnozstvi penéz v obdobi ¢ jako
vy , resp. v; ° a prepiSeme podminku (13) odpovidajicim zpiisobem:

J
(14) ijtxj (L) = o o = (L + 61 = Ly
j=1
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kde §; jsou naklady na vypujceni (spread); konservativné mohou byt nastaveny
napt. tak, aby se shodovaly s rozdilem mezi maximalni a minimalni uvazovanou
urokovou mirou r§ pro obdobi (¢,¢ + 1].

Navic je vhodné pouziti vyptjcek penalizovat, tj. ocenit jejich pouziti v mini-
malizovanych nakladech tpravou ptvodni ucelové funkce na

J S T—1
(15) > Pojmi(+vd) + > ps Y qiv
j=1 s=S  t=1

kde ¢; je soucasnd hodnota penale za pouziti vypujcky v Case ¢ pii scénafi s (pii
diskontovéani se pouziva r®) a ps je pravdépodobnost, resp. vaha scénaie s mezi
uvazovanymi scénari. Vypujcovani v poslednim casovém okamziku 7' zpravidla
neni dovoleno.

Vysledny model

J S T-1
minimalizovat Z Py (+vd) + Zps Z qivy °
j=1 s=1  t=1

za podminek
J
o fpws A+ (Lo — o o7 = (L4 4+ 6a)v 5 = Ly
j=1

prot=1,...,T,s =1,...,5 a pfi nezapornosti vSech proménnych je mozné pre-
pocitavat v pozdéjsich ¢asovych okamzicich pro aktualizovana data.

Scénafe slouzi i k ocenovani a naslednému zahrnuti vypovéditelnych obligaci
a indexovanych obligaci, jejichz kupony zavisi na vyvoji trokovych mér (modelo-
vaném scénafi). Dalsi krok je umoznit rekonstrukci portfolia pozdéjsim prodejem
a nakupem obligaci; ptiklad takové aplikace viz. [1].

Konstrukce scénaiti je obtizny a komplexni problém. Mohou je zadat experti
ad hoc. Scénéfe by pritom mély mj. odrazet soucasny stav trhu i jeho pfedpok-
ladany budouci vyvoj. Soucasny stav trhu je vétsinou popsan vynosovou kiivkou
vztazenou k danému datu a obligacim srovnatelné rizikové tiidy, které byly toho
dne obchodovany. Pro odhad celého priubéhu vynosové kiivky (tj. pro vynosy
do splatnosti obligaci vSech moznych dob do splatnosti) je tieba pouzit statistické
metody a numerické postupy. Dal$im podstatnym a hiife postizitelnym faktorem je
volatilita vynosii do splatnosti, pouziti historickych dat nemusi byt vzdy rozumné.
Pro generovani scénaiti se pouzivaji rizné modely vyvoje trokovych mér, dtlezita
je ivolba casového kroku, ktery bude pro rozhodovani pouzit. Vysledna doporuceni
pro tizeni portfolia zavisi na pouzitych scénarich a vysledky je tfeba doplnit infor-
maci o jejich citlivosti na volbé scénaiu, viz. [5].
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