A. Interpolace polynomy

Na tivod této kapitoly se budeme snazit odhadnout funkce pomoci
polynomu. Pfedpoklddejme, Ze o neznamé funkci mame pouze kusé
informace, totiZ jeji hodnoty v nékolika bodech, popfipadé i hodnoty
jeji prvni ¢i druhé derivace v téchto bodech. Budeme se snazit najit

polynom (co nejmenstho stupné) spliiujici tyto zavislosti.

5.1. Naleznéte polynom P splilujici ndsledujici podminky:

P2)=1, P3)=0, P4) =—1, P(5) =6.

ReSeni. Resime bud piimo, t.j. sestavenim soustavy étyf linedrnich
rovnic o étyfech neznamych. Predpokldddme polynom ve tvaru azx® +
ax* + a; x| + ay. Vime, Ze polynom stupné nejvyse tfi spliiujici pod-

minky v zadanf{ je dan jednoznacné.

ap+2a, +4a +8az; = 1
ap+3a; +9a> +27a3 = 0
ap + 4a, + 16a, + 64a; = —1
ap+ Say + 25a, + 125a; = 6.

Kazd4 rovnice vznikla z jedné z podminek v zadéni.



Druhou moZznosti je vytvorit hledany polynom pomoci fundamen-
talnich Lagrangeovych polynomt:

_ x=3)x-4Hx-5)
P = 1o T0 ()
_ (_1)'(x—2)(x—3)(x—5) 6v(x—2)(x—3)(x—4)_
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Koeficienty tohoto polynomu jsou samozfejmé jedinym feSenim vySe

sestavené soustavy linedrnich rovnic. O

5.2. Naleznéte polynom P splitujici nasledujici podminky:

P(l1+i)=i, PQ2)=1, P(3) = —i.

5.3. Naleznéte polynom P splitujici ndsledujici podminky:

P(1)=0,P'(1)=1,PQ2)=3,P (2 =3.

ReSeni. Opét ukdZzeme dvé moZnosti feSeni.

Dané podminky urcuji ¢tyfi linedrni rovnice pro koeficienty hleda-
ného polynomu. Budeme-li hledat polynom tfetiho stupné, dostivdme
tedy presné tolik rovnic, kolik je nezndmych koeficientli polynomu
(necht napf. P(x) = a3 x® + arx? + ayx + ap):

P(1) = (a3 +ay+ay +ap =0,
P'(1) = 3as + 2a; +a) = 1,
P(2) = 8az+4ar+2a,+ay= 3,
P'(2) = 12a3 + 4a; +a; = 3.
Vyfesenim tohoto systému obdZime polynom P (x) = —2x3 + 10x? —

13x +5.

Jiné reSeni. PouZijeme fundamentalni Hermiteovy polynomy:

1 _ _ 2 _ _ 2 __ _ _7\2
hi(x) = (1 704_(_])()6 1))(2 X)) = Q2x - DHx -2)7,

) = -2 —1)7?
B = (x—Dx—2)>%
) = (x—2)(x— D~
Celkem

P(x) = 0-h} (x)43-hy (x)+1-h3 (x)+3-h3(x) = —2x3410x%—13x+5.

O



5.4. Pomoci Lagrangovy interpolace spocitejte pribliZznou hodnotu

cos? 1. Pouzijte k tomu hodnoty funkce v bodech T 3as.

Refeni. Nejprve urdime funkéni hodnoty v zadanych bodech:
cos’(Z) = 1/2, cos*(3) = 1/4, cos’(3) = 0. Dale urcime elemen-
tarni Larangeovy polynomy, pfitom mtiZeme spocitat hodnoty pfimo v
zadaném bodé¢:

1-HA-7)  (x-3)(r-2)

Ih(1) = =
O G-DG 3 m
a-9Ha-72) (=B -2
D)= F—p e =— >
5-9PG-72) ™
1-H1-% -4 -3
0 P A Y Yo =)
7-9PG -3 ™
Celkem tedy
1 (=3 -2) 1 (m—4)(7-2)
P(l)y=="-8 -—-9 0=
M 2 2 4 7?2 +
St —12)(mr =2
_Br DW= - ss013.
472
Vidime, Ze pfi vypoctu tfeti elementrdni polynom nebyl potieba.
Skuteénd hodnota je cos? 1 = 0.291927. ]

5.5. Franta potfebuje pocitat hodnoty funkce sin, ale ma k dispozici
jen mobiln{ telefon s jednoduchou kalkulac¢kou, kterd umi zakladn{
operace. ProtoZe si pamatuje hodnoty funkce sin v bodech 0, %, 7 5 a
% a vi, Ze ptiblizné hodnoty 7, JV2a «/gjsou 3.1416, 1.4142 a 1.7321,
rozhodl se, Ze pouZzije k pfibliZnému vypoctu interpolaci. Pomozte mu
sestrojit pfiblizny vztah s vyuzitim vSech hodnot.

Reseni. Sestrojime elementdrni Larangeovy polynomy:

(=D -DE-—Hx-3)
0=PO0=-HDO-HO-3

= 1.4783x* — 5.8052x° + 8.1057x% — 4.7746x + 1

lo(x) =

C-0OE-DE-HE-3 .
E-0G-DGE-DE-3

= —13.3046x"* 4 45.2808x> — 49.2419x> + 17.1887x

hx) =

(-0 - PE—-HE-F)
G-0G -G -HE -

= 23.6526x* — 74.3070x> + 71.3298x% — 20.3718x

hx) =

5-0G-9G-DE -3

= —13.3046x* + 38.3146x> — 32.8279x> + 8.5943x




- BSYe ey
770G -G -DE -3

= 1.4783x* — 3.4831x> + 2.6343x% — 0.6366x

Hodnota interpola¢niho polynomou je pak
1 V2 V3 .
Px) =0-o(x)+ Ell(x) + TIZ(X) + 713()6) +lL(x) =

= 0.0288x* — 0.2043x> 4 0.0214x% + 0.9956x.

O
Dopliiujici otazky: MiZe Franta tento pfiblizny vysledek pouZzit
i pro vypocet funkce sin na intervalu [5, 7]? A pokud ne, jak by mél
postupovat?
Jak by vypadaly pfiblizné vztahy, pokud by Franta ne pouzil v§echny
uzly, ale pro kazdy bod jen tfi uzly nejblizsi?

5.6. Dalsi den potifeboval Franta spocitat dvojkovy logaritmus 25. (Ve
skutecnosti potfeboval pfirozeny logaritmus, ale protoze vi, Ze In2
je zhruba 0.6931, vystaci s i s dvojkovym.) Nejprve tedy vzal uzly
16 a 32 s funkénimi hodnotami 4 a 5 a sestrojil interpola¢ni polynom
(pfimku) P (x) = % +3, takze P(25) = % = 4.5625. Kvtili zpfesnéni
vysledku pridal dalsi uzel 8 s funk¢éni hodnotou 3. V tomto piipadé
vySel interpolacni polynom roven P(x) = —ﬁxz + %x + %, coz
dava P(25) = 4.7266. Franta chtél vysledek jesté zpfesnit, pfidal tedy
rovnou dva uzly, a to 2 a 4 s funkénimi hodnotami 1 a 2. Jaké vSak
bylo jeho prekvapeni, kdyZ mu vysla hodnota P (25) = 5.892, kterd je
urcité nespravnd vzhledem k tomu, Ze logaritmus je rostouci funkce.

Dokaézete vysvétlit, kde se vzala takova chyba?

Reseni. Franta trochu pétral na internetu a zjistil, Ze chyba pii interpo-
laci se dd vyjadfit ve tvaru

—x0)(x —x1) ... (x — xp)
(n+ 1!

kde bod & neni zndm, ale leZ{ v intervalu daném nejmens$im a nejvétsim

F) = Py = &

FUD @),

uzlem. Clen v ¢itateli zlomku zptisobuje, Ze pFiddvéni dal$ich vzdile-

nych uzll pfesnost spise zhorSuje. (]

5.7. O tyden pozdgji potieboval Franta uréit +/7. Napdlo ho pro-
blém otocit a pouZit tzv. inverzni interpolaci, tedy zaménit roli uzld a
funkcnich hodnot a urcit pfibliZnou hodnotu vhodné funkce v nule. Jak
postupoval?

ReSeni. /7 je nulovy bod funkce x2 — 7. Franta vzal uzly xo = 2,
x; = 2.5, x, = 3, ptislu$né funkéni hodnoty jsou -3, -0.75 a 2. Pak pro-

hodil dlohu uzli a funkénich hodnot a ziskal elementdrni Lagrangeovy
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polynomy

(x +0.75)(x — 2) 4 5 1 2

lh(x) = =—x"—=—x——

(=3+0.75)(=3-2) 45 9 15

16 , 16 32
——Xx"— —=x

Li(x)

L) =

Pro +/7 tak dostal pfibliznou hodnotu 2 - [p(0) +2.5-1;(0) +3 - [,(0) =
437 -

Ta5 = 2.6485.

Dopliiujici otazKky: Frantovy se do vypoctu jednoho elementraniho
polynomu vloudila chyba, pokuste se ji vypatrat. M4 tato chyba vliv na
vyslednou hodnotou?

Jak bychom mohli vyuZit také hodnotu derivace v bodé 2.5? |

5.8. Naleznéte piirozeny splajn S, ktery spliluje podminky

S(—=1)=0, S0) =1, S(1) =0.

ReSeni. Hledany pfirozeny splajn bude slozen ze dvou kubickych po-
lynomd, jednoho, feknéme S, pro interval (—1, 0), druhého, feknéme
S, pro interval (0, 1). Slivko ,,pfirozeny‘ navic urcuje, Ze hodnoty
druhych derivaci polynomi Sy, resp. S», budou nulové v bodé —1, resp.
1. Diky predepsané spole¢né hodnoté v bodé 0 vime Ze absolutni ¢len
obou polynomd je 1, ze symetrie tlohy plyne, Ze spole¢nd hodnota prvni
derivace v bodé 0 je nulovd. Miizeme tedy psét S (x) = ax®+bx> +1
aS(x) =cx?+dx?+1, pro nezndmé redlné parametry a, b, c a d.
Dosazenim téchto tvarti do ¢tyf podminek S;(—1) =0, $,"(—1) =0,
S>(1) = 0a $;"(1) = 0 dostdvame Ctyfi linedrni rovnice pro tyto

parametry:

—a+b+1 =
—6a +2b =

c+d+1 =
6c+2d =

o o o o

Jejich vyFeSenim pak Si(x) = —3x° — 2x? + 1, S(x) = 3x° —
%xz + 1. Celkem tedy

. %xz +1

prox € (—1,0)
SO=] e

3 prox € (0, 1)
5.9. Naleznéte splajn S, ktery spliiuje podminky

S(-1)=0,850)=1, S1)=0,8-1)=1,5(1)=1.
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ReSeni. Hledany splajn se od splajnu z piedchozi ilohy lidi pouze
hodnotami derivaci v bodech -1 a 1. Obdobné jako v predchozi dloze
tak dostdvame Casti Sy a S, splajnu ve tvaru S;(x) = ax’ +bx?+1
a S>(x) = cx® 4+ dx? + 1, pro nezndmé redlné parametry a, b, ¢ a
d. Dosazenim do podminek S;(—1) = 0, S{(—=1) = 1, S,(1) = Oa
S5(1) = 1 dostdvdme nyni soustavu

—a+b+1 = 0,
3a -2 = 1,
c+d+1 = 0,
3c+2d = 1

sfeSenima = —1,b = —2, ¢ = 3 ad = —4, tedy hledany splajn je
funkce

—x3—2x>4+1 prox € (—1,0)
SI=1303 _ax2 41 prox e (0, 1)

5.10. Pridani pozadované hodnoty splajnu. Na tomto piikladu de-
monstrujeme, Ze je pocetné jednoduché (v porovnéni s Lagrangeovou
¢i Hermiteovou interpolaci), doplnit pozadavky na hledanou funkci
(splajn) o funk¢éni hodnotu v jednom novém bodé: naleznéte prirozeny
kubicky splajn spliujici

S(—=1) =0, SO0 =1, 51)=0,52)=1.

ReSeni. Vici prikladu je pfiddna pouze hodnota S(2) = 1. PouZijeme
tedy vysledky ze zminéného prikladu. Na polynomy S; a S, ndZeme
rovnéZ kubickym polynomem Ss a to tak, aby mél v bod€ 1 shodnou
hodnotu derivace s jiZ vypoc¢tenym mnohoclenem S, = %x3 - %xz + 1.
Jetedy S5(1) = —%. Tuto hodnotu pouZijeme jako okrajovou podminku
pro polynom S3. Druhd okrajovd podminka je ddna tim, Ze poZadujeme,
aby vysledny splajn byl pfirozeny, tedy S5(2) = 0. Hleddme tedy
kubicky polynom S3(x) = ax?+bx*>+cx +d, a, b, ¢,d € R spliiujici
podminky S3(1) = 0, S5(1) = —%, S3(2) = 1a S5(2) =0, coz dava

soustavu:

a+b+c+d = 1,
3a+2b+c = —=
8a+4b+2c+d = 1,
6a+2b=0



s feSenim a = %, b= —%, ¢ =4 ad = —1. Hledany splajn je tedy

tvaru
—ixd =341 prox € (—1,0)
Sy=1 1x°—3x2+1 prox € (0, 1)
33— 3x*+4x—1 prox € (1,2)
g

Vice piikladi k interpolaénim polynomtim najdete na strané 272.

B. Topologie komplexnich ¢isel a jejich podmnozin

5.11. Nacrtnéte nasledujici podmnoziny v C
i) {zeCllz—=1]=|z+ 1]}
ii) {zeC|l <|z—i] <2}
i) {z € C| Re(z%) =1}
iv) {z € C] Re(%) <1}
Reseni.
e imagindrni osa
e mezikruzi okolo i

e hyperbola a® — b? = 1.

vnéjsek jednotkového kruhu se stiedem v 1.

O

5.12. Naleznéte hromadné, izolované, hrani¢nf a vnitini body mnoZin
N, Q X={xeR;0=<x<1}
v R.
ReSeni. Mnozina N. Pro libovolné n € N oividn& plati
O mNN=mn—-1,n+1)NN={n}.

Existuje tedy okoli bodu n € N v R, které obsahuje pouze jeden
prvek mnoZiny N (pochopitelné pravé uvazované n), tj. kazdy bod n €
N je izolovany. MnoZina vnitinich bodt je proto prazdna (je-li bod
izolovany, nemtiZe byt vnitini). Boda € R je pak hromadnym bodem A
pravé tehdy, kdyZ kazdé jeho okoli obsahuje nekone¢n€ mnoho bodt A.

OvSem mnoZzina

Oy@NN=(@—-1,a+1)NN, pficemza € R,



je konec¢nd, z ¢ehoZ plyne, Ze N hromadné body nemd. To, Ze tato
mnozina je kone¢nd, dile implikuje

Sp:=inf|b—n|= inf |b—n|>0 probeR~N.
neN neOy(b)NN

Odsud mdme Oj, (b) NN = §, tj. Zddné b € R . N nenf hrani¢nim
bodem N. Soucasné vime, Ze kazdy bod dané mnozZiny, ktery neni
vnitinim bodem, je nutné jejim hrani¢nim bodem. MnozZina hrani¢nich
bodt tak obsahuje N. Shrneme-li to, mnoZina hrani¢nich bodii N je N.
Mnozina Q. Racionalni ¢isla tvoii tzv. hustou podmnoZinu mnoZiny
vSech redlnych ¢isel. To znamend, Ze ke kazdému redlnému ¢islu kon-
verguje posloupnost raciondlnich ¢isel (pfedstavme si napf. nekonecny
desetinny rozvoj redlného ¢isla a jemu odpovidajici posloupnost, kdy
v nésledujicim ¢lenu ptiddvdme dalsi cifru rozvoje). O této posloupnosti
Ize navic pfedpokladat, Ze vSechny jeji ¢leny jsou navzdjem rizné (na
posledni pozici kone¢ného desetinného rozvoje se miizeme zdmérné do-
poustét chyby nebo kupt. ¢islu 1 pfifadime desetinny rozvoj 0, 999 . ..
apod.). Mnozina hromadnych bodi Q v R je proto celé R a kazdy

bod x € R \ Q je hrani¢ni. Zvlasté dostavame, Ze libovolné §-okoli

Oy (5) - (3—5, £+a), kde p,q € Z, g #0,
q q q
raciondlniho c¢isla p/q musi obsahovat nekone¢né¢ mnoho raciondl-
nich &isel, coz ddva neexistenci izolovanych bodii. Cislo +/2/10" neni
raciondlni pro zddné n € N. Predpokladem opaku (opét p,q € Z,

q #0)

10" q’

2 10"
V2 _p 4. v2=—2,
q

totizZ okamZzité obdrzime spor — o ¢islu \f2 vime, Ze neni racionalni.
Libovolné okoli raciondlniho ¢isla p /g tak zdroven obsahuje nekonecné
mnoho redlnych ¢isel p/g + ﬁ/ 10" (n € N), kterd nejsou raciondlni
(mnozina Q jako téleso je uzaviend vzhledem k odecitani). VSechny
body p/q € Q jsou tudiZ rovnéz hrani¢ni a vnitfni body mnoZina Q
nemd.

Mnozina X = [0, 1). Nechf a € [0, 1) je zvoleno libovolné. Po-
sloupnosti se ¢leny (pro dostatecné velkd n € N)

| 1
a+—-,1-—-Cl0,1)
n n

zjevné konverguji po fad€ k hodnotdm a, 1. Snadno jsme tak ukdzali,
Ze mnoZzina hromadnych bodti obsahuje interval [0, 1]. Jiné hromadné
body neexistuji: pro jakékoli b ¢ [0, 1] existuje § > 0 takové, Ze
Os (b) N[0, 1] = @ (pro b < 0 postacuje polozit § = —baprob > 1
potom § = b — 1). ProtoZe kazdy bod intervalu [0, 1) je hromadnym

bodem, mnoZzina izolovanych bodi je prazdnd. Pro a € (0, 1) oznacme



mensi z kladnych ¢isel a, 1 — a jako §,. Uvazime-li
Os, (@) =(a—6sa+68,) S (0, 1), a€(01),

vidime, Ze libovolny bod intervalu (0, 1) je vnitinim bodem inter-
valu [0, 1). Pro kazdé 6 € (0, 1) je

05 (0)N [0, 1) = (=35, 5) N[0, 1) =0, ),
Os(MHN0,H=(1=681+8N[0,1)=(1-=36,1),

tj. kazdé §-okoli bodu 0 obsahuje jisté body intervalu [0, 1) a hodnoty
z intervalu (-4, 0) a kazdé §-okoli bodu 1 md neprazdny prinik s inter-
valy [0, 1), [1, 1+ 6). Body 0 a 1 jsou tedy hrani¢nimi body. Celkem
jsme zjistili, Ze mnoZina vsech vnitfnich bodi odpovida intervalu (0, 1)
a mnozina hrani¢nich bodi je {0, 1}. Stadi si uvédomit, Ze bod nemuize
byt soucasné vnitini a hrani¢ni a Ze hrani¢ni bod musi byt izolovany,
nebo hromadny. O

Vice piikladi k danému tématu najdete na strané 272

C. Limity

V nisledujicich pfikladech se budeme zabyvat vypoctem limit
posloupnosti, tedy tim, jak posloupnosti ,,vypadaji v nekonecnu*. Tj.
pokud bychom chtéli pfedepsat n-ty ¢len posloupnosti pro hodné velké
n, tak ndm jej limita posloupnosti (pokud existuje) velmi dobie pribliZi.
Limitdm posloupnosti a posléze funkei vénujeme v piikladovém sloupci
hodné prostoru, proto s nimi za¢indme dfive (a kon¢ime pozdéji), nezZ
ve sloupci teorie.

Zacnéme s limitami posloupnosti. Potiebné definice nalezne ¢tenaf

na strané ??.

5.13. Spoditejte nasledujici limity posloupnosti:

: : 20> 4+3n+1
b fim 25,

i : 2n%43n+1

i) ,lli)nolo 3n2+n+1°

: n+1

iif) ,Zlinolo WAl

. . on_p-n
iv) lim, - _ g

. /4n2?
V) lim ”7“’

n—00 n

vi) lim ~/4n%+n —2n.

ReSeni.
oo 2 . 2n43+1
i) lim 280t — Jim 5 = 00.
n—oo Nt n—oo 1ty

24+3+L
PR 2n2+43n+1 . n 2 2
ii) lim = lim = z.
)naoo 3n2+n+1 N> 00 3+%+“L2 3

1

. 1 . 1+1 1
iii) lim =& = lim - =—=0.
);Hoc 2283041 T 00 214341 T 00




iv)

o _ e »

lim —— = n —
n——oo0 2N 421 n—-o0 2L 1 1

v) Podle véty o tfech limitach (2?): Vn € N : @ < 7“4”:*'” <

,/4nz+n+i6 [a,2 . . ‘/4n2+n+i6
r 5 Y4t — lim 2 = 2, lim Y——°
n n n—oo " n— o0 n

. Dédle pak lim
n—0o0

1
lim 2% — 2 Tedyi lim Y40 — o,

n—oo M n—00

vi)

VI + 1 — 2n)(VAn2 2
lim v/4n2 + 1 — 2n fim VA1 = 2m)(Van” + n + 2n)
n—00 n—00 /4n2+n+2n

n
= lim ———— =
n—00 \/4n? 4+ n + 2n

1 1
= lim—— =

n—00 4;;2+n +2 T4
O

5.14. Bud ¢ € R* (kladné redlné &islo). UkdZeme, Ze lim /c = 1.
n—00

ReSeni. Uvazme nejprve ¢ > 1. Vzhledem k tomu, 7e funkce /¢ je
vzhledem k n klesajici a jeji hodnoty jsou stdle vétsi nez 1, tak musi mit
posloupnost /¢ limitu a tou je infimum jejich ¢lend. Predpoklddejme,
Ze by tato limita byla vét$i nez 1, feknéme 1 + ¢, kde ¢ > 0. Pak
by podle definice limity byly v§echny hodnoty dané posloupnosti od
jistého m mensinez 1 + ¢ + %, tj. zejména ¥/c < 1+¢&+ #. Potom

by vSak
5 &2 &
We =/ We < ]+8+Z:1+5<1+8’
coZ je spor s tim, Ze 1 4 ¢ je infimem dané posloupnosti. O

5.15. Stanovte

lim /n.

n—o0
ReSeni. Ziejmé je ¢/n > 1, n € N. Miizeme tedy poloZit

Z Xz

Yn=1+a, projisticisla a, >0, neN.
UZitim binomické véty ziskdvame
n
1

Odsud plyne odhad (vSechna ¢isla a, jsou nezdpornd)

—1
n> (;)a,%:%ai, n>2meN),

n:(1+an)":1+( )an+<';)a3+--~+a;;, n>2(eN).

tj. po Upravé mame

[ 2
Ofanf N nzz(f’lEN)
n—1




Podle Véty o tfech limitach je

=0.

2
0= lim 0 < lim a, < lim
n—00 n—00 n—oo\ n—1

Obdrzeli jsme tak vysledek
lim &/n = lim (14+a,)=1+0=1.
n—o0o n—0oo
Poznamenejme, Ze dal$i uziti Véty o tfech limitdch mj. dava
l=1im 1< lim &/c < lim V/n =1
n—oo n—oo n—>oo

pro libovolné redlné ¢islo ¢ > 1. (|

5.16. Nyni piejdéme k urcovani limit funkci. Definice viz strana ??.

Urcete
(@)
lim sinx;
x—m/3
(b)
o xi4+x—6

lim —;

x—2 X2 — 3x + 2
©

1 3
lim (arccos ) ;

x—>+00 x+1

(d)

. 1 . . .
lim arctg —, lim arctg x*, lim arctg (sinx).
X—>—00 X X—>—00 X—>—00

ReSeni. Piipad (a). Pfipomeiime, Ze funkce je spojitd v jistém bodg,
kdyzZ je v tomto bodé¢ jeji limita rovna funkéni hodnoté. O funkci y =
sin x vSak vime, Ze je spojitd na R. Dostdvame tak
lim sinx = sinz = ﬁ
x—>1/3 3 2

Piipad (b). Pfimé dosazeni x = 2 ddva nulovy citatel i jmenovatel.
Presto je priklad velmi snadno feSitelny. Jednoduché kraceni
lim x24+x—6 o x=2)(x+3) o x+3 _ 2+3 _
x=2x2=3x+2 2(x—-2(x—-1) rxs2x—-1 2-1

totiZ vedlo ke spravnému vysledku (diky spojitosti obdrZzené funkce

5

v bod¢ xy = 2). Uvédomme si zde, Ze limitu miZzeme pocitat pouze
7z funk¢nich hodnot v libovolné malém okoli daného bodu xg a Ze pfitom
limita nezdvisi na hodnoté piimo v tomto bod€. Pri pocitani limit tedy
miZeme vyuZzivat kraceni a rozsifovani vyrazi, které neméni hodnoty
uvazované funkce v libovoln€ zvoleném ryzim okoli bodu x.

Ptipad (c). Dvojndsobnd zdména pofadi limity a vnéjsi funkce

prevadi pivodni limitu na

1 3
(arccos ( lim )) .
x—>+o00 x + 1

lim =0
x—>+o0o x 4+ 1

Lehce urc¢ime, ze




Nebof je funkce y = arccosx spojitd v bod€ 0, ve kterém nabyva

hodnoty 7 /2, a funkce y = x? je spojitd v bodé& 7 /2, plati

1\ 1 B3
lim | arccos = | arccos { lim = (—) .
x—+400 x+1 x—>+o00 x + 1 2

Piipad (d). Funkce y = arctg x ma vlastnosti ,,uZite¢né pri pocitani

limit*“ — je spojitd a prostd (rostouci) na celé redlné ose. Tyto vlastnosti
vzdy (bez dalsich podminek ¢i omezen{) umoZiiuji vnofit vySetfovanou

limitu do argumentu takové redlné funkce. Proto uvazujme

1
arctg ( lim 7), arctg ( lim x4), arctg ( lim sinx).
X—>—00 X X—>—00 X—>—00

Ziejmé je
1 o
lim — =0, lim x" = +o0
xX—>—00 X XxX—>—00

a limita lim,_, _ sin x neexistuje, coZ jiz implikuje

. 1 . .
lim arctg — = arctg0 =0, lim arctgx* = lim arctgy =
X—>—00 X X—>—00 y—>+00

0 SR

a neexistenci poslednf limity.

5.17. Urcete limitu

im (fzéfszz 2\/5)

n—o0

ReSeni. Ke stanoveni limity postacuje jeji ¢leny vyjadfit ve tvaru
25 .08 .08 ... = b iRty

Dostavame tak

lim (ﬁﬁﬁ @) = lim 2b+ititra

n—oo n—oo

n

13

.
: 1 1 1 1
i (b bed) _ oS

=

Ze znamého vzorce pro soucet geometrické fady
o) n 00 00 n 0
1 1 1 1
E - =2, 4. E — = E ) = (=) =2—-1=
n=0 n=1 n=0

plyne vysledek

nlingo(ﬁ-w-%-~-%):2':2.

5.18. Urcete limitu
1 —cosx
hm e ee———
x—0 x2 sin(x2)



Reseni.

1 — cosx _ 2sin® (%)
Iim —— = lim ——=- =
x—0 x2 sin(x2) x—0 x2 sin(x2)
sin’ (%)

1
= lim 25 =
=0 (£)7 sin(x?)

i 2
1. sin(3) _ 1 1
= —llim———= ) - lim ——— = - - 0o = o0.
2\ x>0 % x—0 sinz(x2) 2
Predchozi vypocet je nutné chdpat ,,odzadu“. ProtoZe existuji limity
na pravé strané (af uz vlastni ¢i nevlastni) a vyraz % - 00 md smysl
(viz Pozndmka za vétou (??)), existuje i ptivodni limita. Kdybychom
pivodni limitu rozdélili na soucin limit
. . 1
lim(l —cosx - lim ———-
x—0 x—0 x2 sin(x2)

, jednalo by se o soucin typu O - oo, tedy nedefinovany vyraz, ale tento

fakt nevypovida nic o exitenci ptivodni limity. O
5.19. Urcete nasledujici limity:
i)
. x—2
im-—,
=2 /x—4
i)
. sin(sinx)
lim ——,
x—=0 X
iii)
sin®(x)
=0 x
iv)
lim e*.
x—0
Reseni.
i)

. x—2 . x—2 Cox =2 0
lim = lim = lim =-=0.
=24 /x2—4 -2 /(x=2)(x+2) x=2x+2 4

if)
-2 sin
lim ———= & jjm Y
x=2./x2 —4 y=0 y
kde jsme vyuZili toho, Ze lir% sinx = 0.
X—>
iii)
) .
sin sin
tim S i singe) - fim S0 Z 0.1 = 0,
x—0 X x—0 x—=0 Xx

opét puvodni limita existuje, protoZe existuji obé limity na

pravé strané rovnosti a jejich soucin je definovan.



iv) Pri vypoctu této limity musime byt obezfetni, protoZe obé
jednostranné limity v bodé€ nula existuji, jejich hodnoty se

vsak lisi, zkoumand limita tedy neexistuje:

1 0o

lim ex = eliM—0r 1 — ¢® — 0,
x—04
lim ef = im0 ¥ — g~ — .
x—0_
O
5.20. Urcete
(@)
x+2
im-———:;
x—>2 (x — 2)6
()
. x+2
lim ———;
x—=2 (x — 2)5
©
1\ *
lim (2 + f) ;
x—+400 X
(d
lim x~*.
X—+00

Reseni. V tomto piikladu se budeme vénovat tzv. neurditym vyrazim.
Presnéji feceno, budeme se zabyvat situacemi, kdy se o né nejedna.
Ctendii doporucujeme, aby neurcité vyrazy vnimal jako pojem po-
mocny, ktery mu m4d pouze usnadnit orientovan{ se pfi prvnim pocitan{
limit, nebof obdrzeny neur€ity vyraz pouze znamend, Ze jsme ,,nic ne-
zjistili. Vime, Ze limita souctu je soucet limit, limita sou¢inu je soucin
limit a Ze limita podilu je podil limit, pokud jednotlivé limity existuji
a neziskdme-li néktery z vyrazi co — 0o, 0 - 00, 0/0, 0o/00, o kterych
prave hovoiime jako o neurcitych. Pro Gplnost dodejme, Ze tato pravidla
muZeme kombinovat (pro limity vech slozek uréené soucasné) a Ze za
neurcity vyraz pak povazujeme také ten, jenZ obsahuje alespon jeden

neurcity vyraz. Napf. tedy vyrazy

—00 00 0 -1
—00+00 =00—00, —— =——, ———F—— =0:(00—00)
3400 00 (—00)3 + o
oznacujeme jako neurcité a o vyrazech
0 0

Teom e 3400 (—00)3 —o00
muizZeme fici, Ze jsou ,,urcité” (pro né jsme schopni ihned pfislusnou
limitu stanovit — vyrazy odpovidaji po fadé hodnotdim —oo, 0, 0).

V piipadé (a) podil limit Citatele a jmenovatele dava vyraz 4/0.
Zapis, ve kterém délime nulou, je sim o sobé& prinejmensim neza-

doucf (pozdéji bychom se mu méli byt schopni vyvarovat). Pfesto nim



umozni stanovit vysledek: nejednd se o neurcity vyraz. V§imnéme si,
7e jmenovatel se blizi k nule zprava (pro x # 2 je (x — 2)® > 0). To
zapisujeme jako 4/ + 0. Citatel a jmenovatel tak majf stejné znaménko
v jistém ryzim okoli bodu xy = 2 a lze fici, Ze jmenovatel je v limité
~nekonecnékrat mensi* nez Citatel, tj.
lim T2 — 4o,
x—2 (x —2)°
coz odpovidd polozeni 4/+0 = +oo (podobné se klade 4/ —0 = —o0).
Pfi urovani druhé limity lze postupovat analogicky. Protoze
&isla a € R a a® majf stejna znaménka, dostdvame
. x+2
MGy A s e
tj. oboustrannd limita neexistuje. Tomu odpovida zdpis 4/ = 0 (nebo
obecnéj$ia/ £ 0,a # 0, a € R¥), ktery je ,,uritym vyrazem*. Pfi
diisledném oddélovani symboli +0 a —0 od £0 vZdy a/ £0proa # 0
znamend, Ze limita neexistuje.
Ptipady (c), (d). Je-li f(x) > 0 pro vSechna uvazovand x € R,
plati
F ()8 = el @)  es@Hin f),

VyuZijeme-li toho, Ze exponencidlni funkce je spojitd a prostd na redlné

pfimce, miZeme nahradit limitu

lim f(x)s®

xX—XQ

za
lim (g(x)-In f(x))
) .

Pripomerime, Ze jedna z téchto limit existuje pravé tehdy, kdyz existuje
druhd; a dopliime

lim (g(x)-Inf(x)) =aeR = lim f(x)*W =e¢*,
lim (g(x)-In f(x)) = +o0 = lim f(x)*") = +oo,
lim (g(x)-In f(x)) = —0c0 = lim f(x)*% =0.
xX—X0 X—>x0

MiZeme tudiz psét

lim f(x)$® = el SR, fm,

X0
jestlize obé limity vpravo existuji a neobdrZime-li neurcity vyraz 0 - co.
Nenf obtizné si uvédomit, Ze tento neurcity vyraz lze ziskat pouze ve
tfech pifpadech odpovidajicich zbylym neurcitym vyraziim 0%; oo®; 1,
kdy postupné je

lim f(x) =0 a lim g(x) = 0;
X—>X0 X—>X0
lim f(x) =400 a lim g(x) =0;
xX—=X0 X—>X0

lim f(x) =1 a lim g(x) = fo0.

X—>X0 X—X0



V ostatnich pfipadech ndm tedy znalost (a pochopitelné existence) limit
lim f(x), lim g(x)
xX—x0 xX—Xx0

umoziiuje uvést vysledek (pfi dodefinovani nékterych zapist)

Jim g(x)
lim f(x)*® = (lim f(x)) L
X—>X0 X—> X0
Protoze

1 1
lim (2 + 7) =2, lim — =0, lim x = +o0,
X

X—>—+00 X—>+00 X X—>—+00
je
1
. N oy
lim {2+ =2"=1;
x—+00 X
1\*
lim x™* = lim (7) =0
xX—+00 X—>400 \ X
nebo
lim x* = lim (x*)"' =0.
x—+00 X—>+400

Posledni vysledek pak bychom mohli vyjadfit zdpisem 0° = 0
&i 00® = 00, 00! = 0 (zdiiraznéme, 7e se nejednd o neurcité vyrazy).

Prestoze jsme kladli diiraz na to, aby ¢tenaf radéji upfednostiioval
uvahy o limitnim chovéni funkei pfed Skatulkovanim vyrazd na urcité
aneurcité (a tyto pojmy vnimal jen jako pomocné), je snad dobfe patrny
divod, pro¢ se budeme nadéle zabyvat predev§im neurcitymi vyrazy.
(]

5.21. Vypocitejte
sinx + mwx?
m
x—>+oo2cosx — 1 — x2
L3 xS —4x
lim ———;
x—+4oo 3¥ 4 2% 4 2
L4 —8x0 —2¥ — 167
lim ;
x—>+00 3x¥ _ 45y — /117-[)(+12
. Jx —sin’x + xarctgx
lim .

x—>+00 V14 2x 4 x?

ReSeni. Vydélime-li v piipadé prvni z limit Citatele i jmenovatele

polynomem x2, obdrzime
sinx + mx? . S tw
m —— = lim s ————.
x5>+00 2008 X — | — x2  x—oo Zeosx—l
X

Ohranicenost vyrazi

| sinx| <1, |2cosx—1|<3 pro xeR
ax? — 400 pro x — o0 pak ddvaji vysledek

Sl;zx + 0+

lim 3 cos 1 = = —
Xx—>+400 7C052X_ —1 0—-1
X




V predeslé tvaze jsme vlastné pouzili Vétu o tiech limitdch a za-
pis ¢/oo = 0 platny pro ¢ € R (nebo pfimo ohr./oo = 0, kde ,,ohr.*
znaci ohrani¢enou funkci).
Tento postup lze zobecnit. Pro limitu tvaru
lim H) + L) +---+ fm(X)’
x=x0 g1(x) + g(x) + - + gu(x)

pricemz
lim M =0, i€{2,...,m},
=x0 fi(x)
im &9 o e,
X—XQ gl(x)
plati

[+ L)+ 4 ) lim Six)
x=x0 g1 (x) 4 g2(x) -+ gu(x) ¥ g1(x)’
pokud limita na pravé strané existuje. Je pfitom vyhodné si uvédomit

(tfetf z limit lze urcit napt. pomoci 1’Hospitalova pravidla, se kterym se

sezndmime pozdé&ji), ze

. c . x% . xP . a*
lim — =0, lim — =0, lim — =0, Iim — =0
x—+o00 X% x—>+oo xB x—+o00 g¥ x—+o00 b
pro
ceR, O<a<pB, l<a<h.
Odtud ihned plyne
I AR Ny P 3.3
Iim —— = lim — = 3;
x—>4o0 33X 4 2% 4 x2 x—+oo 3
. 4° — 8x0 —2¥ — 167 i 4*
im = lim —— = —o0.
=00 3¢ — 45y — /1112 ot — /11712 ¥
Uvédomime-li si, Ze je
. b4
lim arctgx = — > 1,
x—+400 2
stejné snadno dostaneme
g YETSIWXbxarcgx L ovarcgx arctgx = =
x—>~400 /1+ 2x + x2 x—+400 /x2 x—>+00 2
O

5.22. Urcete limity

fim (b ]

1 —_— —_— —_— ... —_— ;
nooo\1-2 2.3 3.4 n—1-n
li ( IR S S )
im )
n—oo \/n2+1 /n?+42 Vn?+n

Reseni. Nebot pro kazdé prirozené &islo k > 2 je (provadime tzv.

rozklad na parcidlni zlomky — budeme jej probirat u integrovéni racio-
nalnich lomenych funkci)
1 1

1
k—Dk k-1 k



4
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e\1 272 3737 2 n—1 n) niin n)

Poznamenejme, Ze stanovent této limity je dileZzité: uruje soucet jedné
7z tzv. teleskopickych fad (se kterou pracoval jiz Johann 1. Bernoulli).
Ke stanoveni druhé limity vyuZijeme Vétu o tfech limitdch. Odhady

1 1 1 1 n
IS > ot = ,
Vn? 41 Vn?4+n o n?+n Vn?+n  n?4+n
1 1 1 1 n
et < 4+t =
Vn?r+1 vnt4+n o n?+1 VJnr4+1  n?4+1
pro n € N davaji
i n <1 ( 1 n 1 ) < I n
m ——- 1m —_— m ——.
n—>oo /n? 4 T neeo \Vn? + 1 vn?4+n) T oo /n? 41
Protoze
) n
lim = lim — =1, =1,

1 1 1
i + o ——) =1.
"—’00( n>+1 n>+2 \/nz—l—n)

(a)
. V1i+x =1 —x
] x ’
(b)
CcoSx — sinx
im —;
x—m/4 COS (Zx)
©
1@1(J?(Jﬂ+ax+3—7ﬁ+ax+2».

ReSeni. Viechny uvedené limity vypo&itime pomoci vhodného
rozsifeni zadaného vyrazu. V pifipad€ prvni limity vyndsobime Citatele

i jmenovatele vyrazem
T+x+v1—x

a vyuZijeme znimého vztahu (a — b) (a + b) = a*> — b>. Takto ob-
drzime
lim Vid+x—+/1-x lim (I4+x)—(1—x)
x—0 X _x—>0_x(4/]+_x+«/l—x’
. 2 2
= lim = =1
=0/ T+x+/T—x  VI+4V1




Podobné vypocitime

COS X — sinx . (cosx 4+ sinx) (cosx — sinx)
im ———— = lim -
x—m/4  cos (2x) x—m/4  (cosx + sinx) cos (2x)

cos? x — sin® x

lim -
x—m/4 (Cos x + sinx) cos (2x)

1 V2
2 2

lim — =
x—m/4 cOS X + sinx ? +

o

U provedeného kriceni pfipomeiime identitu
cos (2x) = cos’x —sin’x, x € R.
Abychom mohli pfi uréovani posledni limity pouZit
(a—Db) (a2+ab+b2) =a’ - b,
k rozsifeni potfebujeme vyraz
V(62 4 2x + 3)° /w2 + 20 + 3-V/x2 4 2x 4 24 (x2 4 2x 4 2)°,
ktery odpovidd a® + ab + b?, resp. volime

a= m, b= m
Timto rozsifenim pfevedeme limitu ze zad4ni na
lim Ve (x> +2x+3) — (x* +2x +2))
e (TP G e S e s A [ ESE I

tj.

3

x4
li .
x—lr-i{loog 2 2 33 35 3 (.0 2
(24 2x+3) + Va2 +2x +3 - Va2 +2x + 24/ (x2 + 2x 4 2)

Posledni limitu umime snadno vy¢islit. Vime totiZ, Ze je uréena pouze

jednim ¢lenem v Citateli a jednim ve jmenovateli, a to ax” pro nejvetsi p
(v tomto piipad€ je uvazovany ¢len ve jmenovateli rozdélen na nékolik

s¢itanct). Plati tudiz

3/ 4

X
lim
T 2 43 VAT F 2 £ 3 VAT A 2x 24y (2 + 20+ 2)°
3/ 4 3/ 4 1
= lim * = lim —— =
x—>+00 m+3/x73/)7+ 3/(x2)2 x—>+oo3'/x4 3
Celkem tak je

1

lim (Vo (V2 k2 +3 - Va2 20+ 2)) = 5.

X—>+00 3



5.24. Pro libovolné n € N urcete limitu

i (1+2n)" = (1 + nx)™
x—0 x2 ’

ReSeni. Podle binomické véty je

1+2nx)"=1+ (Y)an + (Z) @nx)>+ P (x)x>, xeR,

A+n0) =1+ (zlrl)nx + (22,1) nx)>+ 0@ x> xeR

pro jisté polynomy P, Q. Radéji vyzdvihnéme, Ze piredchozi vyjadieni
skute¢né plati pro vSechna n € N. Pro n = 1 si sta¢f uvédomit, Ze
klademe (;) = 0 a Ze polynomy P, Q mohou byt identicky rovny nule.

Dostdvame tedy
A+2nx)' =1+2n°x+20 (n— D x>+ P (x) x>, xeR,
I+ =14+20°x+nCn— D>+ 0 ) x>, xeR.
Pouhé dosazeni a jednoduché upravy jiz ddvaji

(14 2nx)" = (1 4+ nx)*
m =

li .

x—0 X
(2P (= 1) = 2n = 1) ¥+ (P(x) — Q(x)) ¥
PE}) x2 -

lim (—n + (P(x) = Q(x)) x) = —n* + 0= —n’.

5.25. Spocitejte

lim (tgx)€®

x—m/4

ReSeni. Limity typu 15 (jako je v zadani) 1ze pocitat podle vzorce
. lim ((f(x)—1)g(x))
lim f(x)$®) = e ,

X—>x0

jestliZe limita na pravé strané existuje a f(x) # 1 pro x z jistého ryziho
okoli bodu xy € R. Ur¢eme proto

. . sin x sin (2x)
xggl/zt (tgx — g 2x)) x—m/4 ((cosx B 1) cos (2x))

I
5

. sinx —cosx  2s8inxcosx
= lim . —
x> /4 cosx cos? x — sin” x
. 2sin x 2%
= lim — - = — = —1
x—7/4  coSX + sinx V24 2
2 2
Odtud mame
wen _ L

li t
lm, (g

Dopliime, Ze pouZity vzorec plati obecng&ji pro ,.typ 19l tj. bez
kladen{ jakychkoli podminek tykajicich se limity lim,_, ., g(x), kterd

tak ani nemusi existovat. O



5.26. Ukazte, Ze je

. sinx

lim — = 1.

x—=0 X
Refeni. Uvazujme jednotkovou &tvrtkruZnici v prvnim kvadrantu
ajeji bod [cosx, sinx], x € (0, w/2). Délka kruhového oblouku mezi

body [cos x, sinx] a [1, 0] je rovna x. Zfejmé tedy je
. bid
sinx <x, x€ (0, 7).
2
Hodnotu tgx potom vyjadfuje délka dusecky s krajnimi
body [1,sinx/cosx] a [1,0]. Vidime, Ze je (pfip. si nakreslete
obrazek)
T
x <tgx, x¢€ (O’E)'
Tato nerovnost rovnéz vyplyva z toho, Ze trojihelnik s vrcholy [0, 0],
[1, 0], [1, tg x] md o€ividné veétsi obsah neZ uvazovand kruhova vysec.

Dohromady jsme ziskali

. sin x b4
sinx < x < , xel0,—=),
cos x 2

tj.

X 1 b1
l<— < , xel0,=),
sinx  cosx 2

sin x
>

T
> COSX, X € (0, —).

2
Z Véty o tfech limitdch nyni plynou nerovnosti

. . sinx .
l=Ilim 1> lim — > lim cosx =cos0=1.
x—0+ x—=0+ X x—0+

Dokaézali jsme tak, Ze

Funkce y = (sinx)/x definovand pro x # 0 je ovSem sudd, a tudiZ je

. sinx . sinx
lim = lim
x—0- X x—0+ X

=1.

ProtoZe ob¢ jednostranné limity existuji a jsou si rovny, existuje obou-
strannd limita a plati pro ni
sinx . sinx

lim = lim =1.
x—0 X x—0+ X

Poznamenejme jesté, Ze uvedenou limitu $lo velmi snadno vycislit za

pomoci I’Hospitalova pravidla. O

5.27. Stanovte limity

2

) n \" ) 1\ ) 1\"
lim , Iim{(l14+—), Ilim|(1—— ;
n—oo \n+ 1 n—00 n2 n—00 n

. osin’x . X . arcsinx
lim , lim — s im ;
x—0 X x—0sin” x x—0 X
o 3tg’x . sin(3x) . tg (3x)

lim lim lim ;

x—0 5x2° x—0 sin (5x) ’ x—0 sin (5x) ’



) eSx _ e2x ) eSx —e
lim ——, lim ——.
x—0 X x—0 sin (2x)

X

Reseni. Pii urcovani téchto limit vyuZijeme znalosti limit (a € R)

. a\n B . sinx et —1
Iim (1 +—) =¢% lim =1; lim =1.
n—o00 n x—=0 Xx x—0 X

Vime tedy, Ze je

1\" —1\"
¢! = lim (1—7) = lim (” ) .
n—o00 n n—o00 n

Substituce m = n — 1 dava

n—1 n m m+1 m m m
lim = lim { —— = lim - lim .
n—o00 n m—oo \'m + 1 m—oo \m + 1 m—oo m + 1

Celkem mame

i ) m \" . m
e = lim({——) - lim ——.
m—oo \m + 1 m—oo m + 1

Druhd z limit je zjevné rovna 1. KdyZ zménime oznaceni (nahradime

n za m), miZeme napsat vysledek

71 . ( n )n
e = lim .
n—oo \n + 1
Dale plati

. 1YY" . Iy~
lim {1+ =) = lim {1+ —
n— 00 n n—o0 n

le n n
. 1 . 1
lim (1—— = lim 1— - =0.
n—00 n n—00 n

Upozornéme, Ze prvni z predeslych vycisleni vyplyva z limit

1 n 1 m 1
lim (1—0——2) = lim (l—l——) =e, lim — =0
n—o0o n m—00 m n—-oo n

a druhé potom z

1 n
lim (1—7) =e !, lim n = +o00,

n— 00 n
pricemz klademe e~ = 0 (zdpis oznacuje lim,_, o, e* = 0 —jednd
se o urcity vyraz).

Snadno lze ziskat

sin® x sin x

lim = lim sinx - lim =0-1=0
x—=0 X x—0 x—0 X
Ziejmé je
lim—=1"=1
x—0 sin x
a limita
1
lim

x—0 sin x



neexistuje (zapisujeme 1/ £ 0). Kdybychom tedy k vypoctu limity

lim —
x—=0s1n” x
uzili pravidla o limité soucinu, obdrzeli bychom 1-1/£0=1/+£0.

To znamend, Ze tato limita neexistuje (opét jde o urcity vyraz). Ke

stanoven{
arcsinx
x—0 X
pouZijeme identitu x = sin (arcsinx) platnou pro x € (—1,1), .

v jistém okoli bodu 0. Pomoci substituce y = arcsin x dostdvdme

arcsin x . arcsin x . y |

= lim — - m —
x>0 X x—0 sin (arcsinx)  y—0siny

Poznamenejme, Ze y — O plyne z dosazeni x = 0 do y = arcsinx
a ze spojitosti této funkce v pocatku (to také zarucuje, Ze jsme tuto
substituci mohli ,,bez obav* zavést).

Thned vidime, Ze je

. 3tg?x . 3 sinx sinx 1
lim = llr% — - .
x—

r—>0 5x2 5 x x  cos?x
3 i i 1 3 3
=2 Lim 2% fim 2% fim =21 1.1=2
5 x>0 x x—=0 X x—0 cos? x 5 5

Vhodné rozsifeni a substituce ddvaji

sin (3x) y (sin (3x) 5x . E)
5

im — = lim - —
x—=0sin (5x)  x—0 3x sin (5x)

. sin(3x) . S5x 3
= lim -1 - - =
x—0  3x x—0sin (5x) 5
i 3 3 3
—1im 2 i 222
y—=>0 y z—0sinz 5 5 5
Pomoci ptedeslého vysledku pak lehce spocitime
tg (3x) . sin (3x) 1
im — = lim { — .
x—0sin(5x)  x—0 \sin(5x) cos (3x)
. sin(Bx) . 1 3 3
= lim — - lim =—-1=-.
x—0sin (5x) x—0cos(3x) 5 5

Podobné miiZzeme stanovit

e _ @2x e(G=2x _q
lim —— = lim (ez" - 5- 2))

x—0 X x—0 (5 — Z)X
3x _ 1
= lime* - lim
x—0 x—0 3x
0o .. € —1
=e¢’ - lim 3=1-1-3=3

y—=0 y



arovnéz

e —e -1 et -1
Iim—=lim|{ —— - — | =

x—0 sin (2x) x—0 \'sin (2x)  sin (2x)

. e —1 2x 5 e*—-1 2x 1
lim . — R = R -
x—0 Sx sin (2x) 2 —X sin (2x) 2

. S . 2x .oet— . 2x 1
lim - lim — - — — lim - lim — - =
x—0 Sx x=0sin(2x) 2  x—0 —x x—0 sin (2x) 2

v 5 v N 5 1
lim & Jim —— .2 Z1im & -1imi.(—f)=§+ =3
Z

u—0 u —0 sinz 2 v—>0 v z—0 sinz 2

5.28. Bez pouziti Véty o tfech limitdch dokazte, Ze funkce

1
X, xe€{;;neN;;
R(x) = {/l | }
0, xeR\{;; neN}
je spojitd v bodé 0.
ReSeni. Funkce R je spojitd v bodé 0, pravé kdy? je

lim R(x) = R(0) = 0.

Z definice limity ukdZeme, Ze tato limita se skute¢né rovnd 0. Pti ,,0b-
vyklém* znaceni je a = 0, xo = 0. Nechf § > 0 je naddle libovolné.
Pro jakékoli x € (-4, §) je R(x) = 0, nebo R(x) = x, a tudiZ (v obou
pripadech) dostdvame R(x) € (—§, 6). Jinymi slovy, vezmeme-li libo-
volné §-okoli (—§, §) hodnoty a a ptfifadime-li mu (—§, §) (jako okoli
bodu xg), pak pro kazdé x € (-4, §) (z uvaZzovaného okolf xp) plati,
Ze R(x) € (=4, 8) (zde na interval (—§, §) nahliZime jako na okoli a).
To odpovida znéni definice limity (nemuseli jsme ani pozadovat, aby
bylo x # xp).

Uvazovand funkce R se nazyvd Riemannova funkce (proto

oznaceni R). V literatufe se ovSem uvadi v riznych modifikacich. Napt.

o funkci
1, xeZ
fx) = %, x =1L eQpronesoudeind p,g € Zag > 1;
0, x¢Q
se ,,Casto* hovof{ jako o Riemannové. O

5.29. Dodefinujte funkci
2x — 1
FO = (@ —1)sin 5= x#£l(xeR)
X2 —

v bodech —1, 1 tak, aby byla spojitd na R.

ReSeni. Dana funkce je spojitd ve viech bodech svého defini¢niho

oboru. V bodech —1, 1 bude spojitd, pravé kdyz poloZime

o 2 o 2x—1
), f(l).—igr}((x —1)s1nx2 1).

2x — 1
T 2 :
f(=1):= x1—1>n—]] ((x — 1) sin e



Pokud by jedna z téchto limit neexistovala (ptip. byla nevlastni), funkci
by neslo spojité dodefinovat. O¢ividné je

2x — 1
1 <1, x#xl(xeR),

sin e
odkud plyne
—[x? =1 = f) <[P =1], x#*l(xeR).

ProtoZe

lim [x*—1|=0,

x—=*1
z Véty o tfech limitdch jiz dostavame vysledek f(%1) := 0. O

D. Derivace

Ukazme si nejprve, Ze derivace funkci uvedené v tabulce v odstavci

?? jsou skute¢né spravné. Uréime je piimo z definice derivace.

5.30. Z definice (viz ??) urcete hodnoty derivaci funkci x" (x je
proménn4, n kladnd celd konstanta), /x, sin x.
ReSeni. Nejprve podotknéme, Ze ozna&ime-li v definici derivace vyraz
x — Xx¢ jako h, pak dostdvame
. f) = flxo) . flxo+ ) — f(xo)
lim = lim .
xX—>X( X — Xo h—0 h

V niasledujicich vypoctech budeme pracovat s druhym vyjadienim téze

limity.
(") = lim x+nm"—=x" i ()= h A () x" 2R A BT
h—0 h m -
=nx" '+ }]lirr(l) ((;)x”fzh + (;’)xnﬁhz N h”*l)

n—1

=nx
(v/x) = lim VX th—Jx — lim WX +h— O+ h+Jx)
h—0 h h—0 h(m+ﬁ)

h 1
=lim ————— =limh - 0————
h=0 h(v/x + I + /) Nx+h+Jx

1
2/x
sin(x + h) — sinx
h
sinx cos i 4 cos x sinh — sinx
h—0 h
. cosxsinh . sin(x)(cos(h) — 1)
= lim —— + _—
h—0 h h—0 h
_sink . 2(sin%)?
=cosx - lim — — lim ——=—
h—0 h h—0 h

n(t)

. Si
=cosx - 1 + limsin(t) ——
t—0 1

(sinx)’ = lim
h—0

= COSx



derivace

5.31. Zderivujte a vysledek upravte:
i) xsinx,
11) SIEX’

iii) In(x ++/x2 —a?),a #0, |x| > |al,

iv) arctan( L ) x| <1,

Vi—x2 )’

v) x*.

ReSeni. (i) Podle pravidla o derivovani sou¢inu funkci, tedy Leibnit-
zova pravidla, viz ?? dostdvame
(xsinx) =x"-sinx + x - (sinx)’ = sinx + x cos x.

(ii) Podle pravidla o derivovani podilu funkei (??) je

sinx  (sinx) -x —sin(x)-x’ xcosx —sinx
_— 7 = 3 .

X X X

(iii) Pouzijeme pravidla pro derivovani slozené funkce (2?).
Oznacime-li h(x) = In(x), f(x) = x + +/x2 — a?, mdme

(x +vx2—a?)

2

In(x +Vx2 —a?) = h(f(x)) =h(f(x) - f/(x) =
1 + X

2—a2

x4+ =

kde jsme pro derivovéni vyrazu +/x2 — a? pouzili opét pravidlo o

x+/x2—a?

derivovani sloZené funkce.

(iv) Opét derivujeme sloZenou funkci:

oon ()] - i (o)

1—x

1 \/I—X2+ x?

N

[, 1—x?

1—x2

2
:\/1—X2+ * = !
VT=x2 1 —x?

(v) Funkci je nejprve pfevedeme na funkci o konstatnim zdkladu (nej-

Iépe o zdkladu e), kterou uzZ umime derivovat.
(xX)/ _ ((eerX)x)/ — (ex In x)/

=(xlnx) - &'™ =1 +Inx) x*

O

Doporucujeme ¢tendfi si vymyslet funkce, které potom sdm zderi-
vuje. Vysledek si mtize ovéfit v celé fadé matematickych vypocetnich
programd. V nésledujicim piikladu si uvédomime geometricky vyznam
derivace bodé¢, totiz, Ze urCuje smérnici tecny ke grafu v daném bodé

(viz ??)



5.32. Urcete parametr ¢ € R tak, aby tecna ke grafu funkce

bodé [1, 0] prochazela bodem [2, 2].

Reseni. Podle zaddni md mit te¢na smérnici 2 (2=2

0
2—-1

In(c-x)

—F V
X

). Smérnice je

ur¢ena derivaci funkce v daném bod¢, dostavame tedy podminku

2 —In(cx)

2Jx

. « In(c-
tedy ¢ = eiz Proc = eiz je vsak hodnota fce %

Tedy Zadné takové c neexistuje.

E. L’Hospitalovo pravidlo

5.33. Ovéite, Ze je limita

(@)
sin (2x) — 2sinx . 0
m— ————— u—;
x—02e" —x2 —2x —2 P 0
(b)
00
m typu —;
x—0+ cotg x o0
(©
. X 1
lim - — typu 00 — 00;
x—1+ (x -1 lnx)
(d)
linll (In(x —1)-Inx) typuO- oo;
x—=>1+4+
(®
lim (cotg x)ﬁ typu o0;
x—>0+
(® 1
i ¥2
lim (smx) typu 1%
x—0 X
®

x—>1—

Poté ji spoctéte uzitim 1’'Hospitalova pravidla.
ReSeni. Bezprostiedné miizeme potvrdit, Ze je

(a)

X

In x
lim (cos 717x) typu 0°.

lirr%) (sin(2x) —2sinx) =0—-0=0,

(1) =2, neboli 2 — In(c) = 4,

v bodé 1 rovna —2.

d

lim (2¢" —x*—2x —2) =2-0-0-2=0;

x—0
(b)
lim Inx = —o0, lim cotgx = +00;
x—0+ x>0+
(©
. 1
m = +00, lim — = +o0;
y—>l+x — 1 x—1+ Inx
(d
lim Inx =0, lim In(x — 1) = —o0;
x—>14+ x—1+



(e)

lim cotgx = +o0, lim — =0;
x—0+ x—0+ Inx
()
i 1
im 22— lim — = foo;
x—=0 X x—0 x2
(2)
. TX .
111111 cos— =0, 111111 Inx =0.

Ptipad (a). Aplikovani I’Hospitalova pravidla prevadi limitu
. sin(2x) —2sinx
lim —————
x—>02e¥ —x2 —2x —2
na limitu

. 2cos(2x) —2cosx
lim ——,
x—0  2e¥ —2x —2

kterd je ovSem typu 0/0. Dal$imi dvéma aplikacemi 1’Hospitalova
pravidla dostdvame
. —4sin(2x) + 2sinx
lim
x—0 2e —2
a (vySe uvedend limita je opét typu 0/0)
. —8cos(2x) +2cosx —8+2
lim = =
x—0 2e* 2
Celkem tak mame (vratime se k piivodn{ limit¢)

-3.

lim sin (2x) — 2sinx _ 3
x—02e% —x2 —2x —2
Dodejme, Ze opakované uziti I’Hospitalova pravidla v jednom piikladu
je bézné.

Nadéle budeme klést, Ze se limity podilt derivaci ziskané 1’Hospi-
talovym pravidlem pfimo rovnaji ptivodnim limitdm podild. Takto si
muiZeme pocinat, pokud obdrzené limity na pravych stranach budou
existovat, tj. o platnosti zapist se vlastné budeme piesvédcovat do-
datecné.

Piipad (b). Tentokréte derivovani Citatele a jmenovatele dava

. Inx . < . —sin’x

lim = lim —— = lim

x—0+ cotg x x>0+ — x—>0+ X
s~ x

Posledni limitu umime snadno urcit (dokonce ji zname). Z

. . . sinx
lim —sinx =0, lim — =1
x—0+ x—=0+ X

plyne vysledek O = O - 1. Také jsme mohli znovu pouzit 1I’Hospitalovo
pravidlo (nyni pro vyraz 0/0) se ziskem
—sin’ x —2-sinx-cosx  —2-0-1

lim = lim = =
x—0+4 X x—0+ 1 1

Piipad (c). Pouze pfevodem na spole¢ného jmenovatele

. X 1 . o xlnx—(x-—-1)
lim ——)=lim —=
=1+ \x—1 Inx x=l1+ (x —1)Inx




jsme obdrzeli typ 0/0. Je
xlnx —(x —1) . o Inx+37-1 ) Inx
im ————— = lim ——— = lim ———.
x—1+ (x—l)lnx x—1+ %+lnx x—1+ 1—%+lnx
Mame podil 0/0, pro ktery (opét dle I’Hospitalova pravidla) plati

Inx 1 1 1

lim —— = lim —— = ==
x4>1+1—;+1nx x~>1+x—2+; 1+1 2

Navratem k ptivodni limité zapiSeme vysledek

. X 1 1
lim - ) =-.
=1+ \x—1 Inx 2

Ptipad (d). Uvedeny vyraz pifevedeme na typ oo/oo (pfesnéji

feceno, na typ —0o,/00) vytvorenim zlomku

. . o In(x-1
lim (In(x —1)-Inx) = lim ———.
x—1+ x— 1+ —_
Inx
Podle 1’Hospitalova pravidla je
1 2
1 -1 = —x1
im DD gy BT gy XN
x— 14 x—1+ —— x— 1+ x—]
In“x X

Inx

Pro tento neurcity vyraz (typu 0/0) lze pokracovat 1’Hospitalovym
pravidlem a stanovit
o —xIn®x . —In*x —2xInx -4 040
lim —— = lim X _ —
=1+ x —1 x—1+ 1 1

Pifpady (e), (), (). ProtoZe

0.

. In(cotg x)
lim ==

. e
lim (cotgx)ms = ex0+
x—0+
. i In sin x
sinx \ «2 lim —
lim { — =e—0
x—0 X

Tx\Inx lim (In x-In(cos %*))
(cos 7) =eI-

)

lim s
x—>1—

postacuje vypocitat limity uvedené v argumentu exponencidlni funkce.

Pomoci I’Hospitalova pravidla a jednoduchych tprav ziskdvame

i -1
. In(cotgx) [e9) . cotgx  sin?
lim ——— = |ty — lim XeX sinmx
x—0+ Inx — x>0+ 1
X
. —X ) . —1 -1
lim ——— = [typ — | = lim —— = =1
x—0+cosx-sinx |7 0 x—0+cos?x —sinx 1—0
sin x 9 X, XCOosx—sinx .
lim = typ = | = lim X T _ g, TCOSX — SIOX
=0 x? 0] x>0 2x =0 2x2sinx
. 0] , COs X — x sinx — cos x
= |typ = | = lim -
0] x>0 4xsinx + 2x2cosx

. —sinx 0
=lim-—— = |typ =
x—04sinx + 2x cos x 0
—COos X —1 1

xli%4cosx+2cosx—2xsinx T412-0 &



a tudiz

. e _ 1
lim (cotgx)mx =e [
x—>0+

s
i sin x \ »2 1 1

im =e 06 =—.
x—0 X \6/6

Obdobné lze postupovat pri ur¢ovani posledni limity. Plati

In (cos 2 -
tim (i1 (cos 7)) = fim MEOF) [\ w0
2 i T

x—>1— x—>1— — (o.¢]
Inx

=l
x—>1— __1 l
In®x x
T xsin%)‘-lnzx
= — lim —
2 x—>1— COS =

Nebot je tento vyraz typu 0/0, mohli bychom pokracovat I’Hospitalo-
vym pravidlem; misto toho ale pfejdeme od

xsin%-lnzx

lim
x—1— cos X
2
k soucinu limit
. . TX . In® x . In? x
lim (x sin —) lim — =1 lim ——.
x—1- 2 x—1-cos 5 x—1-cos 5*

Teprve nyni aplikujeme 1’'Hospitalovo pravidlo pro

i In® x [ 0] i 2Inx -1
1m = |t — | = 1m ——7—
x—1-cos 75 o x—>1- (=%)sin Z*

0
=—==0.
-3

Celkem mame
lim (lnx-ln(cos%)) =T 1-0=0,

x—>1-

tj.

—_—
=
=i
—~
(e}
]
@
q
o 3
SN—"
=3
=
Il
¢
=]
Il

5.34. Urcete

1
lim (cotgx - 7) .
x—0 X

Reseni. Uvédomime-li si, Ze je

. o1

lim cotgx = +o00, lim — = 400,
x—=0+ x—=0+ X

. 1

lim cotgx = —o0, lim — = —o0,
x—0— x—0— X

vidime, Ze v pfipadé€ obou jednostrannych limit dostdvdme typ co — oo.
Muzeme tedy uvazovat najednou oboustrannou limitu. Funkci ko-
tangens zapiSeme jako podil kosinu a sinu a zlomky pfevedeme na
spole¢ného jmenovatele, tj.

. 1 . Xcosx —sinx
lim {cotgx — — ) = lim ——.
x—0 X x—0 X Sinx



ObdrZeli jsme vyraz 0/0, pro ktery plati (podle I’'Hospitalova pravidla)
X COSX — sinx . COSX — Xxsinx — cosx . —x sinx
lim ————— = lim =

m .
x—0 X sinx x—=0 sinx + x cosx x—0 sinx 4 x cos x
Druhym pouzitim I’Hospitalova pravidla pro typ 0/0 pak jizZ dostaneme

—Xx sinx . —sinx — x cosx 0-0

im-— m - =
x—=0sinx +xcosx  x—0COSX + cosx — x sinx 1+1-0
O

5.35. Urcete

. Inx . 1 . 1
lim —, lim xIn—, lim xex;
x—>+00 X x—0+ X x—0+
_4
. i 2 .
lim xe ¥, m—, lim (Inx —x);
x—>0— x—0 xlOO x—>+00
. X . Jx+1
Iim —mM, lim s im —.
x—+o0 x +Inx - cosx x—>+o0 x + 3 x>0 \/x2 1]

ReSeni. Snadno lze zjistit (napf. n-ndsobnym uZitim 1’Hospitalova
pravidla), Ze pro libovolné n € N je
.X ) .er
lim — =0, ¢. lim — = 4o0.
x—+o00 e* x—+4o00 x"

Z Véty o tfech limitdch potom pro redlnd ¢isla @ > 0 ihned plyne
zobecnéni
a eX
lim = =0, § lim — = oo
x—>—+oo et x—>+o00 x4
UvdZime-li, Ze grafy funkci y = e* a y = Inx (inverzni funkce k y =
e*) jsou symetrické vzhledem k pfimce y = x, vime déle
. . X
lim — =0, . Ilim — = +o0.
X—>+00 X x—+o00 Inx
Ziskali jsme tak prvni vysledek. Ten pfitom ddva rovnéz I’ Hospita-
lovo pravidlo, podle kterého je

Upozornéme, Ze 1’Hospitalovo pravidlo 1ze pouZzit k vycisleni kazdé
z dalSich péti uvedenych limit. Je ov§em mozné urcit tyto limity jed-
nodussimi zpsoby. Napf. substituce y = 1/x vede na

. 1 . Iny

lim xIn— = lim — =0;
x—0+ X y—>—+00 y

. 1 e

lim xer = lim — = +o00.
x—0+ y—=>+oo y

Samoziejmé x — 04 ddvd y = 1/x — 400 (piSeme 1/ + 0 = +00).

Pomoci substituci u = —1/x, v = 1/x? po fadé& dostdvame
. 1 . e
lim xe"* = lim —— = —o0;
x—0— u—>—+00 u
L
e 2 >0

=0,

lim —— = lim
x—0 x100 v—>+oo eV



pricemz x — 0— odpovidd u = —1/x — 400 (piSeme —1/ — 0 =
+o0)ax — 0potom v = 1/x> — 400 (znovu 1/ + 0 = +00). Jiz
diive jsme také objasnili, Ze plati

lim (Inx —x)= lim —x = —o0.
xX—+00 xX—>+00

Pripadné pochyby snad rozptyli limita

. Inx —x . X
lim = lim (1 — —) = —00,
x—+oo Inx x—>400 Inx

ktera dokazuje, Ze pfi zmenseni absolutni hodnoty uvazovaného vyrazu
(aniz by doslo ke zméné znaménka) stale vyraz v absolutni hodnoté
roste nade vSechny meze.

Stejné snadno umime urcit

. X
Iim —m—— =
x—>+oo x +1Inx-cosx  x—>+oox

o Ax+1 U
lim - = lim —
x—>+00 o/x + 3 x— 400 \5/)?
X

. X .
L. Wy s Wy

Vidéli jsme, Ze I"Hospitalovo pravidlo nemusi byt nejlepsi metodou

= +o00;

1.

vypoctu limity jednoho z typt 0/0, co/oco. Na pfedchozich tfech prikla-
dech lze ilustrovat, Ze jej ani nelze vzdy (pro neur¢ité vyrazy) aplikovat.
Kdybychom jej pouZili k feSeni prvniho z nich, obdrZeli bychom pro
x > 0 podil

1 X

1+ 2= —Inx-sinx x+cosx —xInx -sinx’

Neni tedy splnén jeden z pfedpokladd 1’Hospitalova pravidla. Ve dru-
hém pripadé pak (libovolny pocet opakovanych) pouziti I’Hospitalova
pravidla vede na neurcité vyrazy. Pro posledni limitu nds I’Hospitalovo

pravidlo vrati do zadan{: dava nejdiive zlomek

1 Vx24+1

2x - X
2vx2+1
a nasledné
2x
2Vx2+1 _ X

N
Odsud miZeme odvodit, Ze limita je rovna 1 (hleddme nezapornou
hodnotu ¢ € R takovou, aby platilo a = a~'), pouze kdy# dfive
dokdzeme, Ze vibec existuje. O

Dalsi priklady na vypocet limit uZitim L’Hospitalova pravidla na-

lezneet na stran€ 276.



F. Extremalni dlohy

Jednoduché pozorovani ?? o geometrickém vyznamu derivace
nam také fikd, Ze extrémy diferencovatelné redlné funkce jedné redlné
proménné mohou nastat pouze v bodech, kde je derivace dané funkce
nulovd. Tohoto prostého faktu 1ze vyuzit pfi feSeni mnozstvi zajimavych

praktickych tloh.

5.36. Urcete x-ovou soufadnici x4 bodu paraboly y = x2, ktery je
nejblize bodu A = [1, 2].
ReSeni. Neni obtizné uvédomit si, Ze piiklad m4 pravé jedno feeni
a Ze tkolem je vlastné najit absolutni minimum funkce

f@) =y/(x -2+ x2-2)2 xek

Funkce f m4 zjevné nejmensi hodnotu ve stejném bod¢ jako funkce

g =@ —-D*+(x*=-2)?% xeR
Nebot
gx)=4x3—6x—-2, xeR,

fesenim rovnice 0 = 2x* — 3x — 1 dostdvame nejprve staciondrni bod
x = —1 a po vydéleni polynomu 2x3 — 3x — 1 polynomem x + 1 také
zbyvajici dva staciondrni body

1-v3 1+v/3
2 2

a

ProtoZe funkce g je polynomem (md derivaci na celé redlné ose), z ge-
ometrického vyznamu dlohy jiz ziskdvdme

1+/3

XA = 5]

O

5.37. Do rovnoramenného trojihelniku o zakladné z a vySce v (nad
zékladnou) vepiSte obdélnik (jedna jeho strana bude ¢ésti zdkladny
trojihelniku) s nejvétsim obsahem. Stanovte obsah S tohoto obdélniku.
ReSeni. Pro vyfeseni piikladu postaduje uvazovat tlohu, kdy se sna-
Zime vepsat do pravouhlého trojihelniku s odvésnami délek z/2 a v
obdélnik s maximalnim moZnym obsahem, pficemz dvé jeho strany
mus{ byt &istmi odvésen tohoto trojihelniku. Ulohu takto pfevedeme

na otdzku maximalizace funkce
f) =x(v-2)
na intervalu I = [0, z/2]. Nebof je
ffx)y=v— 4% pro vSechna x € [
a ddle

fO) =7r(%)=0, f) >0, xel,
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v jediném svém staciondrnim bodé xy = z/4 nutné nabyva funkce f
maxima na /. Proto jsou strany hledaného obdélniku dlouhé z/2 (dvoj-
ndsobek xy: uvazujeme ptiivodni dlohu) a v/2 (to 1ze ziskat dosazenim

z/4 za x do vyrazu v — 2vx/z). Odsud dostdvame, zZe S = vz/4. [

5.38. Firma hledda obdélnikovou parcelu o rozmérech 5a x b se
zdmérem ji po obvodu celou oplotit a pak jesté ploty kolmymi na
prvni stranu rozdélit na 5 stejné velkych parcel o rozmérech a x b. Pro
jaké hodnoty a, b bude rozloha parcely S = Sab maximdlni, mé-1i byt
celkovd délka plotii 2400 m?

Reseni. Preformulujme zaddni: Chceme maximalizovat sou¢in Sab pfi

splnéni podminky
(5.1) 6b + 10a =2400, a,b > 0.

Lehce 1ze ukdzat, zZe funkce

a— Sa 24006—10a

definovand pro a € [0, 240] nabyvd maximdlni hodnoty v bodé a =
120. Proto je vysledek

a=120m, b =200m.

Dopliime, Ze uvedend hodnota b bezprostiedné plyne z (6.2). (]

5.39. Mezi obdélniky, jejichZ dva vrcholy leZi na ose x a dal$i dva
s kladnymi druhymi soufadnicemi na parabole y = 8 — 2x2, najdéte
obdélnik s maximdlnim obsahem.

ReSeni. Zikladna obdélniku s maximalnim obsahem mé&fi 4/+/3, jeho
vySka pak 16/3. Tento vysledek lze obdrZet nalezenim absolutniho

maxima funkce

S(x) =2x (8 — 2x2)
na intervalu I = [0, 2]. Nebof tato funkce je na I nezdpornd, v krajnich
bodech / nulova a md derivaci na celém I, pfi¢emz jeji derivace je
nulova pouze v jednom bod& intervalu 7, a to v bodé x = 2/+/3, nabyva

zde maximdlni hodnoty. O

5.40. Do rovnostranného trojihelnika o strané a je vepsdn pravouhelnik
(jedna jeho strana leZi na strané trojihelnika, zbylé dva vrcholy lezi na
zbylych strandch trojihelnika). Jaky miZe mit maximalné obsah?

Reseni. Vepsany pravothelnik mé strany x, +/3/2(a — x), tedy obsah
V3/2(a — x)x. Maximum pro x = a/2, tedy maximdalni obsah je
(+/3/8)a>. O

5.41. Ve Case r = 0 se zacaly pohybovat tfi body P, Q, R v roviné a to
bod P zbodu [—2, 1] smérem (3, 1), rovnomérnou rychlosti V10m /s,
bod Q z bodu [0, 0] smérem (—1, 1) rovnomérné zrychlenym pohy-
bem se zrychlenim 2\[2m/s2 a bod R z bodu [0, 1] smérem (1, 0)



rovnomérnou rychlosti 2m/s. V jakém case bude obsah trojihelniku
P QR minimalni?
ReSeni. Rovnice bodii P, Q, R v Gase jsou

P [-2,114+ @3, It

Q & [0.0]+ (=1, 1)

R : [0,1]+4(2,0)t
Obsah trojihelnika P Q R je uréeny napf. polovinou absolutni hodnoty
determinantu, jehoZ fadky jsou soufadnice vektord PQ a QR (viz
Matematika I). Minimalizujeme tedy determinant:

—_tzzj_ét _1t+t2 =20 —t+2.
Derivace je 61> — 1, extrémy tedy nastdvaji pro t = :i:ﬁ, vzhledem k
tomu, Ze uvaZujeme pouze nezdporny ¢as, vySetiujeme pouze 1 = ﬁ,
jde o minimum, navic je hodnota determinantu v tomto bod¢ kladnd a
mensi, nezZ hodnota v bodé 0 (krajni bod intervalu, na kterém hleddme

extrém), je tedy o globalni minimum obsahu v Case. O

5.42. V devét hodin rdno vylezl stary vlk z nory N a v rdmci rannf roz-
cvicky zacal béhat proti sméru hodinovych rucicek

h/ " po kruznici o poloméru 1km, kolem svého oblibe-

= = ného pafezu P a to rovhomérnou rychlosti 4 km/h.
Ve stejnou dobu vyrazila Karkulka z domu D k
babicce sidlici v chaloupce C rychlosti 4 km/h (po piimce). Kdy si
budou nejbliz a jaka tato vzdalenost bude? Souradnice (v kilometrech):
N =12,3], P=1[3,3], D =1[0,0],C =[5, 5]

Reseni. VIk se pohybuje po jednotkové kruznici, jeho dhlové rychlost
je tedy stejnd jako jeho absolutni rychlost a jeho drdhu miZeme v

zdvislosti na Case popsat ndsledujicimi parametrickymi rovnicemi:
x(t) =2 —cos(4t), y(t) =2 — sin(4t),
Karkulka se pak pohybuje po draze
x(t) = 2«/51, y(t) = 23/2t.
Naleznéme extrémy (Ctverce) vzdalenosti p jejich drah v Case:
(1) =(2 — cos(dt) — 2+/21)% + (2 — sin(4r) — 2v/21)?
0'(t) =16(cos(41) — sin(41))(V2t — 1) + 321+
+ 4v/2(cos(4t) + sin(41)) — 1682
Resit algebraicky rovnici p’(f) = 0 se nim nepodaif (ani to nelze),
zbyva pouze najit feSeni numericky (pomoci vypocetniho softwaru).
Zjistime, Ze lokdlni minima nastavaji pros = 0, 31 apoté prot = 0, 97,

kdy bude vzdélenost vlka a Karkulky asi 5 metrti. Je zfejmé, Ze pujde i

o globdlni minimum.



Situace, kdy neumime explicitné vyfesit dany problém je v praxi

velmi Castd a pouZziti numerickych metod vypoctu ma velky vyznam. [

5.43. Pro jakd a € R je kubicky polynom P vyhovujici vztahim
PO) =1, P(0) =1, P(1) =2a+2, P'(1) = 5a + 1, monoténni

funkci na celém R?

ReSeni. Z podminek P(0) = 1 a P’'(0) = 1 plyne, 7e P(x) = bx> +
cx?> 4+ x4+ 1,kde b, ¢ € R, zbylé dvé podminky uréuji dvé rovnice pro
nezndmé bac:b+c+2=2a+2,3b+2c+ 1 =5a+ 1s jedinym
feSenim b = ¢ = a, polynom vyhovujici zadanym podminkdm je tedy
P(x) = ax’ 4+ ax? + x + 1. Podminka na to, aby byl monoténni funkci
na celém R, je ekvivalentni tomu, Ze polynom nemad lokaln{ extrém.
Extrémy mohou nastat v kritickych bodech, tedy v nulovych bodech
derivace. Pokud tedy derivace nebude mit nulovych bodu, fukce bude

monoténni. Derivace je
P'(x) = 3ax®> +2ax + 1

a nebude mit nulovych bodd, bude-li jeji diskriminant zaporny. Navic
inflexni body P (x) odpovidaji bodim, kde je nulova prvni i druhd
derivace (a nenulova tfeti, coz je v piipadé kubického polynomu auto-
matické), tedy ndsobnym kofentim P’(x). P’(x) md ndsobné kofeny,
pravé kdyz je jeji diskriminant nulovy. Celkem je podminka monotén-
nosti P (x) ekvivalentni nekladnosti diskriminantu P’(x), tedy

4a* — 12a
da(a — 3)

IA

0
0,

A

coz odpovidd a € (0, 3). Pro a = 0 vSak P sice je monoténni funkef,
nikoliv v8ak kubickym polynomem. Dané podminky spliiuji pravé
a € (0,3). O

5.44. Regiomontanuv problém, 1471. V muzeu na sténé visi obraz.
Jeho dolni okraj je a metrd nad zem{ a horn{ okraj pak b metri nad
zem( (tj. vySka obrazu je b — a). Na obraz se divd turista, jehoZ o¢i jsou
ve vySce h < a metrii nad zemi. (Divodem nerovnosti 7 < a miZe
napf. byt, Ze se tak dd umoznit vyhled stejné vysokym navstévnikim
muzea stojicim v nékolika fadach.) Jak daleko od stény ma turista stat,
aby maximalizoval velikost svého tihlu pohledu na obraz?

ReSeni. Jako x oznaéme vzdilenost (v metrech) turisty od stény a jako
¢ jeho thel pohledu na obraz. Déle zavedme (viz obrdzek) thly o, 8 €
(0, /2) vztahy

— b=h _ a=h
tgo = =, tgf =",



Nasim tkolem je maximalizovat ¢ = o — 8. Dopliime, Ze pro h > b
Ize postupovat analogicky a Ze pro h € [a, b] se zfejmé tihel ¢ stdle
zvétSuje pfi zmensujicimse x (¢ = prox =0ah € (a, b)).

Z podminky & < a plyne, Ze thel ¢ je ostry, tj. ¢ € (0, 7/2).
ProtoZe je funkce y = tgx rostouci na intervalu (0, 7/2), miiZeme
prejit k maximalizovani hodnoty tg ¢. Plati

b—h _a—h
tey =tg (@ - B) = Tt = s = ot
Sta¢f ndm tedy najit globdlni maximum funkce
fO) = i, x €10, +00).
Z vyjadieni
fx) = (b—a)[x2+(b—h)(u—h)]—ix2(b—a) _ (b—a)[(h—h)(a—h)—;z]’ ‘e
[x2+b—h)(a—n)] [x2+b—h)(a—n)]

(0, +00)
vidime, Ze
f(x)>0 pro xe (0, Jb =)= h)) :
F(x) <0 pro xe ( (b — h)(a—h), +oo) .

Funkce f ma proto globdlni maximum v bodé xo = /(b — h)(a — h)
(pfipomenime nerovnosti 4 < a < b).

Ur¢it bod xj lze samoziejmé i jinymi zpisoby. MiZeme napf. misto
hleddni maxima kladné funkce f na intervalu (0, +00) pomoci dife-

rencidlniho poctu hledat globdlni minimum funkce

_ 1 xX4-ha-h _ x| (b=ha—h)
8 =505 = "oma  —ba T -0 x € (0, +00)

vyuZitim tzv. A-G nerovnosti (mezi aritmetickym a geometrickym
primérem)

yity

2 >y, i, y2 =0,

ve které rovnost nastava pravé pro y; = y,. Volba

b—h)(a—h
N =g pk) =gl

totiz dava
g(xX) = y1(x) + y2(x) = 231 (x) y2(x) = 7%= V(& = h) (a — h).

Pokud tak existuje x > 0, pro které je y;(x) = y2(x), ma funkce g

v bodé x globdlni minimum. Rovnice

. b—h)(a—h
Y@ =y, G g =St

ma jediné kladné feSeni xo = /(b — h)(a — h).
Dvéma odliSnymi zpisoby jsem stanovili idedlni vzddlenost turisty

od stény. Hodnoté xy odpovida

xo(b—a) b—a
xZ+(b—h)(a—h) 2Jo—hya—h)"
Pri pohledu z drovné podlahy (kdyby se dival brouk) je & = 0, a tudiZ

@y = arctg = arctg

je

Xo = +/ab, Qo = arctg

b—a
2Vab"



Je-li obraz vysoky 1 m a jeho dolni okraj je 2 m nad zemi (@ = 2,b = 3),
bude brouk vidét obraz pod nejvétsim dhlem ¢y = 0,2014 rad =~
11, 5° ve vzddlenosti xo = 2, 45 m od stény. Pokud si bude stejny obraz
prohlizet muz, ktery ma oci ve vysce 1, 8 m, se svym synem, ktery ma
o¢i ve vySce 1 m, mél by otec stdt ve vzdalenosti xo = 0,49 m a syn ve
vzdalenosti xo = 1,41 m. VSimnéme si, Ze pro otce je ¢y = 0, 7956
rad & 45, 6°, zatimco pro jeho syna je ¢p = 0,3398 rad ~ 19,5°.

Pomér
07956 A, 45.6 -
03398~ 195 — 2,3
doklada, jak vyrazn€ ma otec lepsi vyhled. O

5.45. Snellitv zdkon. Urcete lomeny svételny paprsek mezi bodem A
v homogennim prostied{ s rychlosti §ifeni svétla v; a bodem B v ho-

mogennim prostied{ s rychlosti §ifeni svétla v,. Viz obrazek.

ReSeni. V celém piikladu nebudeme uvadét fyzikélni jednotky:
miiZeme kupf. pfedpoklddat, Ze idaje o vzddlenostech budou v metrech
a rychlosti v;, v, jsou v metrech za sekundu (Cas bude vyjddfen
v sekundach). Paprsek je urcen principem minimdlniho Casu, kdy
k pfenosu energie elektromagnetickym vinénim mezi body A a B
dochdzi takovym zptisobem, aby se odehrdl v co nejkratSim case.
V homogennich prostfedich bude paprsek tseckou. Staci tedy stanovit
bod R (uréeny hodnotou x), kde dojde k lomu. Vzdédlenost mezi

body A a R &ini \/h7 + x2 a mezi body R a B pak ,/h3 + (d — x)2.

Celkova doba pienosu energie mezi body A a B je tak ddna funkci

[h2 42 Ih24-(d—x)?
T(x):i—l—g

V] v
v proménné x € [0, d]. Zdiraznéme, Ze chceme nalézt bod x € [0, d],
ve kterém je hodnota 7 (x) minimdlni.

Derivace

T (x) = X _ d—x
( ) V1 ‘/hf-%—xz vy \/hg-%—(d—x)z

je spojitou funkci na intervalu [0, d], a proto o znaménku derivace

miZeme snadno rozhodnout pomoci jejich nulovych bodt. Z rovnice
T'(x) =0, . L = dx ,
2 - i Wy

jednoduchou tpravou dostdvame

X
342
= ——
J3+Ed-x?2

Tento tvar je pro nds uzite¢ny, nebot (viz obrazek)

X d—x

: sing, = —4=% .
NTECh JI3+d—x)?

Existuje tudiZ nejvyse jeden staciondrni bod; a ten je urcen vztahem

sin @ vy
vesdrff331 (5.2) = —.

sin ©2 V2

sing; =




Uvédomme si, Ze pfi zvétSujicim se ¢; € [0, 7/2] (kdyZ x roste) se
dhel ¢, € [0, 7/2] zmensuje. Funkce sinus je nezdpornd a rostouci
na intervalu [0, /2], a tak je podil (sin ¢;)/(sin ¢,) rostouci funkei
v zdvislosti na x. Protoze T'(0) < 0 a T'(d) > O, existuje pravé
jeden staciondrni bod xy. Z nerovnosti 7'(x) < 0 pro x € [0, xo)
aT'(x) > 0prox € (xo,d] jiz plyne, Ze ve staciondrnim bodé¢ x je
globdlni minimum.

Shriime ptedchozi. Paprsek je zaddn bodem lomu R (hodnotou x)
abod R je potom urcen identitou (5.2), kterd se ve fyzice oznacuje jako
Snelltv zakon.

Podil rychlosti v; a v, je pro uvedend homogenni prostiedi kon-
stantn{ a vyjadfuje dileZitou veli¢inu, jeZ popisuje rozhrani optickych
prostiedi. Nazyva se index lomu a znacf se n. Obvykle se pozaduje, aby
prvni z prostfedi bylo vakuum, tj. klade se v; = ¢ a v, = v, se ziskem
(absolutniho) indexu lomu n = ¢/v. Pro vakuum je n = 1. Také pro
vzduch se pouzivd n = 1, nebof pfi standardnich podminkdch (tj. pfi
tlaku 101 325 Pa, teploté 293 K a absolutni vlhkosti 0, 9 g-m~3) je pro
vzduch n = 1, 000272. U ostatnich prostiedi se uvddi n > 1 (napt. se
klade n =1, 31 pro led, n = 1, 33 pro vodu, n = 1, 5 pro bézné sklo).

Index lomu ovSem rovnéz zdvisi na vinové délce uvazovaného elek-
tromagnetického vinéni (kupf. pro vodu a svétlo se jedna o rozsah od
n = 1,331 az pon = 1, 344), kdy index lomu zpravidla kles4 s ros-
touci vinovou délkou. Rychlost svétla v optickém prostiedi s indexem
lomu n > 1 totiz zavisi na frekvenci svétla. Hovoi{ se o tzv. disperzi
svétla. Pravé disperze svétla zpisobuje, Ze se paprsky svétla riznych
barev ldmou pod rtiznymi dhly. (Nejvice se ldme paprsek fialového
svétla a nejméné paprsek svétla Cerveného.) To je mj. pfi¢ina vzniku
duhy. MtiZeme ddle vzpomenout slavny Newtontv pokus se sklenénym
jehlanem (optickym hranolem) z roku 1 666.

Na zdvér jest€ dopliime, Ze naSe tloha méla vZdy feSeni, protoZe
jsme mohli volit bod R libovolné. Pokud by byl s rychlostmi vy a v,
zaddn také thel ¢, (naSim tkolem by tieba bylo vypocitat, kde paprsek
vychdzejici z bodu A protne pfimku y = ¢ pro jisté ¢ < 0, kdyZ roz-
hrani optickych prostiedi je soucdsti osy x), pak by dhel ¢, € (0, 7/2)
spliiujici (5.2) nemusel existovat. Takové situaci odpovida dplny odraz

svétla (k lomu svétla viibec nedojde). O

5.46. Halleyova tloha, 1686. Hra¢ stoji pted basketbalovym kosem
ve vzddlenosti / od obroucky, kterd je ve vySce & nad bodem odhodu.
Urcete minimdlni pocatecni rychlost vy, kterou musi udélit mici, aby
skdroval, a piislu$ny elevacni thel ¢ pro toto vy. Viz obrazek.

ReSeni. Opét vynechdvame fyzikilni jednotky: miizeme piedpokla-

dat, Ze tdaje o vzddlenostech jsou uvadény v metrech a Casové tidaje
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v sekundéch (rychlosti pak v metrech za sekundu). Nechf hra¢ hodi mi¢
v ¢ase t = 0 a nechf mi¢ projde obrouckou v Case 7y > 0. Pozici mice
(béhem jeho letu) vyjadiime body [x(¢), y(z)] pro t € [0, #o], pficemZ
pozadujeme, aby x(0) = 0, y(0) = 0, x(to) =, y(tp) = h.
Zfejmé je
x'(t) = vy cos @, Y (t) = vosing — gt
prot € (0, 1), kde g je normdlni tithové zrychleni (konstanta gra-
vitaéniho zrychleni). Hodnoty x'(¢) a y'(¢) totiZ po fadé udévaji hori-
zontdlni a vertikdlni rychlost mice. Integrovanim téchto rovnic ziskdme
x(t) = vot cos ¢ + ¢y, y(t) = vot sing — 1 g1’ + ¢
prot € (0, %) acy, ca € R. Z po¢ate¢nich podminek
IEI&X(I) =x(0) =0, tglgl+y(l) =y0)=0
plyne, Ze ¢; = ¢, = 0. Dosazen{ zbyvajicich podminek
lim x(1) = x(tp) =1, lim y(t) = y(t) =h
Pl totg—
tak jiz dava
[ = vty cos @, h = votysing — 1 g13.

Podle prvni rovnice je

(5.3) to = l ,
Vo COS @
a tudizZ dostdvame jedinou rovnici
(5.4) h=lg¢—4—g:—,
202 cos?

pricemz vy € (0, +00), ¢ € (0, /2).

Zopakujme, Ze nasim tkolem je stanovit minimdlni vy a odpovi-
dajict ¢, které této rovnici vyhovuje. Receno srozumiteln&ji, chceme
ur¢it minimdlni hodnotu vy, pro kterou bude existovat ¢ spliiujici (5.4).
Nebof

I colgdsinty _ jy o2 pe(01),

cos? ¢ cos2 ¢ > 2

rovnici (5.4) mizeme pievést do tvaru

h—ltg¢+%(l+tg2¢)=0,

tj.
202 2hv2
@y — SPtge + ;120 +1=0.
Z posledni rovnice (kvadratické rovnice pro nezndmou p = tgy)

vyplyva, Ze

l}z 1.4 v,
leoi :2102 _4(2;120 1)
tgw = 2 9
tj.
> Jvg —2hvlg — g2
(5.5) gp =204 .
gl gl

Uhel ¢ splitujici (5.4) tedy existuje, pravé kdy# je
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vy —2ghv3 — g** > 0.
Také nynf ndm substituce (tentokrdte ¢ = v3) umoZnf piejit ke kvadra-

tickému vyrazu (na levé strané nerovnice) a ndsledné ziskat

(6 [+ VI (e - v ) 20
ProtoZe h < +/h? + [2, musi byt

%zgh+¢m+ﬂ] . v > gh+vM+ﬂ]

Nejmensi piipustné hodnoté

(5.6) vo= /g [h +Vn2 + 12]
potom odpovida (viz (5.5))

v VPP h+~Vh+ 12
SN tgp=—=————, . @=arctlg ——.
gl l l

Predchozi vypocet byl ovSem zaloZen na podminkdch x(z)) = /,
y(to) = h, které pouze udavaji poZadovanou polohu v Case #y. Mi¢ v§ak
mobhl projit obrouckou zespodu. Dopliime proto podminku y’(¢y) < 0,
ktera fikd, Ze miC v Case 1y uz klesal, a dokazme, Ze je pro vy z (5.6)
a @ z(5.7) splnéna.

Pfipomernime, Ze je (viz (5.3), (5.4))

_ 1 2 _ gl?
o = v cos ¢’ Yo = 2(Itg p—h) cos? ¢

Vyuzitim toho z
¥ (tg) = lirtn Y (t) = vosing — gtg < 0
t—to—

dostavame

g2

glo gl
2(I tg p—h) cos? ¢

sing ~ sing cos¢’

=v} <vp-
tj. nerovnici

I sing cosg < 2(Itgp — h) cos’ ¢,
z niZ snadno vyjadiime
2 < tgo.

Porovndnim s (5.7) vidime, Ze posledni nerovnost je splnéna, nebof

h+vh2+12 o h+vh? _ 2h
] [

gy =
Tim jsme ukaézali, Ze pti pocdtecni rychlosti uvedené v (5.6) mize hrac
kos dat.
Pfi trestném hodu, kdy hra¢ odhazuje mi¢ ve vysce 2 m, je
h=1,05m, [=4,225m, g=9,80665m-s72,

a tudiZ minimdlni pocate¢ni rychlost mice inf

vy = \/9, 806 65 [1, 05+ /(1,05)% + (4, 225)2] m-s7h =
7,28 m-s7.
Této rychlosti odpovida tihel

2
v, . o
(p:arctgmzo,907rad~52 .



Zamysleme se jesté nad ziskanou hodnotou thlu ¢ pro minimalni

rychlost vy. Podle obrazku je
2+ —a)=m a at+y=75,
odkud vyplyva

=
Il
IR
I
ENE]
I
[S1R4

Plati tedy

p=5-B=5+5=3G+r)=3( tarctg]).

Obdrzeli jsme, Ze elevacni dhel pfi hodu s minimdln{ energif je aritme-
tickym primérem pravého thlu a dhlu pohledu na obroucku (z pozice
mice).

Problém stanoveni minimdlni nutné rychlosti odhazovaného mice
vlastné vyfesil Edmond Halley uz v roce 1 686, kdyZ urcil minimaln{
potfebné mnozstvi stfelného prachu k tomu, aby vystielend délova koule
mohla zasdhnout cil na vyse poloZeném misté (napf. za hradbami).
Halley dokdzal (tzv. Halleyovo kalibra¢ni pravidlo), Ze pro zasaZeni
cile v bodé [/, h] pfi stfelbé z pozice [0, 0] je potfeba stejné minimalni
mnozstvi prachu jako pro zasazen{ horizontdlniho cile ve vzdélenosti
h + ~/h? + 2 (pfi Ghlu ¢ = 45 °). Halley také prokézal, Ze hodnota ¢
je stabilni vzhledem k malym odchylkdm mnoZstvi pouZitého stfelného
prachu a nevyraznym chybdm v odhadu vzdélenosti cile. (]

5.47. Projektil je vystfelen pod thlem ¢ z bodu ve vysce # nad zemi
s pocatecni rychlosti vg. Dopadne na zem ve vzddlenosti R od mista
vystielu. Viz obrazek. Stanovte uhel ¢, pfi kterém bude hodnota R
maximalni.
ReSeni. Pozici projektilu v Gase vyjadiime body [x(¢), y(¢)]. Pfedpo-
kldddme, Ze projektil byl vystfelen v ¢ase t = 0 z bodu [0, 0] a dopadne
na zem v bod¢€ [R, —h] v jistém Case t = 1y, tj. x(0) = 0, y(0) = 0,
x(to) = R, y(tp) = —h. Podobné jako v Halleyové tloze uvazujme
rovnice

x'(t) =vocosp, y'(t) =vysing — gt, t € (0, 1)
pro horizontdln{ a vertikdlni rychlost projektilu, kde g je normaln{
tthové zrychleni.

I naddle mtizeme pokracovat jako pfi feSeni Halleyovy tlohy, kdy
integrovanim téchto rovnic se zohlednénim x (0) = y(0) = 0 ziskdme
x(1) = votcosp, y(t) = vt sing — 1 g1?, t € (0, 1)
azpodminek lim,_, ,— x(t) = x(tp) = R,lim,_,,,— y(t) = y(tp) = —h

poté
R =nwtgcosp, —h = vlgsing — 5 g13.

Z prvni rovnice plyne



vesdgwa23u

ves2dkjwaz

vesddwgtt2

a tak miZeme ptedchozi dvé rovnice vyjadrit jedinou rovnici
R2

(5.8) —h:Rtgw—zv;CTz(p,
pficemz ¢ € (0, 7 /2).

Na rozdil od Halleyovy tlohy je v§ak hodnota vy ddna a ménné je R
v zdvislosti na ¢. Je tak vlastné R = R(¢) funkci v proménné ¢, kterd
musi spliiovat (5.8) (je urcena rovnici (5.8)). Jednd se tedy o funkci
zadanou implicitn€. Rovnici (5.8) zapiSeme jako (R nahradime R(¢))

R(p)tgg - 203 cos’ ¢ — gR*(p) + h - 2v cos? ¢ = 0.
Vyuzitim vztahu
2tg @ cos® ¢ = sin2¢p
pak (5.8) prevedeme do tvaru
(5.9) R((p)vg sin2¢ — gR*(p) + Zhvg cos? g = 0.
Derivovani podle ¢ nyni dava
R’(<p)v§ sin2¢ + 2R((p)v§ cos2¢ — 2gR(p)R'(¢) —
2hv§ (2cos g sing) =0,
tj.
R (¢) [vé sin2¢ — 2gR((p)] = —2R(<p)v§ cos2¢ + 2hv§ sin 2¢.
Vypoditali jsme tak, Ze
Rip =gt e 03)

Staci ovéfit, ze vé sin2¢ — 2gR(¢) # O pro kazdé ¢ € (0,7/2).
Predpoklddejme opak a dosadime

. ya .
R = vy sin 2¢ _ Ypsingcosy

2g g

do (5.8) se ziskem

v2 sin ¢ cos v sin” ¢ cos?
—h =0 ycosg 8V ¥ [4

t —
g gy 28203 cos? ¢
Jednoduchymi dpravami odtud obdrzime
_h= v(z) sin? 7
=

coz nemtiZe nastat (vyraz na levé strané je zdporny, na pravé kladny).

Podafilo se ndm tedy urcit R'(¢) pro vSechna ¢ € (0, 7/2). Navic
je ihned vidét, Ze tato derivace je nulovd, pravé kdyz

hsin2¢ = R(¢) cos2¢, tj. R(p) = htg2ep.

Nebof funkce R zfejmé nabyvé na intervalu (0, 77/2) maximdlni hod-
noty (podle fyzikdlntho vyznamu tdlohy se pro ¢ — 0+ nebo ¢ —
7 /2— hodnota R zmenSuje) a md derivaci v kazdém bodé tohoto inter-
valu, maxima musi nabyvat tam, kde je derivace nulova. To znamena,
Ze R(yp) miZe byt maximdlni pouze tehdy, kdyzZ je
(5.10) R (p) = htg2e.

Dosadme proto (5.10) do (5.9). Ziskdvdame

htg2¢ vé sin2¢ — gh®tg? 2¢ + 2hv§ cos? ¢ = 0.



Tuto rovnici postupné upravime
tg2¢ vg sin2¢ + 2v§ cos? ¢ = ghtg? 2,
p2 Sin’ 2¢ + V3 (cos2¢ + 1) = gh sin’ 2¢

0 cos 2¢ cos? 2¢°
2 2 2 2 2 _ sin® 2¢
vy Sin” 2¢ + vy cos” 2¢ + vy cos 29 = gh - 3
2 2 _ 1—cos? 2¢
vy + vy cos2e = gh TR

(1—cos 2¢)(1+cos 2¢)
cos 2¢ ’

v2 (1 + cos2¢) = gh
v2 cos2¢ = gh (1 — cos2¢),
(v3 + gh) cos2¢ = gh,
gh

cos2¢p =

vg-%—gh :
Tim jsme vSak uZ jednozna¢né ur¢ili bod
_1 . _8h
%o = 5 arccos R’

ve kterém je R nejvetsi. ProtoZe

4 2
. 272 Vg +28hv
sin2¢p = /1 — cos22¢y = [1 — S = YO0
(v(z)+gh) vy+gh

je funkéni hodnota

Jug+2emd

v2 v“-%—Zghv2
R (po) = htg2py = h —2"— = \/? =2 Jv5 +2gh.

2
10+gh

Nechtf nap. o$t&parka Barbora Spotdkova udélf oitépu ve vysi h =
1, 8 m rychlost vy = 27,778 m/s = 100 km/h (pfi g =9, 80665 m -
s72). Potom o§tép miiZe doletét do vzdalenosti

R (o) = 458 /27,7782 +2-9,80665 - 1,8 m = 80,46 m.

Této vzdélenosti by bylo dosaZeno pro

1 9,806 65-1,8 - ~ o
@0 = 7 ArCCOS =y 5 orteaTs = 0,7742rad ~ 44, 36°.

Svétovy rekord Barbory Spotdkové se oviem hranici 80 m ani nebli,
ptestoZe dalsi vlivy (kupf. odpor vzduchu) lze zanedbat. Nesmime
vSak zapomenout, Ze IAAF (Mezindrodni asociace atletickych federaci)
rozhodla o posunuti téZisté ostépu smérem ke Spicce k 1. dubnu 1999
(v Zzenském os$tépu), ¢imz se zkrdtila vzdalenost hodl zhruba o 10 %.
Pivodni rekord (se ,.spravné vyvdZzenym* typem o$tépu) byl pravé
80, 00 m.

Provedené dvahy a ziskany vysledek lze uplatnit také v jinych
atletickych disciplinach a sportech. Pfi golfu je tfeba & blizké 0, a tudiz
pravé pri thlu
gh 1

s o
= sarccos0 = Zrad =4
v3+gh 2 0 4 5

sl
o = lim 3 arccos

$o=, 152
micek dopadne do nejvétsi vzddlenosti

2
R = i 345260 = .

Uvédomme si, Ze pro i = 0 nelze ndS vypocet pouZzit (py = 7 /4),

nebof bychom pro vzdélenost R dostali nedefinovany vyraz tg (77 /2).
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My jsme vsak dlohu vyfesili pro libovolné i > 0, a proto jsme si mohli

pomoci piislusnou jednostrannou limitou. O

5.48. Pro¢ md duha kruhovy tvar?

Reeni. V prikladu nazvaném Snelliv zikon jsme si objasnili, co je
pfi¢inou vzniku duhy. (Duha vznikd rozkladem slune¢niho svétla na
vodnich kapkach.) Nyni na tento piiklad navdZeme. Pfesnéji, detailné se
podivame, co se déje se svétlem pfi jeho priichodu destovou kapkou. Viz
obrazek. Paprsek dopadajici na povrch kapky v bodé A se ,,rozdvoji*.
Cist svétla se odrazi (pod tihlem ¢; od normaly) a &st se zlomi dovniti
kapky pod vyznacenym thlem ¢,. Paprsek uvnitf kapky se odrazi od
povrchu kapky v bodé€ B. ProtoZe je | OA | = | O B |, thel odrazu je
roven @,. Samoziejmé béhem tohoto odrazu se opét ¢ast svétla lomi
ven z kapky. Paprsek odrazeny uvnitf kapky vSak dopadd na povrch
kapky v bodé C a lame se smérem k pozorovateli pod thlem ¢; od
normdly. Dopliime, Ze zanedbavdme moznost vzniku tzv. sekundarni
(vedlejsi) duhy, kdy se paprsek v kapce odrazi dvakrat (a pochopitelné
i viceCetné odrazy).

Vyjadiime si thel « := LAIC. Nebof {OAI = ¢; a L{OAB =
¢r, je LBAI = ¢; — ¢,. Plati tak

ABIA =1 — (LABI) — ({BAl) =7 — (m — ¢,;) — (0; — ¢;) =
20, — @i
a ddle
a=2-4ABIA =4¢, — 2¢;.

Podle Snellova zdkonu lomu je

sin ¢;
sin @,

=n,

kde n oznacuje index lomu pro vodu (klademe totiZ index lomu pro
vzduch roven 1). Mdme tedy vztah

@, = arcsin =4,

z néhoZ jiz plyne

(5.11) o = 4arcsin (su:l(p,-) — 2¢;.

Pro paprsky vychazejici z kapky je hodnota « odlisnd. Konkrétni
pripustné hodnoty o vSak nejsou rozloZeny rovnomérné. Je-li R po-
lomér kapky a y uddva vzdélenost bodu A od horizontdlni roviny pro-
chdzejici sttedem kapky, plati

(5.12) sin(pi:% pro v e [0, R].

Samoziejmé mizZeme piredpokladat (vzhledem k vyrazné vzdalenosti
Slunce), Ze mnoZstvi slune¢nf energie pro y € [a — 8, a + 8] nezdvisi

naa € [§, R — 8], ale zavisi pouze na velikosti uvazovaného rozsahu



hodnot y pro dostate¢né mald § > 0. M4 tak smysl analyzovat funkci
(viz (5.11) a (5.12))
a(y) = 4arcsin 2% — 2 arcsin %, y € [0, R].
Volbou vhodné jednotky délky (pro kterou je R = 1) pfejdeme k funkci
a(x) = 4arcsin > — 2 arcsin x, x € [0, 1].
Po vypoctu derivace

o (x) = —2 - —ﬁ, x €(0,1)

n. 1=
W2

snadno uréime, Ze rovnice «’'(x) = 0 md jediné feSen{

xo=1/2 €(0,1), pokud n?e (1,4).

Polozme n = 4/3 (coz je priblizné index lomu pro vodu). Déle je

o'(x) >0, x€(0,xp), a'(x) <0, x€(x1).

Zjistili jsme, Ze v bodé

_(sY
x0=y - (;) =2 /520386

md funkce o globalni maximum

o (xg) = 4 arcsin % — 2 arcsin % =0,734rad =~ 42°.

PrestoZe je zajimavé, Ze vrchol duhy nemutze byt nad tGrovni

ptiblizné 42 ° vici tomu, kdo ji pozoruje; mnohem dileZitéjsi jsou
vycisleni

a(0,74) =39,4°, «(0,94) =39,2°,

«a(0,8) =41,2°, «(0,9) =41,5°.

Ta totiz implikuji (funkce « roste na intervalu [0, xo] a klesd na intervalu
[x0, 1]), Ze vice nez 20 % hodnot « lezi v tizkém pdsu zhruba od 39 °
do 42°a 10 % v pésu o Sitce mensi nez 1 °. Pokud navic uvdZime napf.

a(0,84) =41,9°, (0, 88) =41,9°,
vidime, Ze paprsky, pro které je o blizké hodnoté 42 °, maji nejveétsi
intenzitu. Vyzdvihnéme, Ze se jedna o piipad tzv. principu minimalni
odchylky, kdy plati, Ze k nejvétsi koncentraci rozptyleného svétla do-
chdzi pravé u paprskl s minimalni odchylkou. Celkova thlova odchylka
paprsku se totiz rovnd thlu § = 7 — «.

Kapky, ze kterych smétuji paprsky k pozorovateli vidicimu duhu,
tak leZi na povrchu kuZelu s centrdlnim thlem 2o (x(). Nadzemni ¢dst
tohoto kuZelu se pak jevi pozorovateli pravé jako kruhovy oblouk duhy
(viz obrazek). Pri zdpadu Slunce by tedy méla duha tvar ptlkruZznice.
Uvazte také, Ze duha se realizuje vzhledem k pozorovateli — neni nikde
v prostoru. Na zavér poznamenejme, Ze onen kruhovy tvar duhy po-
drobné zdokumentoval jizZ René Descartes, ktery duhu védecky zkoumal
v letech 1635-1637. O

Dalsi praktické dlohy na hledani extrému funkei jedné proménné
viz 277



G. Rady

Rady se pfirozené vyskytuji v celé fad& (problémi).

5.49. Sierpinského koberec. Jednotkovy ctverec se rozdéli na devét
shodnych ¢tverct a odstrani se prostiedni ¢tverec. Kazdy ze zbyva-
jicich ¢tverci se znovu rozdé€li na devét shodnych ¢tverct a odstrani
se prostfedni ¢tverec. UrCete obsah zbylého obrazce po prodlouZeni

tohoto postupu do nekonecna.

ReSeni. V prvnim kroku se odstrani 1 &tverec o obsahu 1/9. Ve dru-
hém kroku se odstrani 8 &tvercti o obsahu 972, tj. o celkovém obsa-
hu 8 - 972. V kazdé dal{ iteraci se odstrani osmindsobek poctu Gtvercii
z pfedeslého kroku, pficemZ obsah kazdého z nich je devitinou ob-
sahu 1 ¢tverce z predchoziho kroku. Soucet obsaht vSech odstranénych
étverct je

Lyd48h =y 8

n=0

Obsah zbylého obrazce (tzv. Sierpinského koberce) tak ¢ini

1 S 8" 1 100 8\ 1 1
“Ygn=1-52(5) =1-5 5 =0
n=0 9

n=0

O

5.50. Kochova vlocka, 1904. Vytvorte ,,snéhovou vlocku* ndsleduji-
cim postupem. Na zac¢dtku uvazujte rovnostranny trojihelnik s jednot-
kovou délkou strany. Kazdou z jeho stran rozdélte na tfetiny a nad
prostiednimi tfetinami sestrojte rovnostranné trojihelniky, kdy za-
kladny (prostfedni tfetiny stran ptivodniho trojihelniku) odstranite.
Takto z ptivodniho trojihelniku dostanete Sesticipou hvézdu. Cely po-
stup opakujte tak, Ze kazdou usecku obdrZenou v pifedchozim kroku
rozdélite na tfetiny a prostfedni tfetinu nahradite za rovnostranny troju-
helnik bez zakladny. Snéhovou vlocku pak ziskdte nekoneénym opako-
véanim tohoto postupu. Dokazte, Ze vznikly ttvar (vlocka) md nekone¢ny
obvod. Poté urcete jeho obsah.

ReSeni. Obvod pivodniho trojihelniku je roven 3. V kazdém kroku
konstrukce se prodlouZi obvod ttvaru o tfetinu, nebof ze tif ¢asti kazdé
usecky vzniknou ctyfi stejné délky. Odsud vyplyvd, Ze obvod vlocky
Ize vyjadrit jako limitu

Tim 3+ (14 5)" = +oo.

Utvar se ziejm& b&hem konstrukce zvétiuje. Ke stanoveni jeho ob-
sahu ndm tudiZ staci zachytit, o kolik se jeho obsah zvétsi v jednotlivych
krocich. Pocet jeho stran se v libovolném kroku stdvd ctyfndsobnym
(usecky se rozdéli na tfetiny, kdy misto prostfedni tietiny mame dvé

usecky), pficemz délka novych stran je tfetinova. V nédsledujicim kroku



se obsah ttvaru zvétsi pravé o obsahy stejnych rovnostrannych troju-
helnikd, jejichZ pocet je stejny jako pocet isecek v piedchozim kroku
a jejichz strany maji délku tietin téchto tsecek. Kdyz takto pfechdzime
od rovnostranného trojihelniku k Sesticipé hvézdé pfi prvni realizaci
uvedeného postupu, obsah se zvétsi o 3 rovnostranné trojihelniky (je-
jich pocet odpovidd poctu stran ptivodniho ttvaru) s délkou stran 1/3
(ta je tfetinovd). Oznacme obsah ptivodniho trojihelniku jako Sy. Po-
kud si uvédomime, Ze zmenSenim strany rovnostranného trojuhelniku
na tfetinu se jeho obsah zmensi dévétkrat, dostaneme obsah Sesticipé
hvézdy ve tvaru
So+3-%
Podobné v dal$im kroku obdrzime obsah utvaru jako
So+3-%244.3.%
Pocet pfidavanych trojuhelnikd je ¢tyfndsobny a délky jejich stran
tietinové.
Nyni jiZ nenf obtiZné odvodit, Ze obsah vloc¢ky je roven limité
nli)rg(50+3‘@+4~3~s—;’ ~~+4".3-$) =
Solim (1414454

1
n—oo g
S [1+'nlggo(1+%+'--+(%)")]= [ % IONE
12 vk 11 8 -
So1+32 () =50[1+§‘f]=550-
k=0
Obsah vlocky je tedy 8/5 obsahu ptivodniho trojihelnika, tj.
8 _ 8 3 _ 243
sS=35-%7 =75
Zopakujme, Ze tato vlocka je ptfikladem toho, jak nekone¢né dlouha
ktivka miZe ohrani¢ovat kone¢nou plochu. O

5.51. Sectéte fadu

< (1 L.

@ 2 (% — )
S 5

® > 3
n=0

(© > (423—1 + 4%),
nO:ol

d >
n=1

00
1
(e) ZO Gn+1)@Bn+4) "
n=|

Reseni. Piipad (a). Podle definice je soucet fady

S (F-7) -
Jm (=) + (=) o+ (=) =
Jim (1 (=5 +55) + +( Gt %) - ) =1



Pripad (b). Zjevné se jednd o pétindsobek konvergentni geometrické

fady s kvocientem ¢ = 1/3, a tudiz je
o0 o0 n
>io5y () =5 =k
n=0" n=0 3
Piipad (c). Plati (pfi substitucim =n — 1)

& 3 2 300 1 200 1
Z(W+m)212(m)+ﬁgl(m)=

n=I n=lI

3,2\ © 14

G+ X 7 =16
m=0

Radu linedrnich kombinaci jsme zde vyjadfili jako linedrnf kombinaci

o0
(Ly" =1, L _1
= \T6 61—k
fad (presnéji feceno, jako soucet fad s vytknutim konstant), coz je
platnd dprava, pokud obdrZené fady jsou absolutné konvergentni.
Pripad (d). Z ¢astecného souctu
1, 2,3
Sn=§+37+3*3+"'+;7, neN

bezprostiedné ziskdvame

S, 1 2 n—1 n
FEgptytoo+t5 tym nel

Je tedy

n

o1, 1 1 1
Sn—in—§+37+37+"'+37_3,,+|s n e N.

ProtoZe lim i3 = 0, dostdvdme
n—0o0 ~
n

[ee]

25 = lim 3 (s =) =3 im > =
3 (N _3( 1 3
2 20) =§(q—1)=1~
Pfipad (e). Staci pouzit vyjddieni (jde o tzv. rozklad na parcidlni

zlomky)

L S U U N |
GG = 3wl — 3w hENU{0}L

které dava
o0
> Grnem =
(Bn+1)(3n+4) —
n=0
: 1 1 1 1 1 1 1 1
Jim 3(1-F+5-7+7 -0+t )

= lim 3 (1-55) =5

5.52. Ovéite, Ze plati

M2
:N‘,_,
A
M2
12—

£
Il
£
Il
<]

Reseni. Thned je vidét, ze
1 1 L1 1 1 1 1 L1
1=l p+3<2-3=3 ptatagta<dz=q
resp. obecny odhad

1 1 1 1
ot teamoe <2 - Ggp=z nel



Odsud (porovnanim ¢lent obou fad) dostdvime zadanou nerovnost,
z niZ mj. plyne absolutni konvergence fady > - | ”iz Jesté upresnéme,
7e je

JTZ

1 _ —
n2 =6 <2=

M2
M2

L
PN
0

3
I

n

5.53. Vysetfete konvergenci fady
o0
S In 2t
P n

ReSeni. Pokusme se uvedenou fadu secist. Plati

o0
n+1 . 2 3 4 n+1
’gln%:nll)rrgo(lnT+1n§+1n§+~--+ln%):
lim ln% = limIn(n+1) = +oo.
n—00 n—>oo

Rada tudiz diverguje k 4o00. O

5.54. Prokazte, ze fady

00 2 00

n*+2n+3/n+4 3"+1
Z arctg n+1 ’ Z n3+n2—n
n=0 n=1

nekonverguji.
Reseni. Protoze

> 42n+3/n+4
n+1

. 2
= lim arctg - = 7

lim arctg Jim 2

n—o0

H 3"+1
lim n34+n2—n .
n—00 n—00
o]
n=ng an.

O

i € utna i \Y ima, =0F
neni splnéna nutna podminka konvergence lim 0 fad
n— 00

5.55. Jaky je soucet fady

[o0]

1
2 g !

n=2

ReSeni. Z nerovnosti (uvazte graf prirozeného logaritmu)
l1<lnn<n, n>3 neN
plyne
J1<YInn<Yn, n=>3 neN.
Podle Véty o tech limitéch je

Rada tedy neni konvergentni. Nebot ma nezaporné &leny, musi diver-
govat k 4-00. O



5.56. Zjistéte, zda fada
< 1
@ 2, G
© 1
(b) >
n=1
> 1
(C) Z’l n—Inn

konverguje.

ResSeni. VSechny tfi uvedené fady maji nezaporné ¢leny, a tak mohou
v jednotlivych variantdch nastat jen dvé moZnosti — soucet je konecny,
soucet je roven +o0. Plat{

Odtud plyne, Ze fada (a) konverguje; (b) diverguje k 4-00; (c) diverguje
k +o0. O

5.57. Aplikaci podilového (tzv. d’Alembertova) kritéria (viz ??) urcete,
jestli nekone¢nd fada

(a) Z 2" (n+1)

) >
n 1

(© Z nzn;
konverguje.

ReSeni. Protoze (a, > 0 pro vSechna n)

im Gl = fim 200N e 2002 ol
(@) Nim % = lim Sy = MM Sy = lim 55 =
% <1
i Gkl i 6 al) i 6 — ;
) Jim % = lim ({55 ) = lim & =0< 1
im @ — fim (e atar)
© lim = lim (G ) = lm o
3 n A 2 . n
lim 55 = lim % lim (14)" =1 e> 1,
n—oo M n—o0 """ n—o0 "

fada (a) konverguje; (b) konverguje; (c) nekonverguje (diverguje k +00).

O

5.58. Aplikaci odmocninového (tzv. Cauchyova) kritéria urcete, jestli
nekonecnd fada

< 1
(@) Zt] FUCESE
n=

) § ()

n3»3” s

(c) Z arcsin” 2”



konverguje.
ReSeni. Opé&t mame fady s nezapornymi &leny, pficem? je
. n _ . 1 _ .
@ lim ya, = lim 5Gm =0 < L

a1\ . ( l)n
(") _nan;olJrn e

b) lim Ya, = lim = o ==%<;
() n—00 " n—soo Vn33 3(lim \7;1)3 3 ’
o
. . . 2n .
¢) lim /a, = lim arcsin 57 = arcsin0 =0 < 1.
( ) n—0o0 " n—0o0 2"
To znamend, Ze vSechny zadané fady konverguji. (]

5.59. Rozhodnéte, zda fada
@ (D" In(1+5%);
n=1

o0 ( 2)’72
(b) Zt] n! ;

=

o] ( ’%)H
© El ="

konverguje.

Reseni. Pripad (a). Podle I'Hospitalova pravidla je

| ERY
im "0 Wi(ﬂ: lim =1,
x—+00 5% x—>+00 (L) x—+o0 I+3%

a proto plati

0<In(l+35) <5
pro viechna dostate¢né velkd n € N. OvSem o fadé > 7 | 2% vime, Ze
je konvergentni. Mus{ tak byt

00

> In(1+45) < +oo,

n=1
tj. fada v zaddni konverguje (absolutné).

Pripad (b). Podilové kritérium dava

2(n+1)2An! . 22n+1 2.4n

= lim ——2& = lim = lim = +o00.
n—00 (n-%—l)!»Z"2 n—oo N+l n—o0 "+l

An+tl
an

lim
n—o0

Rada tedy nekonverguje.

Piipad (c). Nynf pouzijeme obecnou verzi odmocninového kritéria

lim sup /T a, | = lim sup o257 = 3 < I,
n—00 n—o00
z niZ plyne (absolutni) konvergence fady. O

5.60. Libovolnym zptisobem dojdéte k rozhodnuti o konvergenci alter-

nujici fady
& n n2+'5n—l
(a) Z‘](_]) (3,!;2)2 5

b < 1 n—1 3n*=3n349n—1
(0 (-1 et
n=

ReSeni. Pripad (a). Z toho, 7e je

: > 43n—1 _ 1; n 1
Jim S = lim g5 =5 #0,

ihned vyplyva neexistence limity

: _1yn n243n—1

lim (( 1y )

n—o0




Rada tudiZ nekonverguje (nenf splnéna nutni podminka konvergence).
Pripad (b). Vidéli jsme, Ze pti pouZiti podilového (nebo odmocnino-
vého) kritéria polynomy v ¢itateli ani jmenovateli ¢lenti fady neovliviiuji

hodnotu pocitané limity. Uvazujme tedy fadu
o0

—1 1
2 (=D g
n=1
pro kterou je
lim | %=1 <.
n—oo n
To ovSem znamend, Ze rovnéZ pivodni fada je (absolutné) konvergentni.

O

5.61. Konverguje fada

M2

1yt 2
l( 1)+ arctg «/ﬂ?

3
Il

ReSeni. Posloupnost

———

2/«/%])1€N je zfejmé klesajici a funkce
y = arctgx rostouci (na celé redlné ose), a tudiZ posloupnost
{arctg (2/«/3‘?)})1€N je klesajici. Je tedy zaddna alternujici fada
spliiujici, Ze posloupnost absolutnich hodnot jejich ¢lent je klesajici.
Takov4 alternujici fada konverguje, pravé kdyz posloupnost jejich ¢lend
konverguje k O (tzv. Leibnizovo kritérium), coZ je ovSem splnéno:

. 2 _ _
nll)rglo arctg =~ = arctg 0=0,

g
Tim ((—1)"+'arctg %) —0.

5.62. Zjistéte, jestli fada
oo

(a) Z szn;
n=1 "

& cos(mn)

(b) 3 oz

n=1

konverguje absolutné, piip. neabsolutné (relativné), nebo nekonverguje.

ReSeni. Pripad (a). Ukézat, 7e tato fada konverguje absolutng, je snadné.
Napt. je

0 . 00 =

D= E<Xy=2

n=1 n=1 n=0
pri¢emz druhou nerovnost jsme dokazali dfive.

Piipad (b). Je vidét, Ze cos (rn) = (—1)", n € N. Mame tedy

alternujici fadu, jejiZ posloupnost ¢lent v absolutni hodnoté je klesajici.
Proto z limity

lim == =0

n~>00\7r7_

jiZ plyne, Ze fada konverguje. Zdroven vsak je

0 (em) 0 | 00 :
Z costn) | Z 2 > - = 400.
n=1 \7'7 n=1 \7"72 n=1 "



Rada tak konverguje neabsolutng. O
5.63. Sectéte fadu
> (1 .
(a) ,E] ( n \/m)a
S 5
® > 5w
n=0
© X (o +3):

n=1

@ > 5w
n=1

&l

- 1
© 2 GntDGntd)
n=0
ReSeni. Pripad (a). Podle definice je soucet fady
00
1 1)
z (ﬁ - n+1) -
n=1
: 1 1 1 1 1 1 _
Jm ((5-%) + (=) + o+ (G- 7)) =

. 1 1 1 1 )
Jim (1 (=5 +55) o () - ) =
Pripad (b). Zjevné se jednd o pétindsobek konvergentni geometrické

fady s kvocientem ¢ = 1/3, a tudiZ je
S 5_5Do V' _ 5. L _ 15
’2)37_ ’E)(i) - '@_7'
Ptipad (c). Plati (pfi substitucim =n — 1)

& 3 2 3 & 1 2 S 1
Z (42;71 + 4?) =13 Z (42»172) + 1 Z (427172) =
n=1 n=1 n=1
oo o0
GrHXad=162G)" =1 =1
m=0 m=0 1 16

Radu linedrnich kombinaci jsme zde vyjadfili jako linedrnf kombinaci
fad (presnéji feceno, jako soucet fad s vytknutim konstant), coZ je
platnd dprava, pokud obdrZené fady jsou absolutné konvergentni.
Piipad (d). Z ¢astecného souctu
sn=3+%+=++4% neN

bezprostiedné ziskdvame

S, 1 2 n—1 n
7":37+3*3+"'+ 3 +W’ n e N.

Je tedy

5, 1 1 1 1 n
S,,—§"=§+37+3*3+"'+37_3,,+|s n e N.
ProtoZe lim -7 = 0, dostdvdme
n—o0 3
o0 n

no_ i 3 sn — 3 15 1
- = lim 5 (s, — %) =3 lim =
=l3n n—>oo2(n 3) 2n—>c>o]§13k

sk 31 1) =23
326 =33 -1)=+

Pfipad (e). Staci pouzit vyjadrieni (jde o tzv. rozklad na parcidlni
zlomky)

1 — 1, _1 _ 1 _1
GG = 3 e 3 e 1 ENU{0)



které dava
o0

1 —
Z(:’sn+l)(3n+4) -
n=0
: 1 1 1 1 1 1 1 1
lim s (1—3+5-3+7 -0+ + 57— 5m)

n—o0
— lim (1 —--L\)=1
= lim 3 (I-55m) =5

O
5.64. Ovéite, Ze plati
S 1 & 1
2a<2w
n=1 n=0
ReSeni. Thned je vidét, 7e
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1=l p+5<2-3=353 ptatagtaz<dz=q

resp. obecny odhad
1 1 1 1
(2:1)2+"'+m<2"'w=27, neN.
Odsud (porovnanim ¢lent obou fad) dostdvdme zadanou nerovnost,

z niZ mj. plyne absolutni konvergence fady > - | nLZ Jesté upresnéme,
Ze je
ps

| _
nz =6 <2=

M3

L
n e

M3

n=0

3
Il

O
5.65. Vysetfete konvergenci fady
i In %
ReSeni. Pokusme se uvedenou fadu se&ist. Plati
o0
>t = linolo(ln%—i-ln%—i-ln%—{—--.—f—ln"ni) =
n=1 n—
lim In 2242040 — Jim In(n + 1) = +o0.
n—o00 n—oo
Rada tudi? diverguje k +oo. O

5.66. Prokazte, zZe fady
o0 2 o0 n
z arctg n +2)1+3ﬁ+4; z 341

n+1 34n2—
= n:ln +n<—n

nekonverguji.

Reseni. ProtoZe

2 2
. n43ym+4 . 2
lim arctg "2V i arctg £ = z
n—00 n—00 n

n+1
a
: 341 3
Jim, it = lim, 5 = oo,

neni splnéna nutnd podminka konvergence nli)rrolo a, = 0 fady fo:,,o ap.
O



5.67. Jaky je soucet fady

ReSeni. Z nerovnosti (uvazte graf prirozeného logaritmu)
l1<lnn<n, n>3 neN
plyne
J1<YInn<¥n, n=3 neN.
Podle Véty o tfech limitdch (??) je
lim ¥Inn =1, . lim = =1.

n—00 n—oo vVinn

Rada tedy neni konvergentni. Nebotf ma neziporné ¢leny, musi diver-
govat k 4-o00. O

5.68. Zjistéte, zda fada
< 1
@ 2. G

0 2
b) > 55
n=1

n
> 1
(C) ; n—Inn
konverguje.

ResSeni. Vsechny tfi uvedené fady maji nezdporné ¢leny, a tak mohou
v jednotlivych variantdch nastat jen dvé moZnosti — soucet je konecny,
soucet je roven +o0. Plat{

& 1 & 1\" 1 .
(a) z() [CES A = Z (i) = -1 < +00;
n= 3

S 24l S
(b)Zl",;z L=3 1=4o00;
ne

Odtud plyne, Ze fada (a) konverguje; (b) diverguje k 4+00; (c) diverguje
k +o0. O
5.69. Aplikaci podilového (tzv. d’Alembertova) kritéria urcete, jestli
nekonecnd fada
o0
@ 3 2"-(r3z:r1)3 :
n=1

0 &
(®) 2
n=1

) n
(C) 2 n;l-n!
n=1
konverguje.

Reseni. ProtoZe (a, > 0 pro vSechna n)

s dng 2l (pg2)3.3n s 2n+2) -l
a) lim 2 = lim "> = lim = lim =
@) n—oo An n>oo IHL2-(n+1)3 noo 3n+1)? o0 33
2 <1

3
(b) lim % = lim ( ik ) = lim % =0 < I;

n—soo dn n+D! "6 n—oo N1



pil . (n+1)nt! . n2n! _ . n? .
(© [lim == = nlin§o<<n+1>2-<n+m w ) = lim 7555
lim @D — fim % lim (1+4)" =1.e> 1
n—oo M n—oo0 1° n—>oo( T ”) -0
fada (a) konverguje; (b) konverguje; (c) nekonverguje (diverguje k +00).

O

5.70. Aplikaci odmocninového (tzv. Cauchyova) kritéria urcete, jestli
nekonecnd fada

S 1
@ 2 5o
=

(b) Z (,13 3)n a
(c) Z arcsin” 2

konverguje.
Reseni. Opét mame fady s nezdpornymi Cleny, pficemz je

n 1 — .
(a) 11m Ya, = lim m_0< 1;

n—o0

, (=) _ m () .
(b) 11m @_nhm \/:f% =m=§<]7

2n

Sr=arcsin0=0< 1.

¢) lim Ya, = hm arcsin
( ) n—0o0 n

To znamend, Ze Vsechny Zadane fady konverguji. O
5.71. Rozhodnéte, zda fada
o0
@ (D" In(1+5);

n=1

’

(3"
© Z @D
konvergu]e.

Reseni. Piipad (a). Podle l’Hospitalova pravidla je

. 1n(1+2%) . H’zx (H—zx) ) :
lim ———= = lim ———— = lim - =1,
x—+00 3% x—+00 (27) x—+oo 1+3x
a proto plat{

O<In(l+4) <2

pro vSechna dostate¢né velkd n € N. OvSem o fadé Zn ) 2,[ vime, Ze
je konvergentni. Musi tak byt
o0
> In(1+45) < +oo,
n=lI
tj. fada v zadani konverguje (absolutng).
Pfipad (b). Podilové kritérium dava
. (n+l) 1 . 2n+1 . n
lim | %+ | = lim 2—2L = ' — lim 22 = 400.
n—oo | 9n n—oo (n+1)1:27% n—soo Ml n—o0 "1 +

Rada tedy nekonverguje.

Pripad (c). Nyni pouZijeme obecnou verzi odmocninového kritéria

lim sup /| ay, | _hm sup 6+( 7 = % <1,

n—oo



z niZ plyne (absolutn{) konvergence fady. O

5.72. Libovolnym zplisobem dojdéte k rozhodnuti o konvergenci alter-
nujici fady

[e0)
243n—1.
@ X1
n=

< n—1 3n*=3n349n—1
(b) Z“](_]) (Gn3—2)4r *
n=

ReSeni. Pripad (a). Z toho, 7e je

2 2
: n +3n—1 : n 1
,,ll,rgo (3n—22 nh_?olo o2 70,

ihned vyplyva neexistence limity
. 2430
lim ((—1)" "(Sﬁ';);) .

n—oo

Rada tudiz nekonverguje (nenf splnéna nutni podminka konvergence).
Piipad (b). Vidéli jsme, Ze pii pouZziti podilového (nebo odmocnino-
vého) kritéria polynomy v ¢itateli ani jmenovateli ¢lenti fady neovliviiuji

hodnotu pocitané limity. Uvazujme tedy fadu
o0

P Ca P

n=1
pro kterou je
1

lim | % | =1 < 1.
n—oo | An 4
To ovSem znamena, Ze rovnéZ pivodni fada je (absolutné) konvergentni.

O

5.73. Konverguje fada

M2

_1)nt! 2
I( 1) arctg @?

3
[

ReSeni. Posloupnost 2/«/3n} je zfejmé klesajici a funkce
neN
y = arctgx rostouci (na celé redlné ose), a tudiZ posloupnost
{arctg (2/\/ 3n)} je klesajici. Je tedy zaddna alternujici fada
N

spliujici, Ze poslonuepnost absolutnich hodnot jejich ¢lent je klesajici.

Takov4 alternujici fada konverguje, pravé kdyz posloupnost jejich ¢lend
konverguje k O (tzv. Leibnizovo kritérium), coZ je ovSem splnéno:

’llirglc arctg \/% =arctg 0 =0,
.

: _ +1 2 )
lim (( 1)" " arctg m) =0.

n—o0

5.74. Zjistéte, jestli fada
S
sinn,
(@ = vt

ad cos(mn)
(b) gl e




konverguje absolutné, piip. neabsolutné (relativné), nebo nekonverguje.

Reseni. Piipad (a). Ukdzat, Ze tato fada konverguje absolutné, je snadné.
Napt. je
0 . 00 00
Sl =X a<Xa=2
a= " n=1" n=0
pri¢emz druhou nerovnost jsme dokazali dfive.
Piipad (b). Je vidét, Ze cos (rn) = (—1)", n € N. Mame tedy

alternujici fadu, jejiZ posloupnost ¢lent v absolutni hodnoté je klesajici.

Proto z limity

P
am 55 =0

jiZ plyne, Ze fada konverguje. Zarovei v

Sak j
o0 o0
2 2

=
n=1

€

cos(mrn)

Tz

Rada tak konverguje neabsolutné. O

=>4

n=1 V"

= 4-00.

==

5.75. Ukazte, ze tzv. harmonickd rada
s !
o
diverguje.

ReSeni. Pro libovolné pfirozené k je soucet prvnich 2% ¢lend fady vétsi
nez k/2:

ULV LU L L

2 3 4 5 6 7 8 7
— ——
T I

souet ¢lent od 2! + 1 do 2/*! je totiz vzdy vétsi neZ 2!-krét (jejich
pocet) &islo 1/2! (nejmensi z nich), coZ je dohromady 1/2. (]

5.76. Rozhodnéte o ndsledujicich faddch, jestli konvergujf ¢i diverguji:
o0 on
> =
n=1
< 1
i > o
n=1 v
e 1
i) > ;woomw
n=1
lV) Z W
n=1
Reseni.

i) Budeme zkoumat konvergenci podilovym kritériem:

n1 .2+ 1)
im —— =

n—00 n

n+1
271
n

= lim 2>1,

n—o0

lim
n—o00

on+l
ay ‘

fada tedy diverguje.



ii) Odhadneme fadu ze spodu: vime, Ze pro libovolné pfirozené
n plati % < % Pro posloupnost ¢astecnych souctd s, zkou-
mané fady a posloupnost ¢astecnych soucti harmonické fady

s, tedy plati:

n n
Lol
sn:E—_Ef:s.
~Jn " Zn "

i i

A protoZe harmonickd fada diverguje (viz ptredchozi priklad),

diverguje i jeji posloupnost ¢aste¢nych souctt {s;}°° |, tedy
diverguje i posloupnost ¢dstecnych soucti {s, }>2 |, tedy diver-
guje i zadand posloupnost.

iii) Diverguje, jednd se o ndsobek harmonické fady.

iv) Jednd se o geometrickou fadu s koeficientem %ﬂ., ta bude

konvergovat, bude-1i absolutni hodnota koeficientu mensi nez

1. Vime, Ze
1 1—i 1 1. I 1 2
==l =15 =5l =7+ 7 =5 <1,
1+ 2 2 2 4 4 2
fada tedy konverguje a umime ji dokonce secist:
— 1 1 1+i )
> Lo L
1+ 1—— i

n=1 1+i

Dalsi priklady k ¢iselnym faddm naleznete na stran€ 285

H. Mocninné Fady

V piedchozi podkapitole jsme zkoumali, jestli 1ze pfifadit smysl

souctu nekone¢né mnoha ¢isel. Nyni se budeme zajimat o to, jaky miiZe

mit vyznam soucet nekone¢né mnoha funkci. Pokud se omezime

5.77. Urcete polomér konvergence ndsledujicich mocninnych fad:

Reseni.

- 2" n
> =x
=l
<
" N
i) Y T X
n=1
i)
1 1
= — = E’
lim sup |+
ap
n—oo

viz tloha ??. Dand mocnind fada tedy konverguje pro redlna

X € (—%, %), ptipadné pro komplexni |x| < % Vsimnéme si,

Ze fada je divergentni pro x = % (jde o harmonickou fadu) a

naopak konverguje pro x = —% (alternujici harmonickd fada).

Rozhodnout o konvergenci pro libovoné x lezici v komplexni



rovin€ na kruZnici o poloméru % je téz8f otazka a presahuje
rdmec naseho kurzu.
ii) Opét diky prechozimu piikladu vime, Ze
1 ‘ V2

I+i 2

n

lim sup

n—o0

= lim sup
n—o0

1+

je tedy polomér konvergence dané mocninné fady r = +/2.
]
5.78. Urcete polomér konvergence r mocninné fady

> (1,
(@ 2 ="

n=1

o0
(d) > (—4n)" x";
no:ol -
© > (1+35)" ¥
n;l ’15 n
@ 2 arcy <"
Reseni. Plati
. n . 1 1.
@ Jim Vlan | = N s = 5°
) lim J|a,| = lim 4n = +o00;
n—o00 n—00
© lim YTa,[= lim (14+1)" =e;
n—00 n—00
Wiy,

; . o 95
(d) lim sup </| a, | = lim sup e = lim sup T =
n—0o00 n—o0

n—o0

Proto je polomér konvergence (a) r = 8, (b) r =0, (¢) r = 1/e, (d)
r=1. O

5.79. Stanovte polomér konvergence r mocninné fady

§ ein m—i;" ()C _ Z)n

n—1 m -
ReSeni. Polomér konvergence libovolné mocninné fady se nezmént,
pokud posuneme jeji stied nebo nahradime koeficienty ¢lent tak, Ze se
nezméni jejich absolutni hodnota. Ur¢eme tedy polomér konvergence

fady
x 7.3 n
Z n3+4n-3 X
4 3 h :
=1 \}n +2n°+1-
Protoze

lim «/n¢ = (lim \’Vﬁ)a =1 proa >0,

n—oo n—00

miZeme déle piejit k fadé

se stejnym polomérem konvergence r = 7 /3. O



5.80. Naleznéte ptibliznou hodnotu ¢isla sin 1° s chybou ostfe mensi
nez 10719,

ReSeni. Vime, Ze je

oo

; e _ L3 15 1.7, (=D"  2n+1

sinx =x — 5;x° + 5 X X+ _20(2n+1>!x , xelR.
=

Dosadime-li x = /180, pak Castecné soucty fady vpravo budou
aproximacemi sin 1°. Zbyvd urcit pocet ¢lent, které je tfeba selist,
aby chyba byla prokazatelné mensi nez 10~'°. Ciseln4 fada
o0
=3 (&) + 5 (&) -7 () = 2 (&)

je alternujici s vlastnosti, Ze posloupnost absolutnich hodnot jejich ¢lent
je klesajici. Pokud libovolnou takovou konvergentni fadu nahradime
jejim casteCnym souctem, chyba, jizZ se tim dopustime, bude mensi
neZ absolutni hodnota prvniho ¢lenu uvazované fady nezahrnutého do

¢astecného souctu. (Dikaz tohoto tvrzeni uvadét nebudeme.) Chyba

aproximace
3
ihloaA T T
sin 1° ~ 155 — e
je tak mensi nez
7 —10
mors < 1070

5.81. Sectéte:
1 2 1 2

2
2+1+E+§+m+§+a+-~
ReSeni. Porovname-li tvar soudtu s rozvojem funkci sinh a cosh do

mocninnych fad, dostdvdme vysledek

sinh(1) + 2 cosh(1).



Polynomy

Topologie

I. Dopliujici priklady k celé kapitole
5.82. Urcete polynom P (x) co nejmenstho stupné spliiujici podminky P(1) = 1, P(2) = 28,
P0)=2,P0)=1,P1)=0.
5.83. Urcete polynom P (x) co nejmensiho stupné spliiujici podminky P(0) = 0, P(1) =4, P(—1) =
-2, P'(0)=1,P (1) ="1.
5.84. Urcete polynom P (x) co nejmensiho stupné spliiujici podminky P(0) = —1, P(1) = —1,
P'(=1) =10, P'(0) = —1, P'(1) = 6.

5.85. Urcete suprema a infima mnoZzin

(=D"

n2

A =(-3,0]u(l, m)uUf6}; B = { yne N} ;0 C=(=9,9NQ
v R.
5.86. Naleznéte sup A a inf A pro
A:{M;neN} CcR.

n
5.87. Je-li
Nl 2 ) M= [=ainen], 7= 0208580,
stanovte inf N, sup M, inf 7 a sup J v R.

5.88. Napiste pfiklad mnoZiny M C R, kterd nemd v R infimum, ale ma zde supremum; a udejte
piiklad mnoziny N C R, kterd nemd v R supremum, ale m4 zde infimum.

5.89. Uvedte podmnoZinu X mnoZiny R, pro kterou je sup X < inf X.
5.90. Udejte piiklad mnoZin A, B, C C R takovych, aby platilo

ANB =9, ANC =0, BNC=9§, supA=infB =infC =supC.

5.91. Vypoctéte limity

.1 —cos(2x) . 1l —cosx
lim ——; lim .
x—0  xsinx x—0  x?2
ReSeni. Vyuzijeme faktu, Ze
sin x
lim — = 1.
x—=>0 X
Snadno ziskdvame
. 1—cos2x) . 1—(cos’x —sin’x)
lim - = lim -
x—0 X Sinx x—0 X Sin x
) (1 — cos? x) +sin’x
= lim -
x—0 X sinx
. 2sin’x . sin x
= lim —; = lim2 =2
x—0 x sInx x—0 X



resp.

x2 1 +cosx

x—0 X x—0

. 1l—cosx . 1 —cosx 1+4cosx . 1 —cos?x
lim ————— = lim = lim ————
x>0 x2 (1 4 cos x)

. sin® x Si 2 1
=lim —— = | lim S lim — = —.
x—0 x2 (1 4+ cosx) =0 X x—0 1 4+ cosx 2
Dodejme, Ze jsme také mohli hned pouZit vyjadfeni

1 — cos (2x) = 2sin’ x, x € R.

5.92. Z definice limity dokaZte, Ze je

lim (x* —2) = —2.

x—0

5.93. Z definice limity urcete

o (14+x)2-3
lim _—,
x——1 2

tj. mj. napiste §(¢)-pfedpis jako v minulém prikladu.
5.94. Ukazte z definice limity, Ze
o 3@ —2)*
lim —— =

X——00 2

+00.

5.95. Stanovte

. 1 2 n—2 n-—1
fm | S+t )

n—oo \ n?

5.96. Vypocitejte

y N3 —11n2 + 2+ /07 — 215 —n? —n +sin’n
im .
n—>00 2 — A+ 203 +5

5.97. UrcCete limitu

. onl+m—=2)—m—4)!
lim .
n—oo  n0+nl—(n—1)!

5.98. Udejte priklad posloupnosti majicich nevlastni limity se ¢leny x,,, y,, n € N, pro které je

lim (x, + y,) =1, lim (x, y;) = +oo.
n—o0 n—o0

5.99. Napiste vSechny hromadné body posloupnosti dané ¢leny
(=1)"2n
an =
Va4n? +5n+3

n € N.



5.100. Spoctéte

limsup a, a liminfa,,

n—00 n—00
je-li
n>+4n—5 , N
= ———— sin” —, e N.
a, 210 sin 1 n

5.101. Urcete
l n
lim inf ((—1)" (1 + 7) +sin ﬂ) .
n—o00 n 4

5.102. Urcete obé jednostranné limity
1 1
lim arctg —, lim arctg —.
x—0+ X x—0— X
Na zdkladé¢ vysledku rozhodnéte o existenci limity

1
lim arctg —.
X

x—0

5.103. Existuje nékterd z limit

sinx CoOSxt+1
lim

_ 9
x—>0 x3 x—0 X

5.104. Vypoctéte limitu
. tgx —sinx
lim =————.
x=0  sin” x

5.105. Urcete

. 2sin’ x + 7sin®x + 2sinx — 3
im .
x=>7/6 2sin® x + 3sin*x — 8sinx + 3

5.106. Pro libovolné m, n € N urcete
X" =1
lim .
x—1 x"—1

5.107. Urcete

lim (\/x2 +x —x) .

xX—>+00

5.108. Stanovte

lim (x\/1+x2—x2).

x—>+00

5.109. Vypocitejte
. N2—T+cosx
llm f .
x—0 sIn” x



5.110. Urcete .
sin (4x)
m ———--
=0 /x + 1—1

5.111. Spoctéte

1 t —J1 =t
im Y1 Flex—vi-tex

x—0— sin x

5.112. Stanovte
2 + V14 x2 — x% — 7x° + 44x2
1m .
x>-00 3% 4 /6x6 + x2 — 18x5 — 592x4

5.113. Necht lim,_, _ f(x) = 0. Je pravda, Ze lim,_, o (f(x) - g(x)) = 0 pro kazdou rostouci
funkci g : R — R?

5.114. V jakych bodech x € R je funkce

cos(x+2)—x3
y = cos (arctg (} 2x2 +11]- e))—i—sin (sin (sin (sin x)))

—11 —x!2
s maximalnim definiénim oborem spojitd?

5.115. Rozhodnéte, zda je funkce

X, x <0;
0, 0<x<l;
X, x=1;
fo= 0, 1l<x <2
X, 2<x<3;
— x >3

spojitd; spojitd zleva; spojitd zprava v bodech —m, 0, 1, 2, 3, 7.
5.116. Dodefinujte funkci
f(x) = arctg (1 + XS—Z) -sin®x°, x € R~ {0}
pro x = 0 tak, aby byla v tomto bodé spojitd.
5.117. Uvedte p € R, pro které je funkce
Flx) = sin (6x)

3x
spojitd v pocatku.

xeRN(0;  fO)=p

5.118. Zvolte redlnou hodnotu « tak, aby funkce
x*t—1

x—1"

h(x)= x> 1; h(x)y=a, x<1

byla spojitd v R.

5.119. Libovolnym zptisobem ovéite, Ze je

et —1
lim =1.
x—0 X




5.120. Vypoctéte

. sin®x sin® x
lim T lim
x—=0+ X7 X—=>—-00 X
5.121. Urcete limitu
2n—1
. n
lim ( ) .
n—oo \ n + 5
5.122. Spocitejte
. sinx —x
lim ———
x—>0— X~

5.123. Necht je pohyb t€lesa (drdha hmotného bodu) popsédn(a) funkei
s()=—(@=3)7+16, 1€0,7]
v jednotkdch m, s. Stanovte
(a) pocatecni (tj. v Case t = O's) rychlost télesa;
(b) Cas a polohu, ve kterych ma téleso nulovou rychlost;

(c) rychlost a zrychlenf télesa v Case t = 4.

Dopliime, Ze rychlost je derivace drahy a zrychleni je derivace rychlosti.

5.124. Urcete limitu

lim ((1 —x)tg E) .

x—1- 2

5.125. Stanovte

im (= —x)tgx).
x— %— 2 &
5.126. Pomoci I’Hospitalova pravidla urcete

Jdm (7 -21)).

5.127. Vypoctéte

. 1 1
lim -—).
x»l(Zlnx xz—l)

5.128. Uzitim 1’Hospitalova pravidla spoctéte limitu
2

! ( z)x
lim {cos— .
x——400 X

5.129. Doplite

)sinx —

lim (1 — cosx
x—0



ves7863k

5.130. Urcete nésledujici dvé limity

. o . o
lim xhx, lim xmhx,
x—>0+ X—>+00

pficemZz o € R je libovolné.
5.131. V case t = 0 vyjelo auto z bodu A = [5, 0] rychlosti 4 jednotky za sekundu smérem (—1, 0).

Ve stejném Case vyjelo druhé auto z bodu B = [—2, —1] rychlosti 2 jednotky za sekundu smérem
(0, 1). Kdy si budou auta nejbliZe a jakd bude tato vzdalenost?

ReSeni. 1 = 1, 5s, vzddlenost +/3 jednotek. O

v

5.132. Vrtulnik délni¢n{ hlidky leti 3 km nad rovnou silnici rychlosti 120 km/h. Pilot zaméfi radarem
auto jedouci proti sméru letu vrtulniku a naméfi, Ze auto se pti vzdus$né vzdélenosti 5 km od vrtulniku
k nému pfibliZuje rychlosti 160 km/h. Spocitejte rychlost auta (vii¢i pfedmétu pohozenému na vozovce).

Reseni. Pro jednoduchost budeme v celém piikladu vynechavat fyzikalni jednotky, a to kilometry
pro drdhu a hodiny pro ¢as (rychlost tedy bude v km/h). Pozici vrtulniku v ¢ase ¢ vyjddfeme bodem
[y(2), 3] a auta potom bodem [x (¢), O]; tj. 1 jednotka na osdch odpovida 1 km a soucasné€ osy volime
tak, aby ,.auto jelo po ose x*. Jako s(¢) ozna¢me vzduSnou vzddlenost vrtulniku od auta a jako £y
ten Casovy okamzik, ze kterého jsou tdaje v zaddni. Spoc¢téme rychlost auta vzhledem k pfedmétu
umisténému do pocatku soustavy soufadnic. Mtizeme pfedpoklddat, Ze x (1) > y(¢) > 0. Za tohoto
piedpokladu je x'(¢) < 0, y'(r) > 0 pro uvazovand t. Auto se totiZ bliZi k bodu [0, 0] zprava — hodnota
x(t) se zmenSuje pro zvétSujici se ¢, a tudiz x' () < 0. Podobné dostdvame y’(¢) > 0 a také s'(¢) < 0.
Jesté dodejme, Ze napf. y’ (¢) uddvd, jak rychle se méni funkce y v Case ¢, tedy rychlost vrtulniku.

Vime, Ze je

s(ty) =5, s (th) =—160, Yy (1) =120
a Ze plati (s(¢) je pfepona pravouhlého trojihelniku)
(5.13) (x(1) — y())* 4+ 3* = 52(1).
Odtud plyne (x(¢) > y(¢) > 0)
(x (fo) = y (10))* +3* =57, . x (1) —y (1) = 4.
Derivovanim identity (6.1) ziskdvame
2(x(0) = y(@) (x'(1) = ¥'(1)) = 25(1)s'(1)
andsledné prot = 1y
2-4(x' (1) — 120) =2-5-(=160), tj. x' () = —80.

Vypocitali jsme, Ze auto se bliZi k pfedmétu na vozovce rychlostf 80 km/h. Stacf si uvédomit,

s jakymi jednotkami jsme pracovali. To, Ze jsme jako vysledek obdrzeli zdpornou hodnotu, je pak

zapri¢inéno nasi volbou souradnicového umisténi. O

5.133. Rozlehly vojensky prostor (nadile zkriceno na VP) s ptidorysem Gtverce o rozloze 100 km? je
kolem dokola ohrani¢eny tzkou cestou. Z vychoziho mista v jednom rohu VP se 1ze dostat do cilového
mista uvniti VP tak, Ze se jde 5 km po cesté a poté 2 km kolmo k ni. OvSem muZete jit libovolnou dobu
po cesté rychlosti 5 km za hodinu a potom Sikmo pfes VP rychlosti 3 km za hodinu. Kolik (kilo)metrt

musite jit po cesté, abyste dosli na misto urceni co nejdiive?



ResSeni. K tomu, abychom po cesté usli x km, pficemz x € [0, 5], potiebujeme x /5 hodin. Nase cesta

pres VP pak bude méfit

V2 + G5 -x)2=+/x2—10x +29
kilometr@ a ujdeme ji za +/x2 — 10x + 29/3 hodin. Celkem bude nase cesta trvat
fx)=tx+1/x7—10x +29

hodin (pfipomenime, Ze x € [0, 5]). Jediny nulovy bod funkce

’ _ 1 1 x—35
f&)y=s5+3 ¥2—10x+29

je x = 7/2. Protoze derivace f’ existuje v kazdém bod¢ intervalu [0, 5] a protoZe
fA=2<ro=3<r0="2

funkce f md v bodé x = 7/2 absolutni minimum. Po cesté bychom tudiZ méli jit 3, 5 km. O

5.134. L’Hospitalova kladka. Ke stropu je v bobé A uvazano lano délky r. Na jeho druhém konci je
pripevnéna kladka. Ve vzdalenosti d (v bodé B) od bodu A je ke stropu pfivdzdno druhé lano délky
[ > /d? + r2, které prochdzi kladkou. Na tomto druhém lané€ je zavéSeno zdvazi. V jaké pozici se
zéavazi ustdli (systém prejde do staciondrni polohy)? Pfi feSeni tdlohy zanedbejte hmotnost i velikost
lan a kladky. Viz obrazek.

ReSeni. Systém bude ve stacionarni poloze, pokud bude minimalizovdna jeho potencidlni energie,
tj. vzdalenost zdvazi od stropu f(x) bude maximdlni. To v8ak znamend, Ze pro r > d se kladka
pouze presune pod bod B. Naddle proto budeme piedpoklddat, Ze r < d. Podle Pythagorovy véty je
vzdélenost kladky od stropu v/72 — x2 a vzdalenost kladky a zdvaZi je | — \/m, cozZ
dava
f@ =T34 1—/(d=x)?+r2—x2

Poloha systému je zcela popsdna hodnotou x € [0, r] (viz obrdzek), a tudiZ staci najit globaln{
maximum funkce f na intervalu [0, r].

Nejprve spocitame derivaci

’ _ —X _ —(d—x)—x — —X d
[ = Vr2—x2 (d—x)2+r2—x2 Vr2—x2 + (d—x)24r2—x2’

Umocnéni rovnice f'(x) = 0 pro x € (0, r) vede na

x € (0,r).

x4
r2—x2 T (d—x)24r2—x2"

Vyndsobenim obou stran vyrazem (r2 - x2) ((d —x)? +r?— x2) pak (po uprave) dostaneme

2dx3 — (Zd2 + r2) x> +d*? =0, x € (0,r).
Vsimneme-li si, Ze jednim z kofenti polynomu na levé strané je zfejmé x = d, snadno prevedeme
posledni rovnici do tvaru

(x —d) (dez —r’x — drz) =0, x e (0,r),

resp. (pro kvadratickou rovnici mdme vzorec)

2d (x —d) (x — 7'2“W) (x — 7r27“/m) =0, x € (0,r).

4d ad

Odsud vidime, Ze rovnice f’(x) = 0 md v intervalu (0, r) nejvyse jedno feSeni. (Nebof je r < d
a+/r? + 8d?* > r, dva kofeny uvazovaného polynomu v proménné x ur¢it€ v intervalu (0, r) neleZi.)
Zbyva rozhodnout, zda

4d 4

o = Dr/resd Jﬂw:;,[% (5)2_{_8] c O,

Kdyz v8ak uvdzime, Ze r,d > 0 ar < d, snadno ziskdme



0<x< %rl:l—f—\/lz—i—S] =r.
Vzhledem ke spojistosti funkce f’ na intervalu (0, ) miZe dojit ke zmén€ jejtho znaménka pouze
v bodé xy. Z limit

: / _ d . / - _
A @ = Zime lim f1) = —oo

tak jiz vyplyva, Ze
f'(x) >0, xe€(0,xp), f'(x) <0, x € (xg,7).

Funkce f mad proto globdlni maximum na intervalu [0, r] v bodé xg. O

5.135. Nejmenovand postovni spole¢nost mé ve svych podminkdch uvedeno, Ze délka ji pfepravo-
vaného baliku nesmi byt vétsi nez 108 palct a Ze soucet jeho délky a maximdlniho obvodu nesmi
presahnout hodnotu 165 palci. Naleznéte balik nejvétsiho objemu, ktery podle svych podminek
spole¢nost miiZze dorucit.

ReSeni. Necht M oznaluje hodnotu 165 in (tj. palcti) a x délku baliku (v palcich). Hledany balik bude
mit zfejmé takovy tvar, Ze jeho prtfez pro libovolné ¢ € (0, x) bude mit stejny (ten maximaélni) obvod,
ktery (rovnéz vyjadien v palcich) budeme znacit jako o. Chceme, aby balik mél maximaln{ objem,
a tudiZ aby prifez daného obvodu mél maximdlni obsah. Neni obtizné si uvédomit, Ze rovinny ttvar,
ktery md pii daném obvodu maximdlni obsah, je kruh. Tim jsme dospéli k zavéru, Ze hledany balik
nejvétsiho objemu ma4 tvar vélce o vySce x a poloméru podstavy r = o/27.

Jeho objem je

V=nr’x = ”:—;,
pfi¢emZ musi byt o + x < M ataké x < 108 in. Uvazujme proto balik, pro ktery je prdvé o +x = M.

Ten ma objem

V() = Mot — SMB e x e (0, 108].

Spocitdme-li derivaci

3xc—M)(x—M
V/(x) = WAMatM? 475 D reo109),

snadno zjistime, Ze funkce V roste na intervalu (0, 55] = (0, M /3] a klesd na intervalu [55, 108] =
[M /3, min {108, M}]. Nejvétsi objem tak dostdvdme pro x = M /3, pficemz
V(M) =2 = 0011789 M? ~0,8678 m’.

Pokud by spolecnost v pfepravnich podminkéch pozadovala, aby mél balik tvar kvadru, pfip. jistého
hranolu, miiZeme pfedchozi ivahy zopakovat pro dany priifez o obsahu S, aniZ bychom specifikovali,
jak tento priifez vypadd. Sta¢i si uvédomit, Ze nutng S = ko? pro jisté k > 0, které je pravé uréeno
tvarem prufezu. (KdyZ se pouze zméni velikost mnohouhelniku, jenz je prifezem, tak se zméni
ve stejném poméru také jeho obvod. Obsah se v8ak napf. zdevitindsobi pfi trojndsobné velikosti —

trojndsobném obvodu.) Objem baliku je tedy funkei
V(x) = Sx =ko’x =k (M — x)zx, x € (0, 108].

Konstanta k neovliviiuje bod, kde je globdlni maximum funkce V, a proto toto maximum nastdvéd opét

pro x = M /3. Napf. pro nejobjemné&jsi kvadr s podstavou ctverce je o = M — x = 2M /3, tj. délka
strany jeho podstavy je a = M /6 a objem potom

V=a’x = £ =0,009259 M3 ~ 0,681 6 m’.



Pro balik ve tvaru koule, kdy je x primérem, podminku o + x < M miZeme ihned prepsat do
tvarurx +x < M, tj.x < M/(r + 1) < 108 in. Pro x = M/(z + 1) tak ziskdvdme maximaln{

objem

V=47 (3)’ = 25 =0,007370 M & 0,5426 m’.
Podobné pro balik ve tvaru krychle, kdy x udava délku hrany, podminka o + x < M znamena, Ze
x < M/5 < 108 in. TakzZe pro x = M /5 dostdvime maximdlni objem
V =x3= (%)’ = 0,008 M?~ 0,5889 m’.
Jesté dopliime, Ze krychle, kterd m4 stejny objem jako nalezeny vélec, md délku hrany
a= % =0,227595M =~ 0,953 849 m.

Uvédomme si, Ze pro ni je soucet jeji délky a obvodu roven 5Sa = 1, 138 M, tj. o bezméla 14 %

prekracuje hodnotu stanovenou spole¢nosti. O

5.136. Jste ve ¢lunu na jezete ve vzdalenosti d km od pobiezi. Chcete se dostat co nejrychleji do
uréeného mista na pobiezi ve vzdusné vzdalenosti d? + 12 km od Vis (viz obrazek). Jak si budete
pocinat, pokud dokdZete veslovat rychlosti v; km/h a po bfehu béZet rychlosti v, km/h? Jak dlouho
Vam bude cesta trvat?

ReSeni. Optimalni strategie je zfejmé dana tim, Ze dorazite ke biehu v jistém bodé [0, x] pro x € [0, /]
a poté budete béZet podél biehu do cilového mista [0, /] (viz obrdzek), kdy je tedy trajektorie sloZzena

ze dvou usecek (pfip. z jedné pro x = [). Doplout ke bfehu v bodé [0, x] Vam bude trvat
LF hodin

a béh po pobiezi pak
=2 hodin.
)

Jde o to, aby celkovy ¢as byl minimdlni, tj. je potfeba minimalizovat funkci

1(x) = Yt g lx

V] V2
na intervalu [0, /]. Navic lze pfedpoklddat, Ze v; < v,. (Pro v; > v, je nepochybné nejrychlejsi
veslovat pfimo k cilovému mistu, ¢emuz odpovidd x =1[.)

Nejprve vypocitdme prvni derivaci

’ _ X _ 1
t'(x) = T x € (0,])
a poté druhou
)= —L—, xe.
viy/ (d2+x2)
Dale vyfesime rovnici
t'(x) =0, tj. \/ﬁ = %

Jejim umocnénim obdrzime

xt =2 tj. X =




vesfrdg3

vesdl94gtv

Tuto nerovnici miiZeme umocnit a upravovat podobné jako rovnici ¢'(x) = 0 se ziskem

V1 l

—_ < Y

v VP4 d?

Pokud je tato nerovnost splnéna, je rovnéz v; < v, a funkce " méni znaménko pouze v bodé
g

2 (0.,

a to ze zdporného na kladné (uvazte lim, .oy '(x) < 0 at”(x) > 0, x € (0,[)). To znamend, Ze

(5.14)

v tomto pripadé je v bod€ xo globdlni minimum funkce ¢ na intervalu [0, /]. JestliZe nerovnost (5.14)
splnéna neni, pak je t'(x) < 0 pro vSechna x € (0, /), odkud plyne, Ze globdlni minimum funkce 7 na
[0, 1] je v pravém krajnim bod¢ (funkce ¢ je na svém defini¢nim oboru klesajici). Nejrychlejsi cesta
tedy bude trvat

/ 2
d2+x0 T I—xo

vy v2

t(xo) =

plati-li (5.14), a

1 (1) = Y24 hodin,

kdyz (5.14) neplati. O
5.137. Aplikace Jensenovy nerovnosti. DokaZte, Ze mezi vSemi (konvexnimi) n-tihelniky vepsa-
nymi do kruznice ma nejveétsi obsah prave pravidelny n-uhelnik (pro libovolné n > 3).

Reseni. Pripometime nejprve Jensenovu nerovnost: Pro ostie konvexni funkci f na intervalu I a pro

libovolné body x, ..., x, € [ aredlnd ¢islacy, ..., c, > O takovd, Ze c; + - - - + ¢, = 1, plati
n n
f(Zcixi) <> cfx),
i=1 i=1
pficemZ rovnost nastane, pravé kdyZz je x; = - - - = x,,.

Ocividné stac¢i uvazovat n-thelniky, uvniti kterych leZi stfed kruZnice. Kazdy takovy n-uhelnik
vepsany do dané kruZnice o poloméru r rozdélime podle obrazku na n trojihelnikt s obsahy S;,

i €{l,...,n}. Vzhledem k tomu, Ze

i O X 9 _ hi ;
sinf =<, cos S =L, ief{l,...,n},
plati
S, =x; h; :rzsin%cos% = %rzsin(pi, iel{l,...,n}.
Odsud plyne, Ze obsah celého n-ihelniku je
n n
S = ;Si = %rzz;sin(p,-.
= 1=
Chceme tedy maximalizovat soudet > _; sin ¢;, pfiemZ pro hodnoty ¢; € (0, ) musi zjevné byt
n
(5.15) <p1+~-~+¢>,l:z(p,-:2n.
i=1
Funkce y = sinx je ostfe konkdvni{ na intervalu (0, 77), coZ znamend, Ze funkce y = — sinx je na

tomto intervalu ostfe konvexni. Podle Jensenovy nerovnosti pro ¢; = 1/n a x; = ¢; je proto

n n n n
. 1 o . . 1 1o
—sm(él;(p,-) =-. l;smtﬂi, tj. sm(élgw,«) > 2 - sing.
1= 1= 1= =

i=1



Navic vime, Ze rovnost nastava pravé pro ¢; = - - - = ¢,. KdyZ tak vyjadiime (s pomoci (5.15))
n 5 n
S = ’27” ;% sing; < 5t sin(zi%(p,-) = '27" sin%”,
vidime, Ze S miZe nabyvat nejvyse hodnoty na pravé strané. OvSem to nastane tehdy a jenom tehdy,
kdyZje ¢ = -+ - = @, (volili jsme x; = ¢;). Maximdlni obsah ma tudiZ pravidelny n-thelnik, nebot

pravé pro néj je ¢; = - - = ¢, = 27 /n. O

5.138. Izoperimetricky podil. Pro uzavienou rovinnou kfivku ohranicujici jisty obrazec se definuje
jejf izoperimetricky podil jako ¢islo

- S _ 4nS
IP = o 2 — 7,
(%)

kde S uddva obsah uvazovaného obrazce a o jeho obvod (tj. délku kiivky). Urcete / P pro pravidelny

mnohothelnik a kruznici a najdéte kruhovou vysec, pro niz je IP jeji hranice nejvetsi.

ReSeni. Nejdiive si uvédomme, 7e hodnota I P se neméni pii zméné méfitka na osach. Kdy? se totiz
rozméry obrazce a-krét zvétsi (pro libovolné a > 0), obvod se také zvetsi a-krét a obsah a?-krat (jde
o plosnou miru). TakZe I P nezavisi na velikosti obrazce, nybrz pouze na jeho tvaru. UvaZujme proto

pravidelny n-thelnik vepsany do jednotkové kruznice. Podle obrazku je
h = cos¢g = cos T, 5 =sing =sin7,
coz ddva vyjadfeni pro jeho obvod
Op =n-x =2nsin%
i obsah
S, =n~%hx =ncos = sin .

Pro pravidelny n-thelnik tak je
4mn cos T sin %
4n2 sin® z

LA
n’

IP = =~ cotg

coz mizeme ovéfit kupt. pro ¢tverec (n = 4) s délkou strany a, kdy mame

_4md® _mo_m b4
IP_(4a)z_4 = jcotg 7.

Provedeme-li zlimitnéni pro n — 00 s pouzitim limity
lim 2% = |
x—0 * ’

dostaneme izoperimetricky podil pro kruZnici

T
n

. . Ccos
IP = lim Tcotg” = lim & = 3
n—oo n—oo Tn

n

Pochopitelné jsme také mohli pro kruZnici o poloméru r piimo vypocitat
[P =45 = )

02 T Q@mnr)? T

Pro hranici kruhové vysece o poloméru r a stfedovém thlu ¢ € (0, 27) je
2
[p=tns = S o
T 0P T Qe T 2t

Potiebuje najit maximum funkce

f@) =g pe.2n).

Vypoctem

F/(@) = 2 Qreizdeie _ oy 2

14
Gror e #€0.2m)

vSak snadno ziskdvame, Ze

f'@) >0, ¢e(0,2), fl@) <0, ¢e2,2m).



Funkce f tedy nabyva maximalni hodnoty pro ¢y = 2 a pfi sttedovém thlu ¢y = 2 dostdvame nejveétsi

2
p=_%_ _=x

2+¢)* 4"
Dopliime tzv. izoperimetrickou vétu, kterd fikd, Ze pro kazdou uzavienou kfivku je jeji /P < 1,

pricemz rovnost nastdva jedin€ pro kruznici. Ddle dopliime, Ze pro téleso v trojrozmérném prostoru

(presnéji feceno, pro uzavienou plochu, kterd je jeho hranici) se klade

kde V je objem a S povrch télesa. ]

5.139. Je dan provazek délky /. Mate jej rozstithat na n ¢asti tak, aby ze vzniklych n mensich provazka
bylo mozné vytvorit hranice pfedem danych geometrickych obrazci (kupf. ¢tverce, trojihelniku, kruhu,

pulkruhu) s nejmensim souétem ploch.

ReSeni. K vyfeseni piikladu pouZijeme izoperimetricky podil k¥ivek a Jensenovu nerovnost (uve-
dené v predchozich ptikladech). Pro predem urcené geometrické obrazce oznacujme hodnoty jejich
izoperimetrickych podilt jako

1 . 4xnS;

Ai " 0}’

iefl,...,n},

pric¢emz S; je obsah a o; obvod i-tého obrazce. Jesté budeme pouZivat oznaceni
n
A= Z )Li.
i=1

Pfipomerime, Ze izoperimetricky podil je ddn pouze tvarem obrazce a nezdvisi na jeho velikosti. Zv14sté
hodnota A je konstantni (je ur¢ena tvarem zadanych obrazct).

Nasim tkolem je minimalizovat soudet >+, S; pfi dodrZeni podminky > ", o; = I. ProtoZe je
vSak

0? .
S = ief{l,..., n},

 4m);’

jde ndm o minimalizaci vyrazu

0,

S

— L
§i= 4r

M-
=

i=1""

PouZijeme-li Jensenovu nerovnost pro ostie konvexni funkci y = x? (na celé redlné ose), obdrzime
n 2 n
Seaxi) <3 ex?
i= i=1
pro x; € Rac¢; > 0svlastnosti ¢; + - - - + ¢, = 1. Déle vime, Ze v této nerovnosti nastane rovnost
pravé tehdy, kdyz je x; = - -- = x,,. Volbou

Ai o
=7, Y=g

pak dostaneme

a poté (uvaite, ze y - 0; =1)

>
IA

™=

N
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pricemz opét rovnost nastdva pravé pro
(5.16) Xi==x, G Ao
A An
Odsud vyplyv4, Ze S je nejmensi, pravé kdy? plati (5.16). Tato nejmensi hodnota S je [2/ (4w A).
Zbyva stanovit délky nastfthanych ¢asti o;. Pokud je (5.16) splnéno, musi zjevné byt o; = kX; pro

kazdéi € {1, ..., n} ajistou konstantu k > 0. Z
n n n
> o0;=1 asoufasné > 0;=k> kA =kA
i=1 i=1 i=1
ihned plyne, Ze k = [/ A, tj.
oo=%1, iefl,....n)
Podivejme se na konkrétn{ situaci, kdy mdme provdzek o délce 1 m roziiznout na dva mensi
a z nich potom vytvofit étverec a kruh tak, aby soucet jejich obsahii byl co nejmensi. Pro ¢tverec a kruh
je po fadé (viz ptiklad nazvany Izoperimetricky podil)
M=2 =1 G A=k +i=HE

o

3

Délky prislusnych ¢asti tak jsou
4

_ _ 4 - _ 1 _ -
ol—m-lm_mm_0,56m, 02—4ﬂ~1m—4+—ﬂm_0,44m.

Obsah ¢tverce o obvodu 0, 56 m (s délkou strany a = 0, 14 m) je 0, 019 6 m? a obsah kruhu s obvodem
0, 44 m (a polomérem r = 0, 07 m) pak &inf pfiblizn& 0, 0154 m>. Miizeme ovéfit, Ze

2o 1 2 - 2 _ 2 2
A = i@ m =0,035m"=0,0196 m*+0,0154 m"*.

d

5.140. O dtm je opfeny Zebiik dlouhy 13 stop. Nédhle zdkladna Zebiiku podklouzne a Zebiik zacne
sjizdét k zemi (stédle zistava opfeny o diim). Kdyz je zdkladna Zebiiku 12 stop od domu, klouZe od néj
rychlosti 5 ft/s. Jak rychle v tomto okamZiku

(a) klesa vrsek Zebiiku po zdi;

(b) se méni obsah trojihelniku vymezeného Zebiikem, domem a zemf;

(c) se méni dhel, ktery svird Zebiik se zemi?

5.141. Ptredpokladejte, Ze vlastnite dostatek finan¢nich prostiedkd bez moznosti investovat mimo
svou tovdrnu s pisobnosti na cenové regulovaném trhu s takika neomezenou poptavkou a omezenym
piistupem k nékterym klicovym surovindm, cozZ Vam umoziiuje produkovat nejvyse 10 000 vyrobka
denné. Vite, Ze pro hrubé vynosy v a ndklady n jako funkce proménné x, uddvajici v tisicich primérny
pocet vyrobki vyrobenych za den, plati

v(x) =9x, n(x)=x>—6x>+15x, x €]O0,10].

Pti jakém objemu vyroby budete mit z Vasi tovarny nejvétsi zisky?

5.142. Zvolte rozméry otevieného bazénu se étvercovym dnem o objemu 32 m? tak, aby na natfeni
jeho stén a dna bylo potieba nejmensi mnoZstvi barvy.

5.143. Cislo 28 rozloZte na 2 nezdporné s¢itance tak, aby soudet druhé mocniny prvniho séitance
a tfet{ mocniny druhého s¢itance byl minimalni.

5.144. Pomoci prvni derivace naleznéte redlné ¢islo a > 0, pro které je soucet a 4+ 1/a minimdlni.

Poté tuto tlohu feste bez pouZiti diferencidlniho poctu.



5.145. Vepiste do pilkruhu o poloméru » obdélnik s nejvétsim moznym obvodem. Uvedte jeho obvod.

5.146. Existuje-li mezi obdélniky o obvodu 4¢ obdélnik s maximdlnim obsahem, stanovte délky jeho

stran.

5.147. Zjistéte vysku v a polomér podstavy r nejobjemnéjsiho kuZele, ktery se vejde do koule

o poloméru R.
5.148. Ze vsech trojihelnikd s konstantnim obvodem o > 0 vyberte ten, jenZ ma nejvétsi obsah.
5.149. Na parabole 2x>—2y = 9 najdéte body s minimaln{ vzdalenosti od poatku soustavy souradnic.

5.150. Vasim tkolem je vyrobit jednolitrovou plechovou konzervu ,,obvyklého* tvaru rota¢niho vélce
tak, aby na jeji vyrobu bylo potfeba co nejméné plechu. Urcete spravny pomér mezi jeji vyskou v

a polomérem podstavy 7.

5.151. Do ¢tverce o délce strany a > 0 je vepsdn Ctverec, jehoZ strany jsou spojnicemi stfedi stran
zadaného ctverce. Do vepsaného Ctverce je stejnym zptisobem vepsédn dalsi ¢tverec atd. Stanovte soucet
obsahi a soucet obvodi vsech téchto (nekone¢né mnoha) ¢tvercd.

5.152. Necht je ddna posloupnost fadkd palkruhti, pfi¢emz v n-tém fadku je 2" pllkruhi o polomé-
ru 27" pro kazdé n € N. Jaky bude obsah libovolného obrazce sloZeného ze vSech téchto ptilkruhd,

kdyZ nebudou umistény pfes sebe?

5.153. Vyfeste rovnici

tg 2x
tg 2x+1°

I—tgx+tg?x —tg@x +tgtx —tgdx +--- =
5.154. Urcete

2 (o + 577)

n=1
5.155. Seltéte
¥n?+2n + 1.

M3

n=1

5.156. Dokazte konvergenci a naleznéte soucet fady

Z 3”+2” .

5.157. Stanovte soucet fady

< =1
(@) T
n 1

(b) n+l .

n=0

5.158. Sectéte

00
1 1 1
mtastst Z‘ @n—1)@2n+1) 1)(2n+l)
5.159. Pomoci rozkladu na parcidlni zlomky vyc¢islete

o0
@ > =

n=2

< 1
® 2 me

5.160. Sectéte konvergentni fadu



5.161. Urcete soucet fady

5.162. V zavislosti na
00
— =t L, 1 _ 1,1 _1.,1_1
si=X T =logtsmats ot st
vyjadrete soucty fad
11 1_1_ 1
(I=3-D)+G-6-8)+

)

(+5-h+ (-
které z vyse uvedené fady vznikly pferovnanim (tj. zménou poradi ¢lenti).
5.163. Zjistéte, zda fada

i 2'4(=2)"
57’
n=0

konverguje.
5.164. DokaZte ndsledujici tvrzeni: Jestlize fada > . ; a, konverguje, pak je lim sin (3a, + ) = 0.
n—oo

5.165. Pro jaké hodnoty
aeR;, peZ, yeR~{0}
fady
o0 o0 o0
> e > 2 >
n=120 n=240 n=360 "
konverguji?
5.166. Rozhodnéte, zda fada
& nn®—5n%42n
> (==

n=21
konverguje absolutné, konverguje neabsolutné (relativné), nebo nekonverguje.

5.167. Zjistéte, jestli je limita
n—1 )

i (4 3 4 5
n—oo

vlastni. Upozornéme, Ze k tomu nelze vyuZit souctil
2 [o¢]
Sl = oo

00
1 _n

2 a=% e

n=1 n=2

5.168. Najdéte vSechna redlnd ¢isla A > 0, pro kterd fada
o0
(=D"In (1 + A%
n=1

konverguje.
5.169. Zopakujme, Ze harmonickd fada diverguje; tj. plati
00
> l=qoc0.
n=1
Rozhodnéte, zda také fada
1 1 1
vttt



diverguje.
5.170. Udejte piiklad divergentnich &iselnych fad > | @y, > oo | by, s kladnymi Eleny, pro které fada

> | Ba, — 2b,) absolutné konverguje.

5.171. Zjistéte, zda jednotlivé fady

S 1) )%, S 1)" n! —n*+n

2. (=D @)’ 2= 842+
n=1 n=1

konverguji absolutné, konverguji neabsolutné, ¢i nekonverguji.

5.172. Konverguje fada

< n+1 i+l
Z(_l) N n+Jn ?

n=1
5.173. Naleznéte hodnoty parametru p € R, pro které fada
o0
> (=D"sin" 2
n=1
konverguje.

5.174. Urcete polomér konvergence r mocninné fady

O o

22 nl yn
E T .
n=0 @

5.175. Stanovte polomér konvergence pro > .- 2V

n=1

5.176. Bez pocitani uvedte polomér konvergence mocninné fady
[ee]

5 n—1
Z n-3n—1 X N

n=1
5.177. Naleznéte obor konvergence mocninné fady
% A/n+1 ¥
A
n=

5.178. Urcete, pro jakd x € R fada

o0
(=3)" )
Z Vit 2n3 4111 (x )

n=1

konverguje.

5.179. Je pro libovolnou posloupnost redlnych ¢isel {a,}5° ) polomér konvergence mocninnych fad
o0

o0
Doapx", ALyt
n=0 n=1
stejny?
5.180. Rozhodnéte o platnosti implikaci:

(a) Pokud existuje vlastni limita lim /a2, pak mocninnd fada
n—oo

o0
2 an(x — xo)"
n=1
konverguje absolutné alespori ve dvou riiznych bodech x.
(b) Z neabsolutni konvergence fad > o | a,, > .o, b, plyne, Ze rovnéz fada > oo | (6a, — 5b,)
konverguje.
(c) JestliZe pro &fselnou fadu > 07 a, je
A, an = 0.

pak tato fada konverguje.



(d) Pokud fada > .2 | a2 konverguje, potom fada

dn
n

M2

3
[

konverguje absolutné.

5.181. Urcete cos {5 s chybou mensi neZ 1073,
5.182. Pro konvergentn{ fadu
00
odhadnéte chybu aproximace jejtho souctu ¢aste¢nym souctem sg gg9.
5.183. Bez pocitani derivaci uvedte Tayloriv polynom 4. stupné se stfedem v bodé¢ xy = 0 funkce
f(x) =cosx —2sinx —In(l +x), xe(—1,1).
Poté rozhodnéte, zda je graf funkce f v okoli bodu [0, 1] nad te¢nou, pod te¢nou.

5.184. Rozvinte funkci

_ 1 3
y=55. x€(-3

v Taylorovu fadu se stfedem v pocétku.

(Y[}

)

5.185. Funkci y = ¢* definovanou na celé redlné piimce vyjddrete jako nekone¢ny polynom se ¢leny
tvaru a, (x — 1)" a funkci y = 2* definovanou na R vyjadfete jako nekone¢ny polynom se ¢leny a,x".

5.186. Naleznéte funkci f, k niZ pro x € R konverguje posloupnost funkc{

fuld) = 43, nel.

x2+1°

Je tato konvergence stejnomérnd na R?

5.187. Konverguje rada

0
> i kde xeR,
n=1

stejnomérné na celé redlné ose?

5.188. Z Taylorova rozvoje se stfedem v pocétku funkce y = sinx ziskejte pomoci derivace Taylortv
rozvoj funkce y = cos x.
5.189. Odhadnéte

(a) kosinus deseti stupiiti s piesnosti alespoii 107;

4x_ ¢ piesnosti alespoti 1073,

(b) urcity integral [,* 45 <

5.190. Urcete mocninny rozvoj se sttedem v bodé xo = 0 funkce

f(x):fe’zdt, x eR.
0

5.191. Najdéte analytickou funkci, jejiZ Taylorova fada je
x—%x3+éx5—%x7+--- s
pficemz x € [—1, 1].

5.192. Ze znalosti souctu geometrické fady odvodte Taylorovu fadu funkce

_ 1
Y =50



se stiedem v pocatku. Poté urcete jeji polomér konvergence.

5.193. Uzitim integrdlniho kritéria naleznéte hodnoty a > 0, pro které fada
o0
1
2
n=1
konverguje.

5.194. Pro jakd x € R fada

In(n!)

nx

Mz

n=1
konverguje?

5.195. Rozhodnéte, zda rada
o0
> =0 il
n=
konverguje absolutné, pfip. relativné, nebo zda diverguje k +00, resp. k —oo, ¢i nic z toho (fikdme, Ze
osciluje).

5.196. Stanovte soucet ¢iselné fady

pomoci souctu vhodné mocninné fady.
5.197. Pro x € (—1, 1) seCtéte
x —4x24+9x3 —16x* + - -
5.198. Je-li | x| < 1, urCete soucet fady
o0
(a) Zl s XN
"o
(b) > n2xnl.
n=1
5.199. Spoctéte
i 201
= (_z)n—l
pomoci souc¢tu mocninné fady
o0
> (D" @n+ x>
n=0
projisté x € (—1, 1).

5.200. Pro x € R sectéte fadu

& 1 3n+1

n+
Z 2%.p! A :
n=0



Reseni cviceni
52. P(x) = (=3 —2)x? + 2 +3D)x — 3 — L.
582 xt 423 —x24x -2

583 xt+2x3 —2x2 4 x4 2.
584, x*+3x3 —3x2—x—1.

5.85.
supA =6, infA = -3;
1
B=-, infB =—1;
sup 2 in
supC =9, inf C = —9.

5.86. Lehce lze ukazat, ze

3
supA=§, infA =0.

5.87. Ziejmé je
infN=1, supM =0, inf7 =0, supJ =5.

5.88. Lze polozit kupf.
M =7\ N; N :=N.

5.89. Uvazte jakoukoli jednoprvkovou mnoZinu X C R.

5.90. Mnozina C musi byt jednoprvkova. Nechf je tedy napt. C = {0}. Nyni mazeme zvolit A = (-1, 0),
B=1(0,1).

5.92. Pro kazdé ¢ > 0 staci e-okoli bodu —2 prifadit 6-okoli bodu 0 predpisem

£+ 4, §=¢,

pri¢emz bez ijmy na obecnosti Ize pozadovat, aby ¢ < 1. Pokud by totiZ bylo ¢ > 1, 1ze polozit § = 1.
5.93. Existence limity a rovnost

. (+x?'-3 3

lim —— = ——

x——1 2 2

napt. opét plyne z volby 6 := ¢ pro ¢ € (0, 1).
5.94. Nebof — (x —2)* < x pro x < 0, dostdvame 3 (x — 2)4/2 > —x prox < 0.
5.95. Plati

. 1 2 n—2 n-—1 — i 14n—-1 n-—1 _1
ni>ngo n2+n2+.“+ n2 + nZ _nLn;O n2 ’ 2 _2

5.96. Snadno lze ukazat, ze

. N3 =TI+ 2+ /nT =205 —n3 —n +sin’n
lim = —o00.

n—>00 2— Vit + 23 +5

5.97. Limita je rovna 1.
5.98. Kupt. 1ze polozit

5.99. Spravnd odpovéd je £1.



5.100. Vysledek je

limsup a, =1, lim inf @, = 0.
n—00 n—00

5.101. Platf
" 2
liminf (=1 (14 =) +sin 2% _ V2
n—o0 n 4 2

5.102. Nebot
. 1 . 1 b4
lim arctg — = —, lim arctg — = ——,
x—0+ X 2 x—0— X 2
uvazovand oboustranna limita neexistuje.
5.103. Prvni z limit je rovna +o00, druhd neexistuje.
5.104. Limitu Ize spocitat vice zpiisoby. Nabizi se napf.
tgx — sinx tgx —sinx cotgx
fgr—smxr lim fgx —smx cotg
x—0 sin3 X cotgx
. 1 —cosx . 1 —cosx
= lim = lim

x—>0cosx -sin®x  x—0cosx (1 — cos? x)

1 1
lim —m = —.
x—0cosx (1 +cosx) 2

lim -
x—0  sin” x

5.105. Plati

. 2sin® x + 7sin%x + 2sinx — 3 . sinx + 1
lim — — - = lim — =
x—>m/6 2sin” x + 3sin“x — 8sinx +3  x—n/6 sinx — 1

=3.

5.106. Je
xm—1

3.\5

lim
x—1 x" —1

5.107. Po rozsifeni vyrazem

Vx4 x4x
VxZ+x+x

lim (\/x2+x—x) = %

x—>+00

1ze lehce dostat

5.108. Plati

1
lim (x\/l—i-xz—xz) =-.
X—>—+00 2
5.109. Je
l,m«/i—\/l—i-cosx V2
im ———M—————— = — |
x—0 sin? x 8

5.110. Rozsitenim zlomku ze zadédni je moZné obdrzZet
sin (4x)
m —m—m— =
x=>0/x+1-1

5.111. Plati

i JI+tgx — 1 —tgx
im =

- 1.
x—>0— sin x



5.112. Ztejmé je

2+ VT +x2—x9 =I5+ 44x? 7

im .
x==00 3¢ 4 /6x6 + xZ — 18x5 — 592x4 18
5.113. Vyrok neni pravdivy. Uvazte kupf.

fx) = 1, x € (—00,0); gx):=x, xelR.
x

5.114. Uvedena funkce je spojitd na celém R.

5.115.V bodech —m, 0, 7 je spojitd; v bodé 2 je spojita pouze zprava a v bodé 3 pouze zleva; v bodé 1 neni
spojitd ani z jedné strany.

5.116. Je nutné polozit f(0) := 0.

5.117. Funkce je spojitd pravé pro p = 2.

5.118. Spravna odpovéd je a = 4.

5.119. Limitu Ize snadno ur¢it napf. pomoci 1I’Hospitalova pravidla.

5.120. Je

sin® x . sin® x

lim — = lim : =0.
x—=0+ X X—>—-00 X

n 2n—1
lim ( ) =10,
n—oo \n+5

5.123.(a) v(0) = 6m/s; (b) r = 35, 5(3) = 16m; (c) v(4) = —2m/s, a(4) = —2m/s%.
5.123. Trojnasobné pouziti I’Hospitalova pravidla dava

5.121.

. sinx —x 1
lim — =z
x—>0— X 6
5.124.2/w.
5.125. .
XE%I— ((5 —x) tgx) =1
5.126.
. 1 1 3
lim ((3 - 2»);:) —In2.
x——+00 2
5.127.1)2.

5.128. Plati

2\*
lim (cos— =e7 2.
X—>+00 X

5.129. Dvojndsobnou aplikaci 1’Hospitalova pravidla 1ze obdrZet

lim (1 —cosx)¥* =0 = 1.
x—0

5.130. V obou piipadech je vysledek e*.

5.140. (a) 12ft/s; (b) =59, Sftz/s; (c) —1rad/s.
5.141. Pti produkci zhruba 3 414 vyrobkd denné.
5.142.4m x 4m x 2m.

5.143.28 =24 + 4.

5144.a = 1.

5.145.2/5r.



5.146. Jednd se o Ctverec (s délkou strany c).

5.147.v = 4R, r = 22R.

5.148. Nejvétsi obsah +/3 0%/36 md rovnostranny trojihelnik.
5.149.[2,-1/2], [-2.-1/2].

5.150.v = 2r.

5.151.2a% 4a (2 + fz).

5.152.7/2.

5153.x =% +km,x =2 +kn, kel

5.154.5.

5.155. 4o0.

5.156.3/2.

5.157.(a) 3; (b) 9/4.

5.158.1/2.

5.159.(a) 3/4; (b) 1/4.

5.160. —1/2.

5.161.11/18.

5.162.5/2;3s/2 (s =1n2).

5.163. Konverguje.

5.164. Postacuje uvazit nutnou podminku konvergence lim, o @, = 0.
5165.a > 0; 8 e€{-2,-1,0,1,2}; ¥y € (—oo, —1) U (1, +00).
5.166. Konverguje absolutné.

5.167. Limita je rovna 1/2.

5.168. A €10, 1).

5.169. Soucet uvedené fady je kone¢ny — fada konverguje.
5.170. Napt. a, =n/3,b, =n/2,n € N.

5.171. Prvni fada konverguje absolutné; druhd neabsolutné.
5.172. Ano.

5173.p eR.

5.174.r = 400.

5.175. 1.

5.176. 3.
5.177. -1, 1].

sa7s.xe2-42+14]

5.179. Ano.
5.180.
(a) Plati.
(b) Neplati.
(c) Neplati.
(d) Plati.

4

72 b1
5.]8].1_m+m-

5.182. Chyba nalezi do intervalu (0, 1/200).

5.183.1 — 3x + x*; nad te¢nou.
5.184.5 3% Zn,

5185. 3000 & (x — 1) X0 M2 i,
5.186. f(x) = x, x € R; ano.

5.187. Nikoli.




5.188.3 07 %xzn
2 4
5.189. (@) 1 = (5o + i (b) 5 —

1 2n+1
5.190.>" % o X n+l
5.191. y = arctg x.

5.192. Pravé pro x € (=3, 3) je

5.193.a > 1.
5.194.x > 2.
5.195. Konverguje absolutné.

5.196.1n(3/2).

x(1—x)
5.197. 2=,

5.198.(a) 3 1n
5.199.2/9.

I+x.

1—x>

I4+x
(1-x)3°

(b)

3
5.200.xex.

L



A. Derivovani

6.1. Urcete Taylorovy rozvoje T* (k-tého ¥adu v bodé x) z ndsledujicich
funkef:

i) 73 z funkce sinx,
i) 77 z funkce <.
ReSeni.
i) Spocitdme hodnoty prvni az tfeti derivace funkce f = sin
v bod& 0: f/(0) = cos(0) = 1, fP(0) = —sin(0) = 0,
F®0) = —cos(0) = —1, dile £(0) = 0 Tayloriiv rozvoj
3-ttho fddu funkce sin(x) v bodé 0 je tedy

T (sin(x)) = x — lx3.

6
ii) Opét f(1) = e,
, et ef
X x 2 X
2 _ i_zi 2e 1) =
y X X x3 () ¢
X x 2 X X
@ _ ¢ _,¢ 6e 6e = 2
f X X x3 x4 () ¢

Dostavame tedy Tayloriv rozvoj tiettho fadu funkce LX—X v bodé
1:

e X 3x2 5
=D =e(—% 4+ = —2x +

17y = e+ S — 1) - %)
T M) 3 302 6"



O

6.2. Urlete Tayloriv polynom 7 funkce sin a pomoc{ véty (??) od-

hadnéte chybu polynomu v bodé 7 /4.
ReSeni. Podobné jako v pfedchozim piikladu uréime

6/ I 5
Ty (sin(x)) =x—8x —l—mx .

Dle véty ?? pak odhadneme velikost zbytku (chyby) R. Podle véty
existuje ¢ € (0, I) takové, ze

7
- |
%ﬁ?” < = = 0.0002.

R(/4) = ' -

O

6.3. Rozvinte funkci In(1 + x) do mocninné fady v bodech O a1 a

urcete vSechna x € R, pro kterd tyto fady konverguji.

ReSeni. Nejprve uréeme rozvoj v bodé 0. Rozvinout funkci do moc-
ninné fady v daném bod¢ je to stejné, jako urdit jeji Tayloriv rovoj v
daném bod¢. Snadno nahlédneme, ze

(n—1)!
) _ (_1yn+l
IH(X + 1) =( 1) (x + Dn ’

o0
takZe vycislenim derivaci v nule mame In(x) = In(0) + > a,x", kde
n=1

D= (=

ay
n! n

MiZeme tedy psat
4

AR P I
X 2x 3x 4)C

00
_1n+1
1> EV
n=1

Inx + ..

n

Pro polomér konvergence potom pouZijeme limitu podilu nésledujicich

koeficientti ¢lenti mocninné fady

1
Fo=
lim,— 0o “Z:‘
1
= 7¢ == 1.
1im, o0 7]
Rada tedy konverguje pro libovolné x € (—1, 1). Pro x = —1 dosté-

vame harmonickou fadu (se znaménkem minus), pro x = 1 dostdvime
aternujici harmonickou fadu, kterd podle Leibnizova kriteria konver-

guje. Dand fada proto konverguje pravé pro x € (—1, 1).



Prorozvoj v bodé 1 dostdvame podobné vycislenim vyse uvedenych
derivaci z 6.3
1
3.23

1

T e D

(x—1)° -

Inx+1) = InQ)+ %(x -1 - é(x -2+

In(2) + i O™ ey
n=1 n-2 ’

pro polomér konvergence této fady pak dostavdme

1

lim,, 0 |25

1
= ——=1.

1
2+ g1
]

lim,, s oo

27n

Prvni fada konverguje pro —1 < x < 1, druhd pro —1 < x < 3.0

6.4. Rozvinite funkci

(@ y=In, xe(-11;

(b) y=e" +x2%, xeR
do Taylorovy fady se stfedem v pocatku.
ReSeni. Pokud Ize funkci vyjadfit jako soucet mocninné fady (s klad-
nym polomérem konvergence) na jejim oboru konvergence, pak je tato
fada nutné€ Taylorovou fadou uvazZované funkce (svého souctu). To ndm
umozni snadno najit piislusné Taylorovy fady.

Piipad (a). Vime, Ze je

S (!
In(1+x)=> Sy xe(=10D,
n=1

tj.

Mz

& 71)n+1
In(l-x)=> S (—x)'==->1x xe(10.
n=1

Celkem mame

I+x _ _ _ _ S [ A I S ol
In =In(l4+x)—In(l —x)=> ——"Fx"=3] X
n=1

1
n

n

1—x 2n—1
n=1

prox € (—1,1).
Piipad (b). Podobné ze zndmé identity
o0
e = % X", xelR

n=0

plyne
x? S 1 (L2\" < 1 .
e =§)m(x) =§)ﬁx , xeR

a

00 00
x2e~2x — 42 Z % (_Zx)n — Z (*nZ‘) xn+2’ x eR.
n=0 n=0 ’
Plati tudiz

o0
2 _ 2n o) n+2
e 4 x2e 2 = 2%, x eR.
n=0



6.5. Vyislete cos {5 s chybou men3i neZ 1073,

6.6. Pro konvergentni fadu

o] (_ l )H
2 V100
n=0
odhadnéte chybu aproximace jejiho souctu ¢aste¢nym souctem sg gg9.
6.7. Bez pocitani derivaci uvedte Taylordv polynom 4. stupné se
sttedem v bodé xy = 0 funkce
f(x)=cosx —2sinx —In(1+x), xe€(—1,1).
Poté rozhodnéte, zda je graf funkce f v okoli bodu [0, 1] nad te¢nou,

pod tec¢nou.

6.8. Rozviite funkci

)

[S119%)

| _3
y=15 xe(-3

v Taylorovu fadu se stfedem v pocétku.

6.9. Funkci y = e* definovanou na celé redlné pfimce vyjddfete jako
nekonecny polynom se ¢leny tvaru a,(x — 1)" a funkci y = 2* defino-
vanou na R vyjddfete jako nekone¢ny polynom se ¢leny a,x".

6.10. Naleznéte funkci f, k niZ pro x € R konverguje posloupnost

funkci
2.3
fo@) =353, neN

Je tato konvergence stejnomérnd na R?
6.11. Konverguje fada
o0
nx
2 atas kde xeR,

n=1
stejnomérné na celé redlné ose?
6.12. Z Taylorova rozvoje se stfedem v pocdtku funkce y = sinx

ziskejte pomoci derivace TaylorGv rozvoj funkce y = cos x.

6.13. Odhadnéte

(a) kosinus deseti stupiiti s presnosti alespoii 10~3;

dx

v . ~ -3
T4 S presnosti alespori 107~

(b) urcity integrl [,
6.14. Urcete mocninny rozvoj se sttedem v bodé xo = 0 funkce
X
fx) = fe’2 dt, xéeR.
0
6.15. Najdéte analytickou funkci, jejiZz Taylorova fada je
x—%x3+%x5—%x7+--~ ,
pricemz x € [—1, 1].

6.16. Ze znalosti souctu geometrické fady odvodte Taylorovu fadu

funkce



_ 1
Y =500

se sttedem v pocatku. Poté urcete jeji polomér konvergence.

6.17. Konverguje posloupnost funkc{

o4

ynzem, xeR, neN
stejnomérné na R?

Reseni. Posloupnost {y, },cn bodové konverguje ke konstantni funkci
y = 1 na R, nebof

4

limes? =e’=1, xeR.
n—00
Z vycisleni
Y (\/Zn) —e>2 prokaidén e N
vSak vyplyvd, Ze se nejednd o stejnomérnou konvergenci. (V definici

stejnomérné konvergence postacuje uvazit ¢ € (0, 1).) O

6.18. Urcete, zda fada

5
nt+x2

n=1
stejnomérné konverguje na intervalu (0, +00).
ReSeni. Pri oznaceni

fu) =L x>0, neN

nt4x2’

je

/ _ n(n4—3x2)
hiw = S
Necht n € N je nadéle libovolné. Nerovnosti f,(x) > 0 pro x €
(0, nz/«/g) afl(x) <Oprox € (n2/ﬁ, —I—oo) implikuji, Ze maxi-

mum funkce f, nastdva pravé v bodé x = n?/ /3. ProtoZe
[o¢] [o¢]
n?\ _ V27 27 _ V27 1
W) =97 0 ZAF=F 2 < v
n= n=

podle Weierstrassova kritéria fada > - | f;,(x) konverguje stejnomérng

x>0, nelN.

na intervalu (0, 4-00). O

6.19. Urcete Taylorovu fadu se stfedem v pocétku funkce

@ y=gis xe(=1LD;
(b) y =arctgx, x e (—1,1).

Reseni. Pripad (a). VyuZijeme vzorec

[ee] [ee]

TE=2(—0)"=2 (D" xe(-11)
n=0 n=0

o souctu geometrické fady. Jeho derivovanim dostdvime

— i = (i(—l)”x”) = i(—nﬂnx"*l, xe (=11,

n=0 n=1
pfi¢emz (xo)/ = 0, a tak je dolnf index n = 1. Vidime, Ze
o0
T = 2D xe (=1L D).
! n=1

Ptipad (b). Derivaci funkce y = arctg t umime vyjadfit jako



oo

=2 () =X re (=L,

n=0 n=0

(arctgt)’ =
ProtoZe pro x € (—1,1) je

[ (arctgt)" dt = arctgx — arctg 0 = arctg x

X o0 00 x 0 :
f(Z(—l)”zZ") dt =73 ((—1)"f12”dz) z CIR yontt,
0 \n=0 n=0 0 Prr
mame jiz vysledek
arctgx = Z CO bl (21, 1),

2n+1
n=0

6.20. Najdéte Taylorovu fadu se stfedem xo = O funkce
f)= [ucosu’du, xeR.
0
ReSeni. Z vyjadieni

o0
cost = . (&rl,;! ™, teR

n=|

plyne

n 2 00 i
ucosu® =u Z Gt )" =X Garutt', ueR

n=0
a ndsledné (pro x € R)
X x 00
7o = Jucosiau= [ (£ G ) au
0 0 \n=0

o0 X
— =n” dn+l g __ D" dne2
=2 ((Zn)! {” ) Z onl@nty

n=0

6.21. Na intervalu konvergence (—1, 1) stanovte soucet fady

i nn+1)x".

n=I1

Reseni. Plati

i nn+1)x" = i n (x”*l)/ _ (i nx”ﬂ) _

n=1 n=1 n=1

(Zre) [ 5e ] =[2(2) ] -

!

[xz (—1 +§x>] =[@(-1+ ﬁ)’]/ =[x ﬁ] -

pro vSechna x € (—1, 1).




6.22. Pro x € (—1, 1) setéte

Z D
n(n+l) :

ReSeni. Nejprve upozornéme, 7e symbolem pro neurdity integral
budeme oznacovat jednu konkrétni primitivni funkci (pfi zachovani
proménné), kterou je vhodné chdpat jako tzv. funkci horni meze,
pricemz dolni mez je nula. Uzitim véty o integraci mocninné fady
pro x € (—1, 1) obdrzime

= (S farar) -
l)n+1 .
/ Z( ) dx| = P (0 [ g =

J (2= dx)dx = [([1—x+x* x>+ dx)dx =

f(fﬁdx)dx = /ln(1+x)+C1dx .
Jelikoz

)n+1
/z( ”)dx:/ln(1+x)+C1dx,

ze spojitosti uvazovanych funkci vime, Ze

0 _yn
SEVx=In(1+x)+C.  xe(=11).

Volba x = 0 potom ddva 0 = In 1 4 Cy, tj. C; = 0. Ddle je
JSIn(1+x) dx = | per partes | =

u=In(l+x) u'=53:|_ kg
v =1 V=X _XIn(1+x) f1+x dx =

xIn(l4+x)— [1— 1+x dx=xIn(l+x)—x+In(14+x)+C, =
x+DIn(x+1)—x+C,.
ProtoZe zadand fada konverguje v bodé¢ x = 0 se sou¢tem 0, analogicky
jako pro C; z
0=1-In1-0+C,
vyplyvd, Ze C, = 0. Celkem tedy ziskdvdme

Xyt
ZI%x"“:(xH)ln(Hl)—x, x e (=1,1.
=

O

6.23. Napiste mocninnou fadu se stfedem v pocatku, jejiz soucet je na
intervalu (=3, 3) funkce

x2—x—12"

Reseni. Nebof

1 _ 1 _ 1( 1 )
2—x—12 7 (=H@43) T T \x—4  x43



ves7863k

1
1
Ty _xg a2 o
3T 1-(-%) 3(1 3ttt =t )
dostavame

1 1 x o 1 o] (—x)" o4 (—1yn+! 1 .
o w2 w2 v =2\ mae )X

O

6.24. Rozviiite do mocninné fady funkci cos?(x) (tj. uréete Tayloriv
rozvoj funkce) v bodé 0 a urcete pro kterd redlnd ¢isla tato fada konver-

guje.

6.25. Rozviiite do mocninné fady funkci sin?(x) v bodé 0 a uréete pro

kterd redlna Cisla tato fada konverguje.

6.26. Rozviiite do mocninné fady funkci In(x3 + 3x? + 3x 4+ 1) v bodé
0 a urcete, pro kterd x € R konverguje.

Mnoho praktickych tloh 1ze pfevést na hleddni extrému funkce
jedné proménné.

6.27. Vrtulnik dalni¢ni hlidky leti 3 km nad rovnou silnici rychlosti
120 km/h. Pilot zamé¥{ radarem auto jedouci proti sméru letu vrtulniku
a naméfi, Ze auto se pii vzdusné vzdalenosti 5 km od vrtulniku k nému
pribliZuje rychlosti 160 km/h. Spocitejte rychlost auta (vici predmétu
pohozenému na vozovce).
ReSeni. Pro jednoduchost budeme v celém piikladu vynechavat fy-
zikdlni jednotky, a to kilometry pro drdhu a hodiny pro ¢as (rych-
lost tedy bude v km/h). Pozici vrtulniku v Case ¢ vyjddfeme bodem
[y(t), 3] a auta potom bodem [x (¢), 0]; tj. 1 jednotka na osdch odpovida
1 km a soucasné osy volime tak, aby ,,auto jelo po ose x*. Jako s(¥)
ozna¢me vzdusnou vzdélenost vrtulniku od auta a jako #, ten Casovy
okamzik, ze kterého jsou udaje v zadani. Spoctéme rychlost auta vzhle-
dem k predmétu umisténému do pocatku soustavy souradnic. Mtizeme
predpokladat, ze x(¢t) > y(t) > 0. Za tohoto piedpokladu je x'(¢) < 0,
y'(t) > 0 pro uvazovand t. Auto se totiz blizi k bodu [0, 0] zprava —
hodnota x (f) se zmenSuje pro zvétSujici se 7, a tudiz x' () < 0. Podobné
dostavame y'(t) > 0 a také s'(¢) < 0. Jesté dodejme, Ze napf. y’ (r)
uddva, jak rychle se méni funkce y v Case ¢, tedy rychlost vrtulniku.
Vime, Ze je
s(t)) =5, s () =—160, y (1) =120
a Ze plati (s(¢) je pfepona pravouhlého trojihelniku)
©.1) @@ = y0)’ +3° =52(0).
Odtud plyne (x(¢) > y(¢) > 0)
(x (t0) =y (10))* +3* =5 . x (1) —y(5g) =4



Derivovanim identity (6.1) ziskdvame
2x() = y(0) (x'(1) = y' (1)) = 25(1)s' (1)
andsledné pro t = 1
2-4(x' (1) —120) =2-5-(=160), tj. x' () = —80.

Vypocitali jsme, Ze auto se bliZi k pfedmétu na vozovce rychlosti

80 km/h. Stalf si uvé€domit, s jakymi jednotkami jsme pracovali. To,

nasi volbou soufadnicového umisténi. O

6.28. Rozlehly vojensky prostor (naddle zkraceno na VP) s piidorysem
&tverce o rozloze 100 km? je kolem dokola ohrani¢eny tizkou cestou.
Z vychoziho mista v jednom rohu VP se Ize dostat do cilového mista
uvnitf VP tak, Ze se jde 5 km po cest€ a poté 2 km kolmo k ni. OvSem
mtiZete jit libovolnou dobu po cesté rychlosti 5 km za hodinu a potom
Sikmo pres VP rychlosti 3 km za hodinu. Kolik (kilo)metrti musite jit

po cesté, abyste dosli na misto urceni co nejdiive?
Reseni. K tomu, abychom po cesté usli x km, pricemz x € [0, 5],
potiebujeme x /5 hodin. NaSe cesta pfes VP pak bude méfit
V2 +(5-x)2=+/x2—10x+29
kilometrt a ujdeme ji za ~/x2 — 10x + 29/3 hodin. Celkem bude nase

cesta trvat

&) = 4x 4+ 3vx2 —10x +29
hodin (pfipomenime, Ze x € [0, 5]). Jediny nulovy bod funkce

’ _ 1 1 x—5
fx)=5+3 *¥2—10x+29
je x = 7/2. ProtoZe derivace f’ existuje v kazdém bod¢ intervalu [0, 5]

a protoze

FQ=2<fo)=1<r0=2,

funkce f md v bodé x

7/2 absolutni minimum. Po cesté¢ bychom
tudiz méli jit 3, 5 km. (]

6.29. Urcete x-ovou soufadnici x, bodu paraboly y = x2, ktery je
nejblize bodu A = [1, 2].

ReSeni. Neni obtizné uvédomit si, 7e piiklad ma pravé jedno feseni
a Ze tkolem je vlastné najit absolutni minimum funkce

f@O =v/x—-D2+x2-2)2, xeR.

Funkce f ma zjevné nejmensi hodnotu ve stejném bod¢ jako funkce
g = =12+ (@ =27 xeR
Nebof
gx)=4x>—6x—-2, xeR,



ves7863k2

feSenim rovnice 0 = 2x> — 3x — 1 dostdvame nejprve staciondrni bod
x = —1 a po vydéleni polynomu 2x3 — 3x — 1 polynomem x + 1 také
zbyvajici dva staciondrni body

1-v/3 1+/3
3 .

a
ProtoZe funkce g je polynomem (md derivaci na celé redlné ose), z ge-
ometrického vyznamu tlohy jiz ziskdvdme
1+v3

55

XA =

O

6.30. Do rovnoramenného trojihelniku o zdkladné z a vySce v (nad
zékladnou) vepiSte obdélnik (jedna jeho strana bude ¢dsti zdkladny
trojihelniku) s nejvétsim obsahem. Stanovte obsah S tohoto obdélniku.
ReSeni. Pro vyieseni prikladu postaluje uvaZovat tlohu, kdy se sna-
Zime vepsat do pravoihlého trojihelniku s odvésnami délek z/2 a v
obdélnik s maximalnim moZnym obsahem, pficemz dvé jeho strany
musf byt &dstmi odvésen tohoto trojiihelniku. Ulohu takto pfevedeme

na otdzku maximalizace funkce
f(x)=x (v — 2%")
na intervalu 7 = [0, z/2]. Nebot je
ffx)y=v— 4% pro vSechna x € 1
a ddle
fO=7()=0  f0)=0, xel
v jediném svém staciondrnim bod€ xy = z/4 nutn€ nabyva funkce f
maxima na /. Proto jsou strany hledaného obdélniku dlouhé z/2 (dvoj-

nasobek x(: uvazujeme pivodni dilohu) a v/2 (to Ize ziskat dosazenim

z/4 za x do vyrazu v — 2vx/z). Odsud dostdvame, Zze S = vz/4. [

6.31. Firma hleda obdélnikovou parcelu o rozmérech 5a x b se
zamérem ji po obvodu celou oplotit a pak jesté ploty kolmymi na
prvni stranu rozdélit na 5 stejné velkych parcel o rozmérech a x b. Pro
jaké hodnoty a, b bude rozloha parcely S = 5ab maximalni, ma-li byt
celkova délka plott 2400 m?
ReSeni. Preformulujme zaddni: Chceme maximalizovat sou¢in Sab pii
splnéni podminky
(6.2) 6b + 10a = 2400, a,b > 0.
Lehce Ize ukdzat, Ze funkce

a— 5a 2400671()(1
definovand pro a € [0, 240] nabyva maximalni hodnoty v bod€ a =
120. Proto je vysledek

a=120m, b =200m.



Dopliime, Ze uvedena hodnota b bezprostiedné plyne z (6.2). O

6.32. Mezi obdélniky, jejichZ dva vrcholy leZi na ose x a dalsi dva
s kladnymi druhymi soufadnicemi na parabole y = 8 — 2x2, najdéte
obdéInik s maximalnim obsahem.

ReSeni. Zakladna obdélniku s maximalnim obsahem mé&fi 4/+/3, jeho
vy$ka pak 16/3. Tento vysledek lze obdrZet nalezenim absolutniho

maxima funkce

S(x) =2x (8 —2x?)
na intervalu I = [0, 2]. Nebof tato funkce je na I nezdpornd, v krajnich
bodech / nulovd a ma derivaci na celém I, pfi¢emz jeji derivace je

nulova pouze v jednom bod& intervalu 7, a to v bodé x = 2/+/3, nabyva
zde maximdlni hodnoty. (]

6.33. V case t = 0 vyjelo auto z bodu A = [5, 0] rychlosti 4 jednotky
za sekundu smérem (—1, 0). Ve stejném Case vyjelo druhé auto z bodu
B = [—2, —1] rychlosti 2 jednotky za sekundu smérem (0, 1). Kdy si
budou auta nejbliZe a jakd bude tato vzdalenost?

Reseni. t = 1, 55, vzdalenost v/35 jednotek. O

6.34. Do rovnostranného trojihelnika o strané a je vepsdn pravouhelnik
(jedna jeho strana leZi na strané trojihelnika, zbylé dva vrcholy lezi na
zbylych strandch trojihelnika). Jaky miZze mit maximdlné obsah?

ReSeni. Vepsany pravothelnik m strany x, +/3/2(a — x), tedy obsah
V3/2(a — x)x. Maximum pro x = a/2, tedy maximalni obsah je
(+/3/8)a>. O

6.35. Ve Case r = 0 se zacaly pohybovat tfi body P, Q, R v roviné a to
bod P zbodu [—2, 1] smérem (3, 1), rovnomérnou rychlost{ V10m /s,
bod Q z bodu [0, 0] smérem (—1, 1) rovhomérné zrychlenym pohy-
bem se zrychlenim 2\/§m/s2 a bod R z bodu [0, 1] smérem (1, 0)
rovnomeérnou rychlosti 2m/s. V jakém Case bude obsah trojihelniku
P O R minimdlni?

ResSeni. Rovnice bodd P, Q, R v Case jsou

P o [-2,1]+@3, Dt
Q : [0.0]+ (-1,
R : [0,1]14(2,0)¢
Obsah trojuhelnika P Q R je urceny napt. polovinou absolutni hodnoty

determinantu, jehoZ fadky jsou soufadnice vektord PQ a QR (viz

Matematika I). Minimalizujeme tedy determinant:

-2+t t

95
—12 =2t —1+t2_21 1+2.



Derivace je 61> — 1, extrémy tedy nastdvaji pro ¢ = :I:ﬁ, vzhledem k
tomu, Ze uvaZujeme pouze nezdporny ¢as, vysetiujeme pouze ¢ = ﬁ,
jde o minimum, navic je hodnota determinantu v tomto bod¢ kladnd a
mensi, neZ hodnota v bod¢ 0 (krajni bod intervalu, na kterém hleddme

extrém), je tedy o globdlni minimum obsahu v Case. O

6.36. V devét hodin rdno vylezl stary vlk z nory N a v ramci rann{
rozcvicky zacal béhat proti sméru hodinovych rucicek po kruznici o
poloméru 1km, kolem svého oblibeného pafezu P a to rovnomérnou
rychlosti 4 km/h. Ve stejnou dobu vyrazila Karkulka z domu D k
babicce sidlici v chaloupce C rychlosti 4 km/h (po pfimce). Kdy si
budou nejbliZ a jaka tato vzddlenost bude? Souradnice (v kilometrech):
N =12,3], P=1[3,3], D =10,0],C =[5, 5].

ReSeni. VIk se pohybuje po jednotkové kruZnici, jeho Ghlov rychlost
je tedy stejnd jako jeho absolutni rychlost a jeho drdhu miZeme v

zdvislosti na ¢ase popsat ndsledujicimi parametrickymi rovnicemi:
x(t) =2 —cos(4t), y(t) =2 — sin(4t),
Karkulka se pak pohybuje po draze
x(t) = 23/21, y(t) = 2/21.
Naleznéme extrémy (Ctverce) vzddlenosti p jejich drah v Case:
p(t) =(2 — cos(4r) — 2v/21)% + (2 — sin(4r) — 2+/21)?
0'(t) =16(cos(4t) — sin(41))(V2t — 1) + 321+
+4v/2(cos(41) + sin(41)) — 162

Regit algebraicky rovnici p'(f) = 0 se ndm nepodaif (ani to nelze),
zbyva pouze najit feSeni numericky (pomoci vypocetniho softwaru).
Zjistime, Ze lokdlni minima nastdvaji prot = 0, 31 apotéprot = 0, 97,
kdy bude vzdélenost vlka a Karkulky asi 5 metrd. Je zfejmé, Ze ptjde i
o globdlni minimum.

Situace, kdy neumime explicitné vyfesit dany problém je v praxi
velmi Castd a pouZiti numerickych metod vypoctu tedy ma velky vy-
znam. (]

6.37. Pro jakd a € R je kubicky polynom P vyhovujici vztahim
P0) =1, P(0) =1, P(1) =2a+2, P'(1) = 5a + 1, monoténni
funkci na celém R?

ReSeni. Z podminek P(0) = 1 a P'(0) = 1 plyne, 7e P(x) = bx> +
cx? 4+ x4+ 1,kde b, ¢ € R, zbylé dvé podminky uréuji dvé rovnice pro
nezndmé bac:b+c+2=2a+2,3b+2c+ 1 =5a+ 1sjedinym
feSenim b = ¢ = a, polynom vyhovujici zadanym podminkdm je tedy
P(x) = ax?+ ax®+x + 1. Podminka na to, aby byl monoténni funkcf

na celém R, je ekvivalentni tomu, Ze polynom nemad lokaln{ extrém.



Extrémy mohou nastat v kritickych bodech, tedy v nulovych bodech
derivace. Pokud tedy derivace nebude mit nulovych bodu, fukce bude

monoténni. Derivace je
P'(x) = 3ax> 4 2ax + 1
a nebude mit nulovych bodt, bude-li jeji diskriminant zaporny. Navic
inflexni body P (x) odpovidaji bodim, kde je nulova prvni i druhd
derivace (a nenulovd tfeti, coZ je v piipadé kubického polynomu auto-
matické), tedy ndsobnym kofenim P’(x). P’(x) md ndsobné kofeny,
pravé kdyz je jeji diskriminant nulovy. Celkem je podminka monotén-
nosti P (x) ekvivalentni nekladnosti diskriminantu P’(x), tedy
4a* — 12a
4a(a — 3)

IA

0
0,

A

coz odpovidd a € (0, 3). Pro a = 0 vSak P sice je monoténni funket,
nikoliv vSak kubickym polynomem. Dané podminky spliiuji pravé
a € (0, 3). O

6.38. Urcete parametr ¢ € R tak, aby tecna ke grafu funkce % v
bodé [1, 0] prochdzela bodem [2, 2].

Reseni. Podle zaddani md mit teéna smérnici 2 (%). Smérnice je

ur¢ena derivaci funkce v daném bod¢, dostavame tedy podminku
2 —In(cx)

2./x
In(c-x)

tedy ¢ = Eiz Proc = 712 je vSak hodnota fce VA bodé 1 rovna —2.

(1) =2, neboli 2 — In(c) =4,

Tedy zZadné takové c neexistuje. O
Nyni nékolik ,klasickych* ptfikladt, ve kterych budeme vysetiovat
pribéh riznych funkei.

6.39. Vysetiete pribéh funkce
X
@7
a nacrtnéte jeji graf.
Regeni.
i) Nejprve ur¢ime defini¢ni obor funkce: R \ {1}.
ii) Nalezneme intervaly monoténnosti funkce: nejprve nalez-
neme nulové body derivace:
In(x) — 1

f(X)ZW =

Tato rovnice mé kofen e. Ddle vidime, Ze f’(x) je na intervalu
(0, 1) i (1, e) zdpornd, tedy je f(x) na intervalu (0, 1) i na

(1, e) klesajici, déle je f’(x) na intervalu (e, co) kladnd a



tedy f(x) rostouci. M4 tedy funkce f jediny extrém v bodé
e a to minimum. (také bychom o tom mohli rozhodnout po-
moci znaménka druhé derivace funkce f v bodé e, je totiz
FP(e) > 0)

iii) Ur¢ime inflexni body:

Tato rovnice m4 kofen e?, ktery musi byt inflexnfm bodem
(extrém to jiZ byt nemize vzhledem k pfedchozimu bodu).
iv) Asymptoty. Funkce ma asymptotu pifimku x = 1. Déle hle-

dejme asymptoty s kone¢nou smérnici k:

X
x . 1
k= lim)c_woM =lim — =0
by x—o00 In(x)

Pokud asymptota existuje, ma tedy smeérnici 0. Pokracujme

tedy ve vypoctu

lim
x—00 In(x)

—0-x = lim In(x) = oo,
X—>00

a protoze limita neni kone¢nd, asymptota s kone¢nou smérnici
neexistuje.
Pribéh funkce:

w07
8 ‘

6

(]
6.40. Vysetiete prubéeh funkce l“i—x) (tj. mimo jiné najit extrémy, in-
flexni body, asymptoty) a nacrtnéte jeji graf.

ReSeni. Def. obor R, globdlni maximum x = e, infl. bod x = /e3,
rostouci na int (0, e), klesajici na (e, 00), konkdvni (0, v/€3, kon-

vexni (vVe3, 00), asymptoty x = Oay = 0, lim,_o f(x) = —o0,
lim, o f(x) =0. O
6.41. Vysetiete pribéh funkce (mimo jiné najit extrémy, inflexni body,
asymptoty).

In(x> — 3x +2) + x.
ReSeni. Def. obor R\ (1, 2). Lokdlni maximum x = #, na celém

def. oboru konkdvni, asymptoty x = 1, x = 2. O



6.42. Vysetiete prubéh funkce (mimo jiné najit extrémy, inflexn{ body,

asymptoty).

In(x®> = 3x +2) + x.
Reseni. Def. obor R \ (1, 2). Lokdlni maximum x = %g’ na celém
def. oboru konkdvni, asymptoty x = 1, x = 2. (]

6.43. Vysetiete pribeh funkce (mimo jiné naleznéte extrémy, inflexn{
body a asymptoty):

(2 —2)er !,

Reseni. Def. obor R. Lokéln{ minima v — I, 1, maximum v 0. Funkce

sudd. Inflexni body :i:%, bez asymptot. O

6.44. Vysetiete pribeh funkce (mimo jiné naleznéte extrémy, inflexn{
body a asymptoty):
In2x*—x —1).

Reseni. Def. obor R \ (—%, 1). Glob. extrémy nemd. Bez inflexnich
bodd, asymptoty x = —%, x =1 O
6.45. Vysetiete pribéh funkce (mimo jiné naleznéte extrémy, inflexni
body a asymptoty):

x2 =2

x—1"

ReSeni. Def. obor R \ {1}. Bez extrémi. Bez infl. bodii, na int.
(—o00, 1) konvexni, (1, co) konkdvni, Asymptota bez smérnice x = 1.
Asymptota se smérnici y = x + 1. O

B. Integrovani
6.46. Vypoctéte:
i) [xcosx dx
i) [Inxdx
Reeni. V obou piipadech fe§ime metodou per partes.
i)

/xcosx dx

u=x u =1
vV =cosx v=sinx

:xsinx—/sinxdx:

= xsinx +cosx + C.

i)

/lnxdx =

u=Inx u =1

, X
V=1 v=xX

=xlnx—/ldx=xlnx—x+C.

O



6.47. Urcete integraly

[ ]
/ dx
sin?(x) — cos2(x)
/x2v2x + 1dx

Reseni.
e V tomto piikladu zvolime substituci # = tg x, kterou lze ¢asto
s vyhodou uplatnit.

substitucer = tg x

/ d _ A= dv=(0 4@ dv= (4 2d |
S(x) —cos?(x) | S0 = {5 = -
2 _ _ 1
cos™(x) = T+g2(x) — 1+2

_/ 1 dt_1 1 1 1
B 2—-1 "~ 2) =1 2] t+1

1 t —1
—1In (&) +C
2 tg+1

x? u=2

u = X

vV =42x+1 v:%(2x+1)‘=

1 , 4 2 :
5xz(zx +1)3 - §/x2«/2x e — 5 Qx + 12,

/x2«/2x +1dx =

coZ miZeme chdpat jako rovnici, kde nezndmou je hledany
integrdl. Pfevedenim na jednu stranu pak

1 s 2

/xzx/Zx Fidx ?x2(2x+ 1 — ?/x«/Zx—{— —
u=x u =1

vV =42x+1 v:%\/2x+1

| ;21 |
7xz(zx+ - = (gx«/2x+ -3 /(2x+ 1)%dx) —

1, 3 2 2 5
= 7x 2x+1)2 — ixx/Zx—i— 1 +ﬁ(2x+ 2 =

@t i Zxar+ i+ 2@et 1)}
7 350 105
O

6.48. Vypoctéte:
i) ﬁ)% sin x sin 2x dx
ii) [ sin®x sin 2x dx
Resent.
i)
ii)

[SIEIN)

sin” x



6.49. Dokazte, ze

sin* lcos(2 )+ ! cos(4x) + )
—sin*x = —— cos(2x) + — cos(4x) + —.
2 4 16 16

ReSeni. Funkce na pravé a levé strand rovnosti maji shodné derivace,
tudiz se 1is{ o redlnou konstantu. Tuto konstantu uréime porovnanim
funk¢nich hodnot v jednom bodé, napiiklad bod€ 0. Hodnota obou
funkcf je v nule nulova, jsou si tedy rovny. O

C. Integrace racionalnich lomenych funkei

6.50. Spoctéte neurcity integral

1
dx
/x4+3x3—|—5x2+4x+2

6.51. Vypoctéte integral

ols

sin(t)

——dr.
/% 1 — cos? x

Boaant 1 2+1n(2)
Reseni. 5 In (24“(2)). O

6.52. Vypoctéte integral

Q) gy
_/0 e —3ex’
v , 1 2

ReSeni. —{ — Z1n(2). m]

D. Délky, obsahy, povrchy, objemy

6.53. Odvodte vzorec pro vypocet povrchu a objemu kuzele.

6.54. Urcete délku kiivky dané parametricky
x =sin?(¢), y = cos’(¢),
prot € (0, 3).
ReSeni. MoZno poditat i pfimo (jednd se o &ast piimky y = 1 — x).

V2. O

6.55. Urcete délku kiivky dané parametricky

prot € (0, NG
Regeni. 32 O



6.56. Urcete plochu leZici napravo od pfimky x = 3 a ddle ohrani¢enou
grafem funkce y = ﬁ aosou x.

Reseni. Plocha je ddna nevlastnim integralem S, 1°°
jej metodou rozkladu na parcidlni zlomky:

dx. Vypocteme

x3—1

1 B Ax + B n C
x3—1 - x24+x4+1 x-—1
1 = Ax+Bx—-D+CE*+x+1)
1
=1 —> C = -
* 3
0 2
:1=C-B = B:—5
1
X 0=A+C = A:-g

a miZeme psat

© 1o 1 X+2
dr = = - d
/1 PE 3/1 ((x—l) x2—|—x+1)x

PRy Zvp i a0 x+2 )
Nyni uréime zv143{ neurcity integral | e dx

/ x+2
——dx =
x24+x+1

X+ substituce u prvniho integralu
— 22 / > dx = = X2 +x + 1
(3745 (x+ )+* dr =2(x + 1) dx
substituce u prvniho integralu
= / / 5 =| 5s=x-4 %
(x + 2) + ds = dx

ln(x +x+ 1)+ = /ﬁds:
SZ-FZ

substituce u druhého integralu

In((x? + +1)+34/ L = |u=2s
—nx X 53| 5 —ds= =5
23 (ls) +1 du = Zsds

3

1
Eln(x +x+1)+2—/

1 2 1
3 InGx>4+x+1)+ ﬁarctan(u) =5 ln(x2 +x+1)+ «@arctan( x\/—; ) .

Celkem pak pro nevlastni integrdl miZzeme psat:

| e
1 x3—1

1 1
= = lim ln|x—l|—fln(x2+x+1)—x/§arctan

3 §—>0 2 3
= Lim (L 18— 1] 11(32+5+1) V3arct
= 35320 3n 51 arctan

1 1 V3 7
-3 In(2) + 3 In(13) + 35 arctan (ﬁ) =

1 1 V3 7
3 In(13) — 3 In(2) + 3 arctan (ﬁ)



11. p ' x—1 ‘ lim /3 arct (28+1)
—— lim In |——=| — = lim v3arctan | ——— ) =
3 VaI+x 41| 3o V3

= lln(13) + L arctan (l) — lln(2) _ éﬂ
S 6 V3 V3] 3 6
O

6.57. Urcete povrch a objem rotacniho paraboloidu, ktery vznikne
rotaci &4sti paraboly y = 2x2 pro x € (0, 1) kolem osy y.

ReSeni. Vzorce uvedené v textech plati pro rotaci kiivek kolem osy
x! Je tedy nutno bud integrovat podle danou kfivku nezndmé y, nebo

transformovat.

2X
V = /fd.x:rr
s 2 /\[ 44 )d 2/ AL
= 2z x =2 -+ —
0 0 2 16

17«/ 7— 1
24

6.58. Vypoctéte obsah S obrazce sloZeného ze dvou ¢asti roviny vy-
mezenych pfimkami x = 0, x = 1, x = 4, osou x a grafem funkce

y=5

Jx—1"

ReSeni. Nejprve si uvédomme, Ze

75 <0 xel0),  55>0 xe(.4]
aze
xl—1>r1£1— X—= =% vl—lgl-%— «77 = +00.

Prvni ¢ast obrazce (lezici pod osou x) je proto ohrani¢ena kiivkami

y=0, x=0, x=1, y=$%

s obsahem danym nevlastnim integralem

1
Sl=—0f\7%dx

zatimco druhd ¢4st (nad osou x) vymezend kiivkami

y=0, x=1, x=4 y=-

x—1
ma obsah

Nebot

fJX'T =3Jx-1*+C,
jako soucet S} + S ziskdvame
§ = lim (gf/(x “1)r - g) + lim (g%_ 3 — 1)2) -
X—=>1= x—1+
1(1+9).
Ukdzali jsme mj. to, Ze uvedeny obrazec ma kone¢ny obsah, pfestoze
nenf (shora ani zdola) ohraniceny. (BliZime-li se k x = 1 zprava, pfip.
zleva, jeho vyska roste nade vSechny meze.) Pfipomeiime zde neurcity

vyraz typu O - co. Obrazec je totiZ ohraniceny, kdyZ se omezime na
x €[0,1 —=38]U[1+ 6, 4] pti libovolné malém § > 0. O



6.59. Urcete priimérnou rychlost v, télesa v casovém intervalu [1, 2],
pokud je jeho rychlost

v(t) = \/1’+7 tell, 2]

Jednotky neuvaZujte.

ReSeni. K vyfeseni piikladu si stadi uvédomit, Ze hledana primérnd
rychlost je stfedni hodnota funkce v na intervalu [1, 2]. Plati tak

2 5
1 1
vp=ﬂlf7‘1ﬁ;ﬂdt=2fﬁdx:f_ﬁ’
piicem? 1 + 12 = x, t dt = dx/2. O

6.60. Vypocitejte délku s ¢asti kiivky oznacované jako traktrix dané
parametrickym popisem

f@)y=rcost+rin(igs), gk) =rsint, t€[n/2,al,
kder > 0,a € (7/2, 7).
ReSeni. Protoze

]”(t):—rsint—}—%——rsint—l—L:"“052’ gt =

2tg %-cos2 % - sin ¢ sint

na intervalu [7/2, a], pro délku s dostdvame

a a
_ r2 cos* 1 2 2 _ r2cos? ¢ _
s= [ et ricos?t dt = Iy oyt dt =

/2 /2
a
cos t

—r [ St dt = —r(In(sinn)]g , = —rIn(sina).

sin ¢
/2

O

6.61. Spoctéte objem télesa vzniklého otdcenim omezené plochy, jejiz
hranicf je kfivka x* — 9x2 4+ y* = 0, kolem osy x.

Reseni. Pokud je [x, y] bodem k¥ivky x* — 9x% + y* = 0, ziejmé
tato kiivka prochdzi rovnéz body [—x, y], [x, —y], [—x, —y]. Je tedy
soumérnd vzhledem k obéma osdm x, y. Pro y = 0 dostdvime
x2(x —3) (x +3) = 0, tj. osu x protind hrani¢ni kiivka v bodech
[—3, 01, [0, 0, [3, O]. V prvnim kvadrantu ji pak miZeme vyjadrit jako
graf funkce

F(x) =~09x2—x* xe]l0,3]

Hledany objem je proto dvojndsobkem (zde uvaZujeme x > 0) integralu

3 3
[rfrx)ydx =7 [ OxT—x*dx.
0

0
Pomoci substituce = +/9 — x2 (xdx = —tdt) pak snadno spocitdme

3 3 0
f«/9x2—x4dx=fx-\/9—x2dx=—ft2dt=9,
0 0 3

a tak obdrZime vysledek 187 . O

E. Aplikace integralniho kriteria konvergence

Nyni se opét vrafme k (¢iselnym) faddm. Diky intergralnimu krite-
riu konvergence (viz ??) umime rozhodnout o konvergenci $irs{ tfidy
fad:



6.62. Rozhodnéte, zda nésledujici sumy konverguji ¢i diverguji:

< 1
a) Z ninn’

n=1
b) > .
n=1

ReSeni. Vsimnéme si nejprve, Ze ani u jedné z uvaZovanych fad neu-

mime o jeji konvergenci rozhodnout na zdkladé podilového ¢i odmoc-

ninového kriteria (viechny limity lim |“£L|i lim /a, jsou rovny 1).
n—oo  dn n—00

Pomoci integrdlniho kriteria pro konvergenci fad pak dostdvame:

a)

S | |
dx = —dt = lim [In(H)]} =
/1 ST x /0 ; BL"JO[H( )] = o0,

dand fada tedy diverguje.

b)
* 1 17°
/ — dx = lim [_7} =1,
1 X §—00 X |4

a dand rada tedy konverguje.

6.63. Pomoci integralniho kritéria rozhodnéte o konvergenci fady
[o¢]

1
Z (n+1) In>(n+1)"

n=I1
ReSeni. Funkce
) = ey X €Ll +00)
je zjevné na svém defini¢nim oboru kladnd a nerostouci, a proto fada
v zaddni konverguje, pravé kdyZ konverguje integrdl || l+°° f(x)dx.
Uzitim substituce y = In (x + 1) (kdy je dy = dx/(x + 1)) miZeme
vycislit

e 1 = |
J G+D 2G4 dx = [ 32 dy = 3-
I In2
Rada tedy konverguje. O

Pomoci véty ?? ,,0 ziméné limity a integrdlu posloupnosti stej-
nomérné konvergentnich funkei* nynf se¢teme ¢iselnou fadu

6.64. Sectéte fadu

o0

Népovéda: [ -& !
2

xntl = nan-*

ReSeni. Na intervalu (2, oo) konverguje fada funkci > ﬁ stej-

nomérné. To plyne napiiklad z Weierstrasova kriteria: kazdd z funkci
X,llﬁ je klesajici na intervalu (2, oo), jeji hodnota tedy neprevysuje

2,,%; fada >0, ﬁ je ovsem konvergentni (jednd se o geometrickou

fadu s koeficientem % Podle Weierstrasova kriteria tedy fada funkci
o] 1 . . N 3 -

> 2 =+ tedy konverguje stejnomérné. Dokonce umime vyslednou
n=1 xntl

funkci explicitné vyjadrfit. Jeji hodnota v libovolném x € (2, c0) je



hodnotou geometrické fady s koeficientem %, oznac¢ime-li tedy limitu
jako f(x),je

=1 11 1
'f(x)zzx”+l 211 :x(x—l)

n=1
Pouzitim (??) (3) dostavame
o0

1 o [ dx
S 2 o

n=1 n=I1

5~>002x—1 X

= Slim [(n(s — 1) —In(6) —In(1) +In(2)] =

— fim | (221 +1n@2) =1n( 1 o1 +1n(2) =
= 51}1’1(’)1() n 8 n = 1n (Sl)nolo 8 n =

= In(2)
(]

6.65. Uvazme funkci f(x) = > oo ne . UrCete

In3

f(x)dx.

In2

ReSeni. Obdobng jako v predchozim pfipadé z Weierstrasova kriteria
pro stejnomérnou konvergenci vypyvd, Ze fada funkei > oo | ne™™
konverguje stejnomérné na intervalu (In2, In 3), nebot kazd4 z funkci
ne™" je mensi neZ 5; na (In2, In3) a fada > 5 konverguje, coZ
plyne tfeba z podilového kriteria pro konvergenci fad:

g, (n1)270H
lim |24 = fim 2202
n—oo  a, n—00 nn n—o00?2 n 2

In+1 1
m — =

Celkem podle (??) (3) plati

In3 In3 o
d —nx =
f(x)dx /I E ne

In2 n2

n=1
00

In3
E / ne " dx =
In2

n=1

o0

o0
1 1 1 1
— z - 13_§ ) =1 ==
= n=1[_e M]lﬁz_ (2’1 3n)_l 3775

n=1



6.66. Urcete ndsledujici limitu (postup vypoctu zdtivodnéte):

) > cos (%)
n—o0 J (1 + X)

n
ReSeni. Uréeme nejprve lim % Posloupnost téchto funkei limi-
n—o00 i
tuje bodové a mame

cos(¥) 1 an 1
m X\ = . X\ = %
o (L43)" lim (1+5)" e

Predpokladejme, Ze dand posloupnost, konverguje stejnomérné.
Potom podle (??)

i [ g = [y @]
1m T = m ——— X =
ey (12) o [P

A
— — 1
o ef

Ovéfeni stejnomérné konvergence dané posloupnosti nechdvdme na

vvvvvv

prikladech).

O



[ntegrovani

F. Dopliujici piiklady k celé kapitole
6.67. Vysetiete prubéh funkce @ (tj. mimo jiné najit extrémy, inflexni body, asymptoty) a nacrtnéte
jeji graf.
Reseni. Def. obor R, globdlni maximum x = e, infl. bod x = Vel , rostouci na int (0, e), klesajic{

na (e, 00), konkévni (0, v/e3, konvexni (v/e3, 00), asymptoty x = 0a y = 0, lim, o f(x) = —00,
lim,_ o f(x) =0. O

6.68. Vysetiete priibéh funkce (mimo jiné najit extrémy, inflexni body, asymptoty).

In(x? — 3x +2) + x.

Reseni. Def. obor R \ (1, 2). Lokdlni maximum x = 1%6 na celém def. oboru konkdvni, asymptoty

x=1,x=2. (]
6.69. Vysetfete priabéh funkce (mimo jiné najit extrémy, inflexni body, asymptoty).

In(x> = 3x +2) + x.

ReSeni. Def. obor R \ (1, 2). Lokdlni maximum x = #, na celém def. oboru konkdvni, asymptoty

x=1,x=2. O
6.70. Vysetiete pribéh funkce (mimo jiné naleznéte extrémy, inflexni body a asymptoty):

(X2 = 2)e" L,

Reseni. Def. obor R. Lokdlni minima v —1, 1, maximum v 0. Funkce suda. Inflexni body ﬂ:iz, bez
asymptot.

6.71. Vysetfete priubéh funkce (mimo jiné naleznéte extrémy, inflexni body a asymptoty):

In(2x*> —x — 1.

ReSeni. Def. obor R \ (—%, 1). Glob. extrémy nemd. Bez inflexnich bodd, asymptoty x = —%, x=1.

6.72. Vysetiete pribéh funkce (mimo jiné naleznéte extrémy, inflexni body a asymptoty):

x2=2

x—1"

ReSeni. Def. obor R \ {1}. Bez extrému. Bez infl. bodd, na int. (—oo, 1) konvexni, (1, co) konkdvni,
Asymptota bez smérnice x = 1. Asymptota se smérnici y = x + 1. O

6.73. Spoctéte neurcity integral

1
dx.
/x4+3x3+5x2+4x+2 *



“ninne rady

6.74. 6.75. Vypoctéte integral

7 in(t
[0,
= 1 —cos?x
7
6.76. Vypoctéte integral
e gy
-/0 e2r _ 3px
6.77. Vypoctéte:

-
i) fo? sinx sin2x dx

ii) [ sin?x sin 2x dx
ReSeni.
i)

ii) 5sin” x

[SIE)

6.78. Vytislete cos {5 s chybou mensi neZ 1073,
6.79. Pro konvergentni fadu
o0
odhadnéte chybu aproximace jejtho souctu ¢aste¢nym souctem sg gg9.
6.80. Bez pocitdni derivaci uvedte Taylorv polynom 4. stupné se sttedem v bodé xo = 0 funkce
f(x)=cosx —2sinx —In(l +x), xe(—1,1).
Poté rozhodnéte, zda je graf funkce f v okoli bodu [0, 1] nad te¢nou, pod tecnou.
6.81. Rozvitite funkci

| _3
y=1 xe(-3

v Taylorovu fadu se stfedem v pocétku.

)

[S][o

6.82. Funkci y = e* definovanou na celé redlné piimce vyjadrete jako nekonecny polynom se ¢leny
tvaru a, (x — 1)" a funkci y = 2* definovanou na R vyjddfete jako nekone¢ny polynom se ¢leny a,x".
6.83. Naleznéte funkei f, k niZ pro x € R konverguje posloupnost funkc{

2.3
fd) = EE2 neN.

Je tato konvergence stejnomérnd na R?

6.84. Konverguje fada
o0
> Az, kde x eR,

n=

stejnomérné na celé redlné ose?

6.85. Z Taylorova rozvoje se stiedem v pocétku funkce y = sin x ziskejte pomoci derivace Taylordv
rozvoj funkce y = cos x.

6.86. Odhadnéte

(a) kosinus deseti stupiili s pfesnosti alespoii 10~;

(b) urcity integral fol/ ? % s presnosti alespoii 1073,
6.87. Urcete mocninny rozvoj se stiedem v bodé xo = 0 funkce

fx)=[e’dt, xeR.
0



6.88. Najdéte analytickou funkci, jejiZ Taylorova fada je
x—%x3+éx5—%x7+--- s
pricemz x € [—1, 1].

6.89. Ze znalosti souctu geometrické fady odvodte Taylorovu fadu funkce

_ 1
Y= 3503

se sttedem v pocatku. Poté urcete jeji polomér konvergence.

6.90. Nechf je pohyb télesa (drdha hmotného bodu) popsan(a) funkci
s()=—@—3)%+16, 1€[0,7]
v jednotkdch m, s. Stanovte

(a) pocatecni (tj. v Case t = 0s) rychlost télesa;
(b) Cas a polohu, ve kterych ma téleso nulovou rychlost;
(c) rychlost a zrychlenf télesa v Case t = 4.

Dopliime, Ze rychlost je derivace drahy a zrychleni je derivace rychlosti.

6.91. Zvolte rozméry otevieného bazénu se ¢tvercovym dnem o objemu 32 m? tak, aby na natieni
jeho stén a dna bylo potfeba nejmensi mnoZstvi barvy.

6.92. Cislo 28 rozlozte na 2 neziporné s¢itance tak, aby soucet druhé mocniny prvniho s¢itance a treti
mocniny druhého s¢itance byl minimdlni.

6.93. Pomoci prvni derivace naleznéte redlné ¢islo a > 0, pro které je soucet a + 1/a minimdlni. Poté
tuto dlohu feste bez pouziti diferencidlniho poctu.

6.94. Vepiste do pulkruhu o poloméru r obdélnik s nejvétsim moznym obvodem. Uvedte jeho obvod.

6.95. Existuje-li mezi obdélniky o obvodu 4¢ obdélnik s maximdlnim obsahem, stanovte délky jeho
stran.

6.96. Zjistéte vySku v a polomér podstavy r nejobjemnéjsiho kuzele, ktery se vejde do koule o polo-
méru R.

6.97. Ze viech trojuhelniki s konstantnim obvodem o > 0 vyberte ten, jenZ m4 nejvétsi obsah.
6.98. Na parabole 2x? — 2y = 9 najdéte body s miniméln{ vzdélenosti od pocatku soustavy soufadnic.

6.99. Vasim ukolem je vyrobit jednolitrovou plechovou konzervu ,,obvyklého* tvaru rotaéniho valce
tak, aby na jeji vyrobu bylo potfeba co nejméné plechu. Urcete sprdvny pomér mezi jeji vyskou v
a polomérem podstavy r.
6.100. Stanovte obsah rovinného obrazce vymezeného grafem funkce

f)=e? +e?
a pfimkami

6.101. Zjistéte, jaky obsah m4 omezeny obrazec s hranici tvofenou parabolou y = x? 4+ 2x — 3
aosou x.

6.102. Urcete obsah § oblasti ohrani¢ené kiivkami
y=e*—1, y=e*+1, x=0.

6.103. Vypo&téte obsah ohrani¢eného rovinného obrazce vymezeného kfivkami y?> = x3, y? =
8(6 — x)3.

6.104. V jakém poméru jsou obsahy 2 ¢dsti kruhu x? 4 y? < 8 oddélené parabolou y* = 2x?
6.105. Hmotny bod se pohybuje po pfimce v jednom sméru, a to rychlosti

2
v = {5, rel-1,1].



Jakou drdhu urazi mezi ¢asovymi okamziky 1, = —1,# = 1?
6.106. Necht je dana vdlcova nadrz na deStovou vodu s primérem podstavy 1 m a vyskou 2 m, kterd
je naplnéna po okraj. Vznikne-li v jejim dné kruhovy otvor o priméru 1 cm, pfiblizné urcete, za jak
dlouho z ni veskera voda vyte&e. Je zndm vztah pro rychlost vytékani v = c+/h, kde h je vyska hladiny
kapaliny a c je konstantni s experimentdlné zjisténym rozsahem hodnot 2, 65 < ¢ < 2, 7.
6.107. Stanovte obsah S neomezené oblasti s hranici tvofenou grafem funkce
Y=o, X E[2,400)

a pfimkami x =2,y = 0.
6.108. Spocitejte délku jedné vétve prosté cykloidy pfi poloméru zaddvajici kruznice r > 0, tj. délku
kiivky

f(@)=r(—sint), g()=r(—cost), tel0,2r].
6.109. Urcete délku grafu funkce f(x) = In(cos x) na intervalu [0, a], pficemzZ 0 < a < /2.

6.110. Vypoctéte délku grafu funkce
coshx = %
na intervalu [—1, 2].
6.111. Spo&téte délku s grafu funkce y = In (1 — x?) pro x € [0, 1/2].
6.112. Stanovte objem V t&lesa vzniklého otd¢enim plochy ohrani¢ené grafy funkei f(x) = 2x — x>
a g(x) = 0 kolem osy x.

6.113. Vypocitejte objem télesa vymezeného eliptickym paraboloidem
2 2
=54+ 4
arovinou z = 1.

6.114. Uréete objem t&lesa ohrani¢eného plochou, kterd vznikne rotaci k¥ivky xy + 1 = x2 + y?
okolo x-ové osy.

6.115. Pomoci ur¢itého integralu odvodte vzorce pro objem V a obsah plasté S rotaéniho komolého
kuZele s podstavami o polomérech r; a r, a vyskou v.

6.116. Vypoctéte obsah plasté rota¢niho télesa vzniklého rotaci kolem osy x plochy ohrani¢ené grafem
funkce y = %, osou x a piimkou x = 2.
6.117. Stanovte obsah plochy, kterd vznikne otd¢enim &dsti kiivky y? = 2x vyfaté piimkou 2x = 3
okolo x-ové osy.
6.118. Stanovte obsah rovinného obrazce vymezeného grafem funkce
fx)=el+e?
a piimkami
y=0, x=-2, x=2.

6.119. Zjistéte, jaky obsah md omezeny obrazec s hranici tvofenou parabolou y = x? 4+ 2x — 3
aosou x.
6.120. Urcete obsah S oblasti ohrani¢ené kiivkami

y:e’zx—l, y=e*4+1, x=0.
6.121. Vypo&téte obsah ohrani¢eného rovinného obrazce vymezeného kfivkami y?> = x3, y? =
8(6 — x)3.
6.122. V jakém poméru jsou obsahy 2 &stf kruhu x> + y? < 8 oddélené parabolou y> = 2x?
6.123. Hmotny bod se pohybuje po pfimce v jednom sméru, a to rychlosti

2
v(n) = {5, rel-1,1].



Jakou drdhu urazi mezi ¢asovymi okamziky 1, = —1,# = 1?
6.124. Necht je dana vélcova nadrZ na desfovou vodu s primérem podstavy 1 m a vyskou 2 m, kterd
je naplnéna po okraj. Vznikne-li v jejim dné kruhovy otvor o priméru 1 cm, pfiblizné urcete, za jak
dlouho z ni veskera voda vyte&e. Je zndm vztah pro rychlost vytékani v = c+/h, kde h je vyska hladiny
kapaliny a ¢ je konstantni s experimentdlné zjisténym rozsahem hodnot 2, 65 < ¢ < 2, 7.
6.125. Stanovte obsah S neomezené oblasti s hranici tvofenou grafem funkce
y=ﬁlx_2, x € [2, +00)

a pfimkami x =2, y = 0.
6.126. Spocitejte délku jedné vétve prosté cykloidy pfi poloméru zaddvajici kruznice r > 0, tj. délku
ktivky

f(@)=r(—sint), g()=r(—cost), tel0,2r].
6.127. Urcete délku grafu funkce f(x) = In (cos x) na intervalu [0, a], pficemZ 0 < a < 7 /2.

6.128. Vypoctéte délku grafu funkce
coshx = #
na intervalu [—1, 2].
6.129. Spo&téte délku s grafu funkce y = In (1 — x?) pro x € [0, 1/2].

6.130. Stanovte objem V télesa vzniklého otd¢enim plochy ohranicené grafy funkci f(x) = 2x — x>

a g(x) = 0 kolem osy x.

6.131. Vypocitejte objem télesa vymezeného eliptickym paraboloidem
z= % + %

arovinouz = 1.

6.132. Urete objem t&lesa ohrani¢eného plochou, kterd vznikne rotaci k¥ivky xy + 1 = x2 + y?
okolo x-ové osy.

6.133. Pomoci ur¢itého integrdlu odvodte vzorce pro objem V a obsah pldsté S rotaéniho komolého
kuzele s podstavami o polomérech ry a r, a vySkou v.

6.134. Vypoctéte obsah plasté rota¢niho télesa vzniklého rotaci kolem osy x plochy ohranic¢ené grafem
funkce y = %, osou x a piimkou x = 2.

PR

6.135. Stanovte obsah plochy, ktera vznikne ota¢enim &dsti kiivky y? = 2x vytaté piimkou 2x = 3
okolo x-ové osy.
6.136. Necht je pohyb télesa (draha hmotného bodu) popséan(a) funkci
s(t)y=—@—3)%+16, 1€[0,7]

v jednotkdch m, s. Stanovte

(a) pocatecni (tj. v case t = 0s) rychlost télesa;

(b) cas a polohu, ve kterych m4 téleso nulovou rychlost;

(c) rychlost a zrychlenf télesa v Case t = 4.

Dopliime, Ze rychlost je derivace drdhy a zrychleni je derivace rychlosti.
6.137. Stanovte obsah rovinného obrazce vymezeného grafem funkce
fx)=el+e2
a piimkami
y=0, x=-2, x=2.

6.138. Zjistéte, jaky obsah m4 omezeny obrazec s hranici tvofenou parabolou y = x? 4+ 2x — 3
a.0sou X.
6.139. Urcete obsah S oblasti ohranicené kiivkami

y:e_zx—l, y=e*+1, x=0.



6.140. Vypoctéte obsah ohranieného rovinného obrazce vymezeného kfivkami y? = x°, y?> =

8(6 — x)°.
6.141. V jakém poméru jsou obsahy 2 &4sti kruhu x? 4 y? < 8 oddélené parabolou y? = 2x?
6.142. Hmotny bod se pohybuje po pfimce v jednom sméru, a to rychlosti
o) = H5 re[-1,1].
Jakou drdhu urazi mezi casovymi okamziky #; = —1,# = 1?

6.143. Necht je dana vélcova nadrZ na desfovou vodu s primérem podstavy 1 m a vyskou 2 m, kterd
je naplnéna po okraj. Vznikne-li v jejim dné kruhovy otvor o priméru 1 cm, pfiblizné urcete, za jak
dlouho z ni veskera voda vyte&e. Je zndm vztah pro rychlost vytékani v = c+/h, kde h je vyska hladiny
kapaliny a c je konstantni s experimentalné zjiSténym rozsahem hodnot 2, 65 < ¢ < 2, 7.
6.144. Stanovte obsah S neomezené oblasti s hranici tvofenou grafem funkce
y:flx_z, x €2, +00)

apiimkamix =2,y = 0.
6.145. Spocitejte délku jedné vétve prosté cykloidy pfi poloméru zaddvajici kruznice r > 0, tj. délku
ktivky

f@)=r(—sint), g()=r(—cost), tel0,2m].
6.146. Urcete délku grafu funkce f(x) = In (cos x) na intervalu [0, a], pficemZz 0 < a < 7 /2.

6.147. Vypoctéte délku grafu funkce
coshx = %
na intervalu [—1, 2].
6.148. Spoctéte délku s grafu funkce y = In (1 - x2) prox € [0, 1/2].
6.149. Stanovte objem V télesa vzniklého ota¢enim plochy ohrani¢ené grafy funkci f(x) = 2x — x>
a g(x) = 0 kolem osy x.

6.150. Vypocitejte objem télesa vymezeného eliptickym paraboloidem
z= % + 4
arovinou z = 1.

6.151. Uréete objem t&lesa ohrani¢eného plochou, kterd vznikne rotaci k¥ivky xy + 1 = x2 + y?
okolo x-ové osy.

6.152. Pomoci urcitého integralu odvodte vzorce pro objem V a obsah plasté S rotaéniho komolého
kuzele s podstavami o polomérech r; a r, a vyskou v.

6.153. Vypoctéte obsah plasté rotacniho télesa vzniklého rotaci kolem osy x plochy ohrani¢ené grafem
funkce y = % osou x a piimkou x = 2.

6.154. Stanovte obsah plochy, ktera vznikne ota¢enim ¢dsti kiivky y? = 2x vytaté piimkou 2x = 3
okolo x-ové osy.



Reseni cvi¢eni
2 p
6.5.1— Tz T o
6.6. Chyba nélezi do intervalu (0, 1/200).
6.7.1 —3x + 27—4x4' nad te¢nou.
1 2"
66555

6.9. 3000 & (x — 1" 32 M2 xm.
6.10. f(x) = x,x € R; ano.

6.11. Nikoli.
iy
6.12. 32, (2n)' x?
6.13.(a) 1 — J= 4 I (b) § — s

=) 1 2n+1
6.14. 3,2, @Dt X L

6.15. y = arctg x.
6.16. Pravé pro x € (—%, %) je

n=0

6.24.

i 2n—1 )

(7 1)7! X n R
!

= 2n)!
konverguje pro libovolné redlné x.
6.25.

00 92n—
—1 n+1 2n’
Z;( TR

konverguje pro libovolné redlné x.
6.26.

0 3(—1)nt!
ORI
n=1

konverguje pro x € (—1, 1).

6.50. %ln(x2 +2x +2) — %ln(x2 +x4+ 1)+ %\@arctan ((2X+31)“/§) + C.

6.73. %ln(x2 +2x +2) — %ln(x2 +x4+ 1)+ %x@arctan ((2x+31)“/§) + C.

1 2+In(2)
675 3in (3h3).

6.76. — — Z1n(2).
b s s
6.78. 1 — q975 + jora-
6.79. Chyba ndlezi do intervalu (0, 1/200).
6.80.1 —3x + 27—4x4; nad tecnou.
6.81. 1300 ) Zxm.
6.82. 320 i (v = )" 202 B2 "
6.83. f(x) = x,x € R; ano.

6.84. Nikoli.
Iy
6.85. 302 G X7,
4
6.86. (a) | — 75— + s (0) 5 — 5hs.



00 1 2n+1
6.87. 2 020 @t X L

6.88. y = arctg x.
6.89. Pravé pro x € (—%, %) je

1 1> 2"
— ) n
5+2x_52(5)x‘

6.90. (a) v(0) = 6m/s; (b)t =35s,5(3) = 16m; (c) v(4) = —2m/s,a(4) = -2 m/sz.
6.91.4m x 4m x 2m.

6.92.28 =24 + 4.

6.93.a=1.

6.94.2/5r.

6.95. Jedna se o ¢tverec (s délkou strany c).

6.96.v = 4R r = 22R.

6.97. Nejvatsi obsah /3 02/36 md rovnostranny trojihelnik.
6.98.[2, —1/2], [-2. —1/2].

6.99. v =2r.

6.100.4 (e —e™Y).

6.101.32/3.

6.102. S =1n4 —1/2.

6.103.192/5.

6.104. (r +2/3) ku 37 — 2/3).
6.105. /2.

6.106. Priblizné za 3 hodiny.

6.107.5 = 21n2.

6.108. 8r.

6.109. 5 In HESIne — 1 (tg (4 + 7).

1—sina
6.110. (2 +e—e2—e71) /2.
6.111.5s =In3 —1/2.
6.112.V = 161 /15.

6.113.27.
6.114. 87 /3.

6.115.V = smv(rP+rira+r2); S =m(r + VU2 + (2 — )2
6.116. 27t (v/33 — 1)/9.

6.117. 147 /3.

6.118.4 (e —e™l).

6.119.32/3.

6.120. S =1n4 —1/2.

6.121.192/5.

6.122. (r 4 2/3) ku 3m — 2/3).
6.123.7/2.

6.124. Priblizné za 3 hodiny.

6.125.5 = 2In2.

6.126. 8r.

6.127. 1 In HE0L — 1y (tg (4 + T)).

6.128. (2 +e—e2—e7l) /2.




6.129.s =1n3 — 1/2.
6.130.V = 167/15.
6.131.27.
6.132.87/3.

6.133.V = %J‘rv (rl2 +rir +r22); S=m@r1 +r)Vv2+ (rh —r)

6.134. 21 (v/33 — 1)/9.

6.135. 147 /3.

6.136. (a) v(0) = 6m/s; (b)t =3s,5(3) = 16m; (¢c) v(4) = —2m/s,a(4) = —2m/52.
6.]37.4(6—671).

6.138.32/3.
6.139.5 =1In4 — 1/2.
6.140.192/5.

6.141. ( +2/3) ku B —2/3).
6.142.7/2.

6.143. PribliZzné€ za 3 hodiny.
6.144.8 = 5 1In2.

6.145. 8r.

6.146. 5 In HSne — 1y (1g (4 +
6.147. (62 +e—e?— efl) /2.
6.148.s =In3 —1/2.

6.149.V = 167 /15.

6.150. 2m.

6.151. 87/3.

6.152.V = %J‘rv (rF+rira+r3): S = m(ry + )V + (2 — )™

6.153. 2w (/53 — 1)/9.
6.154. 147 /3.
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7.1. V prostoru redlnych funkei na intervalu (1, 2), je dan vektorovy
podprostor (x2, 1/x). Dopliite funkci 1/x na jeho ortogonalni bazi (tzn.
funkce % bude jednim z prvkl dané bdze) a urcete kolmou projekci
funkce x na tento podprostor (ve skaldrnim sou¢inu uvaZzovaném na
prednésce).

7.2.2. UrCete konvoluci f; * f, funkei

o= l1—x prox e (=2,1)
r= 0 jinak

f2

1 prox € (0,1)
0 jinak

7.3. Naleznéte Fourierovu transformaci F(f) = f funkce

f(@)=sgnt, te(-1,1); f)=0, teR~(-1,1),
t. f(0)=0, f(t) =1prot € (0,1)a f(t) =—1prot € (—1,0).
Reseni. Fourierova transformace uvedené funkce je

FH) == [ fOe ™ dt =

|
—L [sgnt (cos (wt) — i sin (wt)) dt.
x)

ProtoZe soucin dvou lichych funkci je suda funkce, soucin sudé a liché
je lichd funkce a protoZe integrél liché funkce pres interval [—1, 1] je
0 (pokud tento integral existuje) a integrdl sudé funkce pfes interval
[—1, 1] je roven dvojndsobku integrdlu pres [0, 1], dostdvame ddle

1

1 ) ‘
F(NHw) = 7= [ —isin(or) di = - [cos:)ww]o :i\/%%,
0

Kdybychom piimo vyuzili zndmé vyjadfeni Fourierovy transfor-
mace liché funkce f, snadnéji bychom obdrZeli

Neza Nez3

i 2 cosw—1
T o

o] 1
F(f)w) =2 [ f() sin(wt) dt = 2 [sin(wt) dt =--- =
0 0

O
7.4. Popiste Fourierovu transformaci F( f) funkce
f)y=e“, teR,
kde a > 0.
ReSeni. Nasim dkolem je vypoditat
o0
N —ar® o—iot
F(f)w) = E_Le e " dt.
7{”2

Derivovani (podle w) a poté uziti metody per partes (pro F' = —ite™*",
G =e ') ddvd
o0
(F(P@) =F= [ —ite™ el dr =
—00
[o.¢]

. i —arli . P a2 i(—i a2
1 (the at’—iot _ lip L e—at’—ior _ f i( l(u)eatezwtdt):

V2 Do 2a 00 2a - 2a
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o0
; . Y ; . — a2
#(Lhme‘”—% lim e — [

Var \ 24 1 Siso 4 f——c0

—at® —i
%eai‘elwtdl‘)z
a
—00

-2 (ﬁ _(j)‘o emat? giot dt) =—£ F(N).

Hledejme proto funkce y(w) = F(f)(w), které vyhovuji diferen-
cidln{ rovnici
w

7.1 = ——y.
(7.1) y 2a”

Pii zdpisu y' = dy/dw je

dy . 1
=5y A4 sdy=—zdo,

neni-li funkce y rovna nule (zjevné y = 0 je feSenim (7.1)). Integrova-
nim dostdvame

2 . 2
In|y|=-% —In|C|, §. y=xle %,

pficemz C € R\ {0}. Zahrnutim nulového feSeni tak miizeme vyjadrit
vsechna feSeni diferencidlni rovnice (7.1) jako funkce

wZ
yw)=Ke %, KeR.

Dopliime urceni konstanty K, pro niz ziskdvdme pravé F(f)(w).
Pozdé&ji (v souvislosti s tzv. normdlnim rozdélenim ve statistickych

metodach) se dozvime, Ze
o0

[ e dx =7,

—00

z ¢ehoZ plyne

[ e dt = ﬁ [ e dx = %
o e
Plati proto
F(HO) == YT L jsoucasné F(HO)=Ke" =K.

V2 Ja T V2a
Celkem mame

F()w) = ek,

7.5. Stanovte funkci f, jejiz Fourierovou transformaci je funkce
r _ 1 sinw
floy=e oo

Reseni. Inverzni Fourierova transformace dava

00
1 si i
F) =& [ e ge =
—oo
. 0 00 |
sinw Liwt sinw Liwt
= J #22e da)—}-OfTe do ).
—00

JestliZe pouzijeme substituci, kdy nahradime —w za w v integrdlu pies
interval (—oo0, 0], ziskame

% : f .
F =4 (f%e*””’daw—j %e’m’d(u) _
0 0

5= [ [cos (wi) — i sin (i) + cos (wi) + i sin (w1)] do =
0

[3]

o
1 sin @
- of cos (wt) dw.



Poznamenejme, Ze predchozi vyjadfeni Ize obdrZet uz z toho, Ze funkce
y = % s maximdlnim defini¢nim oborem je sudd.

Pomoci identity
sinx - cos (xy) = % (sin [x(l + y)] + sin [x(l — y)]) , x,yeR,

kterd mj. vyplyva ze souctovych vzorcti (pro sinus), dostdvime
o0

. 0 .
f(l) — ﬁ (f sm[wi)lﬂ)] do + f sm[aui)lfr)J da)) .
0 0

Substituce v = w (1 + 1), v = w (1 — ) potom ddvaji

f(z)=§<j’si;“du—j‘m7“du):0, 1> 1;
0

0

f) =5 (f S’E”du—i—fs‘“T“dv) =1 [ Maqu, re(-1,1);
0 0 0

00 00
f(r):ﬁ(—j“;‘—,"dujtf%dv):o, t<—1.
0 0

Dokézali jsme tak, Ze funkce f je nulovd pro |#| > 1 a konstantn{
(nutné nenulovad) pro |#| < 1. (Po celou dobu pfedpokladdme, Ze
inverzni Fourierova transformace existuje.)
Urc¢eme funkéni hodnotu f(0). Pro funkci
g)y=1, |tl<1 g()y=0, |r]>1
plati

1 1 .
F(@) ) = 7= fle’iw’dt = J%({cos (i) di = Z=se,

Odtud plyne, Ze f(0) = g(0)/2 = 1/2. Jesté vyzdvihnéme vycisleni
integralu

00 .

S du = 3,

0
které jsme rovnéz obdrzeli. O

7.6. Vyfeste integralni rovnici

oo

Jf@)sin(xt) di =e™*, x>0

0
pro nezndmou funkci f.
Reseni. Pokud ob& strany rovnice vyndsobime &islem /2/7, obdrzime
na levé strané pravé sinovou Fourierovu transformaci. Staci tedy apli-
kovat na rovnici inverzni transformaci. Takto dostaneme

f@) =2 [e*sin(xt) dx, t>0.
0

Dvojndsobnym pouZitim metody per partes pak lze spocitat

J e sin (x1) dx = £ [—sin (x1) — 1 cos (x1)] + C,

a tudiz je
o0
J e sin(xt) dx =
0

. e X . eo _ !
lim (1? [— sin (x1) — £ cos (xt)]) =

Resenfm rovnice je proto funkce
2
fO=2m t>0.



7.7. Naleznéte feSeni tzv. rovnice vedeni tepla (rovnice difuze)
u(x, 1) =a’u(x,t), xeR, t>0
splitujici poc¢ate¢ni podminku lirgl u(x,t) = f(x).
1—0+4

Poznamky: Symbolem u, = ‘;—‘; zde rozumime parcidlni derivaci
funkce u podle 7 (tj. derivujeme podle ¢, pficemZ x povaZujeme za
konstantni) a podobné u,, = ‘327‘; oznacuje druhou parcidlni derivaci
podle x (kdy dvakrat derivujeme podle x a na ¢t nahliZime pfi derivovani
jako na konstantu). Fyzikdln{ interpretaci tlohy je, Ze se snazime urcit
teplotu u(x, t) v tepelné izolované a homogenni ty¢i nekonecné délky
(rozsah proménné x), je-li ddna pocatecni teplota tyce funkei f. Ty¢ ma
konstantn{ priifez a teplo se v ni miiZe §ifit pouze vedenim. Koeficient
a? je pak roven podilu %, kde « je koeficient tepelné vodivosti, ¢ je

specifické teplo a o je hustota. Zvl4ste se tedy predpokladd, ze a® > 0.

Reseni. Na rovnici vedeni tepla aplikujeme Fourierovu transformaci

vzhledem k proménné x. Plati ov§em
o0

F (uy) (w, t) = \/% J ou(x,r)e v dx =

7 i '
—— [ u(x,t)eiov dx) ,
I
kde je derivovano podle ¢, tj. je
F () (o, 1) = (F ) (@, 1) = (F ), (w, 1).
Soucasné vime, Ze
f(a2 u”) (@, 1) = a> F (yy) (0, 1) = —a’0* F (u) (0, 1).

Pri oznaceni y(w, ) = F (1) (w, t) tak prechazime k rovnici

v =—d’o?y.

Podobnou diferencidlni rovnici jsme jiZ pfi pocitani Fourierovych trans-

formaci fesili, a tudiZ pro nés neni obtiZné stanovit vSechna jeji feSeni
2

y(w, 1) = K(w)e """, K(w) eR.
Zbyva urcit K (o). Transformace po¢atecni podminky ddva
F(f) (@) = lim F (u) (w,t) = lim y(w,t) = K(0)e’ = K (0),
t—>0+ t—>0+
a proto je
v, 1) = F(f) (e, K@) eR.

Nyni se pomocf inverzni Fourierovy transformace vrafme k pavodni
diferencidlni rovnici s feSenim

u(x,t) = \/% [y, ) e do =
—00

o0

2= [ F)(@e o e do =

[o¢]

*=J (ﬁ I f(s)e—"des) e M el doy =

o0 o0
o Lro (o5 ] evremonan) as
—o0 —o00
Vypocitanim Fourierovy transformace F( f) funkce f (1) = ear?
pro a > 0 jsme pfi pieznaceni proménnych obdrzeli

o0

e i 2

\/%7 [ e e ”Pdpzﬁe w, ¢>0.
—00

Dle tohoto vztahu (uvazte ¢ = a’t > 0, p = w, r = s — x) plati



ves223ock

. F 20t —iw(s—x) 1 =0
o=@ W omlw(s=X) Jy — e daZt
V2r {o V242t oo
atedy
1 0 _(x—g)z
u(x, 1) = 3= J f(s)e a ds.

oo

7.8. Stanovte Laplaceovu transformaci £(f)(s) funkce

(@) f(t) =e";

(b) f(t) = c1eM" + cpe™,;

(c) f(t) = cos (br);

(d) f(1) = sin(br);

(e) f(t) = cosh (bt);

(f) f(t) = sinh (b1),
pfic¢emz hodnoty b € R a ¢, ¢; € C jsou libovolné a kladné s € R
je vétsi nez redlné Casti Cisel a, aj, a; € C arovnéZ je vétsi nez b ve
variantach (e) a (f).
ReSeni. Ptipad (a). Bezprostiedné z definice Laplaceovy transformace
plyne

00 9]
L(f)(s)=[eTe™dt= [e " dt =
0
. e*(sfﬂ)f eO _ 1
Hm (—(s—a)) T Sema T ar

Pfipad (b). Pomoci vysledku varianty (a) a linearity nevlastniho
integrdlu dostdvdme

00 00
,C (f) (S) =c j‘ealt e—xt dt + ¢ j eazt e—st dt = cl + (%]
0 0

s—aj s—an "
Piipad (c). ProtoZe
cos (bt) = 1 (e + e,
2

volba c; = 1/2 = ¢, a) = ib, a = —ib v ptedchozi varianté jiz dava
o0
_ 1 .ibt 1 .—ibt —st _ 1 1 _ s
L)) = ({ (Ee e ) edr = 35— T 65w = T

Piipady (d), (e), (f). Analogicky volby
d) ey =—=i/2,¢c,=1i/2,ay =ib,a, = —ib;
e c=1/2=cy a1 =b,a = —b;
(f) cl = 1/2, C) = —1/2,611 = b, ay; = —b
vedou na
(@ L) () = 225
(& L)) =35
) L) () = 525

7.9. Pomoci vzorce
(72) L(f) @) =5 L)) = lim £0)

odvodte Laplaceovy transformace funkci y = cost ay = sint.

ReSeni. Nejprve si uvédomme, Ze z (7.2) plyne



L) =sL(f) ()= lim f1() =
s (sl: (f)(s) — lim f(t)) — lim f'(t) =
t—0+ t—0+
S2L(f) () —s lim f(z) — lim f/(z).
t—0+ 1—0+
Plati tedy

—L (sint) (s) = L(—sint) (s) = L ((sin t)”) (s) =

s2L (sint) (s) — s lim sinz — lim cost = sL (sint) (s) — 1,
t—0+ 1—0+

odkud dostdvame
—L (sint) (s) = s2L (sint) (s) — 1, tj. L(sint) (s) = ﬁ.
Nyni uzitim vzorce (7.2) snadno ur¢ime

L (cost) (s) = L ((sin?)’) (s) =s ﬁ — tgr(gr sint = .

O

7.10. Pros > —1 spoctéte Laplaceovu transformaci £ (g) (s) funkce
gty =re™’
apros > 1 Laplaceovu transformaci £ (k) (s) funkce
h(t) = tsinht.

Reseni. Uzitim metody per partes ziskdvame

oo \ —G+D

o0 o0
L s)= [tete ™ dt = [te D dt = lim (L&) —0—
8
0 0 !
o0
e—(s+1)z _ . e—(s+1)1 _ e0 _ 1
of o 4t = (,1320 (s+1)? (s+1)2) D
Derivovani Laplaceovy transformace obecné funkce — f (tj. ne-
vlastniho integrdlu) podle parametru s dava

(f —fe df) =[—f@) () di=[1f(@) e dr.
0 0 0

To znamen4, Ze derivace Laplaceovy transformace £(— f)(s) je La-
placeova transformace funkce #f (). Laplaceovu transformaci funkce
y = sinht jsme ale dfive urcili jako funkci y = S,%] Proto plati

L) =(-74) = 2

Pov§imnéme si, Ze timto zptisobem jsme rovnéz mohli urcit £ (g) (s).
]

7.11. Najdéte funkci y, kterd vyhovuje diferencidln{ rovnici
y'(t) =cos (mwt) — y(t), t € (0,+00)
a pocdtecnim podminkdm y(0) = ¢y, y'(0) = c;.
ReSeni. Nejdiive podotknéme, e z teorie oby&ejnych diferencidlnich
rovnic vyplyvd, Ze tloha m4 pravé jedno feSeni. Ddle pfipomerime

L(f) () =L () = lim f@) — lim f'(0)
=0+ =0+

L (cos (bt)) (s) = ﬁ, beR.

Aplikovani Laplaceovy transformace na zadanou diferencidlni rovnici
proto ddvd

SPLY) (5) = se1 = 2= g — L () (),

52472
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tj.
(7.3) L) (s)=

N 4 c1S + )
(s2+1)(s2+712) s24+1 241

Staci tudiz najit funkci y spliiujici (7.3). Rozkladem na parcidlni zlomky
ziskdvame
s 1 (L _ L)
(s24+1) (s2472) — 72—1 \s2+1 2472 )"
Z vyse uvedeného vyjadieni £ (cos (bt)) (s) a dfive dokazaného
L (sint) (s) = =

s2+1

tak jiz dostdvame hledané feseni

y(t) = ﬁ (cost — cos (1t)) + ¢y cost + ¢, sint.

7.12. Vyfeste soustavu diferencidlnich rovnic

X" +x'(1) = yO)—y" O +e',  x'O+2x@1) = —y@O)+y () +e”

pfi poédtenich podminkdch x(0) = 0, y(0) = 0,x’(0) = 1, y'(0) = 0.

ReSeni. Opét aplikujeme Laplaceovu transformaci. Tim s vyuZitim
L(e*) () = =1

pfevedeme prvni rovnici na

2L (x) (s) — s lim x(¢) — lim x’(¢) +sL (x) (s) — lim x(t) =
=0+ =0+ =0+

L(y)(s)— (s2£ (») (s) — s lim y(r) — lim y'(t)) + L
t—0+ t—0+ b
a druhou potom na
SL@) () = lim x(1) +2£ () (5) =

—LO) () 4L ) ()~ lim y(0) + .

Vy¢islime-li limity (dle pocate¢nich podminek), obdrZime linedrni
rovnice

S2L(X) () = L4+ sL(x)(s) = L) (s) — 2L () (s) + ﬁ

SL(x) (5) + 2L (x) () = =L (y) (8) +5L () (8) + 5

s+l
s pravé jednim feSenim
— _ 2s=1 _ 3
LOO =550m LOO =5
Opét si pomiiZeme rozkladem na parcidlni zlomky se ziskem

13 1 _3_ 111
LX) () =5577+73 GHDZ 8 s+ T 4 5112 tiveg

Nebot jiz difve jsme vypocitali
L(te™)(s) = <5+11>2’ L (sinh7) (s) = 5,
L (tsinht) (s) = —2

(52_])21

dostdvdme

x(t)=3te” + {sinht, y(t) = 2sinht.
Ctendf miize sam ovéfit, Ze tyto funkce x a y jsou skuteén& hledanym
feSenim. Ovéfeni vSak diirazné doporucujeme provést (napf. z toho

diivodu, Ze Laplaceovy transformace funkci y = e’, y = sinhtay =
t sinh ¢ jsme ziskali pouze pro s > 1). O



7.13. Diskrétni kosinova transformace. Zakladem JPEG komprese
dat je tzv. diskrétni kosinovd transformace. Ta je ddna ortogondlni
matici C definovanou ndsledovné

k-1 - Drm

Cp = Qg cos | ——
2n

kde ay; = ﬁ oy = \/g prol > 1. Vektor reprezentujici data pak orto-
gondlné rozloZime a nekteré bazové vektory (slopce matice C ) vypus-
time. Tim je provedena redukce dat s rozumnou aproximaci ptivodnich
dat. Zpétna transformace je jednoduchd. ProtoZe je C ortogonalni, je
ddna ndsobenim transponovanou matici.

1 1
¥ ¥ _ . : 1 ys
Ukazte, Zze pro n = 2 je matice C rovna 7 (] _]) a ze je

ortogondlni. Spocitejte ortogondlni rozklad vektoru (3, 4) vzhledem k

2 Xz

bézi tvofené sloupci matice a urcete vlastni ¢isla a vlastni vektory.
Pocitejme

(1 1 1 1 1(2 0
T _ _ I —
cer=3 (i H)-( ) =20 9)=r

Matice C je tedy ortogondlni a jeji sloupce tvori ortonormdlni bazi
el = (%, %), e = (%, —%). Koeficienty ortogondlniho rozkladu
vektoru u = (3, 4) dostaneme jednoduse pouZitim transponované ma-

tice
()0 -50)

Ortogondlni rozklad m4 tedy ndsledujici tvar

1 1
(3) _ T (F)- L (=
4 V2 VA V2 -5
1 . : 1 1 1 _
Charakteristicky polynom matice C je (A + ﬁ)()‘ - ﬁ) —3=0

avlastni ¢isla jsou tedy A; » = %1 (jind ani ortogondlni matice nemiize
mit). Pfislu§né vlastni vektory jsou urceny po fad€ rovnicemi

(5= Dx+5y=0, (5+Dx+5y=0
a jsou to tedy napiiklad vektory (%, 1- %), (%, —1- %) (které

jsou automaticky ortogondln{). Pozn. nakreslete si obrazek, jak piisobi
na vektor v roviné zobrazen{ urcené matici A.

7.14. Diskrétni kosinova transformace 2. UkaZte, Ze symetrickd

o1 ... 00
10 ... 00
matice % : | ma vlastni hodnoty A; = cos ¢, kde
00 0 1
0 0 1 0
sin ¢y
sin 2¢;
@ = n’f] s 1 <1 < n aze piislusné vlastni vektory ngrl .
sinngy

tvofi ortonormalni bazi.



Nejprve spocitdme, ¢emu je rovna k-td slozka vektoru

01 ...00 _
10 O

1\/T ) ) sin 2¢;
E 1 N N :
"o 0 0 .

00 ... 10 ner

Pouzitim souctového vzorce pro sinus dostdvame

1 2 )
5\/:(sin(k — Doy +sintk + 1)) = \/:sin ke cos ¢y,

takZe dany vektor je opravdu vlastni vektor s vlastni hodnotou cos ¢;.
ProtoZe mame n riiznych vlastnich ¢isel (coZ je dimenze), tvori tyto
vlastni vektory bdzi. Nyni zbyva ovéfit, Ze vlastni vektory jsou ortogo-
ndlni a normované.




Reseni cvi¢eni
7.0, (L, x2 = 3) projekee 2 + £ (x2 - 3).
7.2.
t—5 44 prore(-2,—1)
I—t+1 prore(-1,1)

242 prore(l,2)
0 jinak

fix () =



