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Vzdalenost funkci
®00

Pro pevny interval | = [a, b], konecny nebo nekone¢ny, definujeme
kvadrat vzdalenosti funkci na / takto:

I —gll? = /f ()P dx

Samoziejmé je tfeba pfedpokladat, ze tento Riemannilv integral
existuje. Velikost ||f|| funkce f je pak jeji vzdalenost od funkce
nulové, tj.

b
nﬂﬁz/ﬂmﬁw.

Funguje dobfe pro mnozinu S = S|a, b] omezenych a po Castech
spojitych realnych funkci na /.
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Vidéli jsme, ze S je vektorovy prostor a snadno se ovéfi, ze nami
pravé uvazovana velikost je odvozena z dobfe definovaného
skalarniho soucinu, tj. symetrického bilinearniho zobrazeni

b
(Fg) = / F(x)g(x) d,

s prislusnymi vlastnostmi.

V koneénérozmérném pfipadé jsme takto definovali velikost
vektord. Nyni je to naprosto stejné a pokud z(izime nasi definici na
vektorovy prostor generovany nad realnymi Cisly jen konec¢né mnoha
funkcemi fi, ..., fx, dostaneme opét dobfe definovany skalarni
soucin na tomto kone¢nérozmérném vektorovém podprostoru.
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Mame-li generatory g; s vlastnosti

0 proi#j
(8. 85) = . o
pro i =j

hovofime o tzv. ortonormalni bazi (pracujeme také s
ortogonalnimi).

Grammova—-Schmidtova ortogonalizace vytvofi z libovolného
spocetného systému generatorl f; nové ortogonalni generatory g;
téhoz prostoru, tj. (gj, gj) = 0 pro viechny i # j. Spocteme je
postupné: g3 = f a formulemi

(foy1,8i)

1

pro £ > 1.
Prikladem jsou nap¥. ortogonalni polynomy.



Ortogonalni systémy
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Pfipomenme si vyhody, které ortonormalni baze podprostorii mély
pro konecnérozmérné vektorové prostory. Miizeme pokracovat v
prikladu Legendreovych polynomii hy, hy a hs, které generuji Ry[x]
a uvazovat tfeba V = R [x] jakozto funkce na intervalu [0, 1]. Pro
libovolny polynom h € V bude funkce

H= <h7 h1>h1 + <h7 h2>h2 + <h7 h3>h3

jednoznaéné urcenou funkci, kterd minimalizuje vzdalenost ||h — H]|
mezi vemi funkcemi v Ra[x].

Koeficienty pro nejlepsi aproximaci zadané funkce pomoci funkce z
vybraného podprostoru je mozné tedy ziskat prosté integraci. Stejné
tak ale tato formule zada nejlepsi aproximaci polynomem nejvyse
druhého stupné pro libovolnou funkci h € S[a, b] ve smyslu nasi
vzdalenosti funkci na tomto prostoru.



Posledni pfiklad podbizi zobecnéni — co se stane, kdyz zvolime
aplné libovolny spocetny systém linearné nezavislych funkci v S
takovy, Ze kazdé dvé rtizné z nich maji nulovy skalarni souéin?
Takovému systému funkci na intervalu / fikime ortogonalni
systém funkci. Jestlize jsou vsechny funkce f, v posloupnosti po
dvou ortogonalni a zaroven je pro viechna n velikost ||| = 1
normovana, hovofime o ortonormalnim systému funkci.

Necht tedy tvori posloupnost funci f, ortogonalni systém po
Castech spojitych funkci na intervalu | = [a, b] a predpokladejme,
ze pro konstanty ¢, konverguje fada

F(x) = i cnf
n=1

stejnomérné na /. Pak snadno vyjadiime skalarni soucin (F, f,) po
jednotlivych séitancich:

o0 b
(Fifay=>" cm/ Fin(X)Fa(x) dx = ¢, Fll>.
m=1 a
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Mame tedy tuseni, v jakou priblizné odpovéd je mozné doufat, a
docela prehledné nam ji skutecné dava nasledujici véta:

Theorem

Necht f,, n=1,2,..., je ortogonalni posloupnost funkci
Riemannovsky integrovatelnych na | = [a, b] a necht g je libovolna
funkce Riemannovsky integrovatelna v kvadratu na |. Oznaéme

b
e = ]| 2 / fu(x)e(x) d.

(1) Pro libovolné pevné n € N ma ze vsech linearnich kombinaci
funkci fy, ..., f, nejmensi vzdalenost od g vyraz

h, = Zn: cifi(x).
i=1
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Theorem (pokracovani)

(2) Rada cisel S°° , c2||f,||? vZdy konverguje a plati

n=1*n

o
Y cllfall? < llgl®.

n=1

(3) Vzdalenost g od castecnych souctii s, = Zﬁzl Cnfn jde v limité
k nule, tj.

lim |lg — s[> =0,
k—o00

tehdy a jen tehdy, kdyz

oo
> alfall® = llgll*.
n=1
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Jesté nez se pustime do ditkazu, zkusime |Iépe porozumét vyznamu
jednotlivych tvrzeni této véty.

Nas ortogonalni systém funci je libovolny, nemiizeme ocekavat, ze
|ze dobfe aproximovat jakoukoliv funkci pomoci linearnich
kombinaci funkci f;. Napf. kdyz se omezime u ortogonalnich
polynom( pouze na sudé stupné, urcité budeme dobfe aproximovat
pouze sudé funkce.

Nicméné hned prvni tvrzeni nam fika, ze vzdycky budeme
dosahovat nejlepsi mozné aproximace ¢astec¢nymi soucty.
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Druhé a treti tvrzeni pak miizeme vnimat jako analogii ke kolmym
primétiim do podprostori vyjadfenych pomoci soufadnic.
Skuteéné vidime, ze pokud pro nasi funkci g bodové konverguje
fada F(x) = > cafa(x), pak je funkce F(x) kolmym pramétem
g do vektorového podprostoru vsech takovychto fad.

Zaroven ale naSe véta nerika, ze by Castecné souty uvazované fady
musely bodové konvergovat k n&jaké funkci. Tj. fada F(x) nemusi
byt obecné konvergentni ani v pripadé, kdy nastane rovnost v (3).
Pokud ale napf. existuje kone¢na hodnota Y 77 ; |ci| a viechny
funkce f, jsou stejnomérné omezené na /, pak zfejmé fada F(x)
konverguje v kazdém x.
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Diikaz véty:
Zvolme libovolnou linearni kombinaci f = Zﬁ:l anf, a spoctéme
jeji vzdalenost od g. Dostavame

k k
le =" anfall? = gl + S 1Fall2((cn — an)? — ).
n=1 n=1

Evidentné |ze posledni vyraz minimalizovat pravé volbou a, = ¢, a
tim je prvni tvrzeni dokazano.
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Dosazenim minimalizujici volby dostavame tzv. Besselovu identitu

k k
lg =D anfal® = llgl® = D callfall®,
n=1 n=1

ze které okamzité diky nezapornosti levé strany vyplyva tzv.
Besselova nerovnost

k
> oallfall® < llgll*.
n=1

Tim je dokazano druhé tvrzeni, protoze kazda neklesajici a shora
omezena posloupnost realnych Cisel ma limitu (a je ji supremum
celé mnoziny hodnot prvkil posloupnosti).
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Jestlize v Besselové nerovnosti nastane rovnost, hovofime o tzv.
Parsevalove rovnosti. Pfimo z definic vyplyva nyni tvrzeni (3):

(3) Vzdalenost g od castecnych souctd sy = Zﬁzl Cnfn jde v limité
k nule, tj.

lim [lg —si[|* =0,

k—o00

tehdy a jen tehdy, kdyz

oo
> allfall® = llgll*.
n=1

Ortonogonalni systém funkci nazveme Gplny ortogonalni systém
na intervalu / = [a, b], jetlize plati Parsevalova rovnost pro kazdou
funkci g s kone€nou velikosti ||g|| na tomto intervalu.



Fourierovy rady
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Predchozi véta naznacuje, ze umime se spocetnymi ortogonalnimi
systémy f, funkci pracovat velice podobné jako s konecnymi
ortogonalnimi bazemi vektorovych prostord, jsou tu ale zasadni
rozdily:
@ Neni snadné fici, jak vypada cely prostor konvergentnich nebo
stejnomérné konvergentnich fad F(x) = > 02, cpfpn.
@ Pro danou integrovatelnou funkci umime najit jen nejlepsi
mozné priblizeni takovou fadou F(x).
V pripadé, ze misto ortonogonalniho systému f, mame systém
ortonormalni, jsou formulky ve vété o néco jednodussi, zadné dalsi
zlep3eni ale nenastane.
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Jako pékny priklad na integrovani Ize elementarnimi metodami
ovéfit, ze systém funkci

1, sinx, cosx, sin2x, cos2x, ..., sinnx, cosnx, ...

je ortogonalni systém na intervalu [—m, 7] (a také na kterémkoliv
jiném intervalu o délce 27).

Rady z predchozi véty odpovidajici tomuto systému nazyvame
Fourierovy rady. | v obecném pripadé diskutovaném vyse se nékdy
hovofi o obecnych Fourierovych fadach vzhledem k ortogonalnimu

systému funkci f,. Koeficienty ¢, se pak nazyvaji Fourierovy
koeficienty funkce f.
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Na intervalu [—m, 7] jsou velikosti vSech funkci kromé prvni vzdy
V7, prvni ma velikost V2. Lze dokazat, ze nas systém funkci je
aplnym ortogonalnim systémem, nebudeme to zde ale dokazovat.
Ve smyslu vzdalenosti funkci definované pomoci naseho skalarniho
soucinu proto budou Eastecné soucty Fourierovy fady F(x) pro
libovolnou funkci g(x) s konecnym integralem fab g(x)? dx, tj.

F(x) = % + Z(an cos(nx) + by sin(nx))

n=1

s koeficienty

ap = 1 /7r g(x)cos(nx) dx, b, = 7::/7; g(x)sin(nx) dx,

™ J—m

vzdy konvergovat k funkci g(x).



Z obecnéjsich avah Ize dovodit, ze z konvergence v tomto smyslu
vzdy vyplyva bodova konvergence Castecnych souctd ve skoro vsech
bodech x € I. Nebudeme zde ale ani vysvétlovat, co znamena
»skoro véechny", ani nebudeme takovy vysledek dokazovat.
Jako priklad uvedme Fourierovu fadu pro periodickou funkci
vzniklou zazenim Heavisideovy funkce na jednu periodu. Tj. nase
funkce g bude na intervalu [, 0] rovna —1 a na intervalu [0, 7]
bude rovna 1. Protoze jde o funkci lichou, jisté budou viechny
koeficienty u funkci cos(nx) nulové, a pro coeficienty u funkci
sin(nx) spocteme
b= [ gGosin(mx) de =2 [sin(m) ok = 2 (1 (-1)
== x)sin(nx) dx = — sin(nx) dx = —(1 — (—1)").
n _ﬂ,g T 0 nm
Vysledna Fourierova fada je tedy tvaru
4/ 1 . 1 .
g(x) = —{sin(x) + 3 sin(3x) + 5 sin(5x) + ...
T

a soucet jejich prvnich péti a prvnich padesati ¢leni je na
nasledujicich dvou obrazcich.
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Vsimnéme si, ze se zvysujicim se poctem Elent fady se vyrazné
spfeshuje aproximace s vyjimkou stale se zmen3ujiciho okoli bodu
nespojitosti, na némz je ale maximum odchylky stale zhruba stejné.
Je to obecna vlastnost Fourierovych rad, které se fika Gibbsav jev.
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Povsimnéme si také, ze v samotném bodé nespojitosti je hodnota
aproximujici funkce pravé v poloviné mezi limitami zprava a zleva
pro Heavisideovu funkci. Nelze ocekavat, ze by konvergence pro
funkce s body nespojitosti mohla byt stejnomérna (to by totiz g
musela byt coby stejnomérna limita spojitych funkci sama spojital).
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Bez podrobného ditkazu si uvedeme nasledujici vétu podavajici
uceleny obrazek o bodové konvergenci Fourierovych fad. Nejde o
nutné podminky konvergence a v literatufe Ize najit fadu jinych
formulaci. Tato je ale jednoducha a postihuje velké mnozstvi
uziteénych pfipada.



Fourierovy rady
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Theorem

Necht g je po ¢astech spojita a monotonni na intervalu [—m, ].
Pak jeji Fourierova fada F(x) konverguje na [—m, 7| a soucet je

@ roven hodnoté g(xp) v kazdém bodeé xy € [—m, x|, ve kterém
Je funkce g(x) spojita,
@ v kazdém bodé nespojitosti xy funkce g(x) roven

5 (m g00+ im ¢()

e —
X*)Xo X—)XO

@ v krajnich bodech intervalu [—m, | je roven

Pokud navic je g(x) spojita, periodicka s periodou 27 a vsude
existuje jeji po castech spojita derivace, pak konverguje jeji
Fourierova rada F(x) stejnomérné.
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Fourierovy fady a dal3i z nich vychazejici nastroje jsou vyuzivany ke
zpracovani riiznych signalt, obrazki apod. Povaha pouzitych
periodickych goniometrickych funkci a jejich prosté skalovani
pomoci zvétsujici se frekvence zaroven omezuji jejich pouzitelnost.
V mnoha oborech proto vyvstala pfirozena potreba nalézt Sikovnéjsi
aplné ortogonalni systémy funkci, které budou vychazet z
predpokladané povahy dat a které bude mozné efektivnéji
zpracovavat.
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Takovy systém se Ize napfiklad vytvofit volbou vhodné spojité
funkce 1) s kompaktnim nosi¢em, ze které sestrojime spocetné
mnoho funkci vjj, j, k € Z, pomoci dyadickych translaci a dilataci:

Pi(x) = 22D x — k).

Pokud tvar materské funkce 1) dobfe vystihuje mozné chovani dat,
a zaroven jeji potomci 1j, tvofi Gplny ortogonalni systém, pak se
zpravidla dobfe dafi konkrétni zpracovavany signal aproximovat
pomoci jen nékolika malo funkci.
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Nebudeme zde zachazet do podrobnosti, jde o mimoradné zivy
smér vyzkumu i zaklad komerénich aplikaci. Zajemce snadno najde
spoustu literatury. Na obrazku je ilustrovana tzv. Daubechies
matefska wavelet D4(x) a jeji dcera D4(273x — 1).
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Wavelety navic nejsou vitbec definovany jako funkce analyticky.
Misto toho jsou pouze tabelovany jejich hodnoty v dostate¢ném
rozliseni.



	Literatura
	Vzdálenost funkcí
	Ortogonální systémy
	Fourierovy rady
	Wavelety

