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ZACINAME

AR(p) proces znehodnoceny aditivnim bilym Sumem =

ARMA(p,p) proces;
ted’ bude ... periodicky signal + bily Ssum

x(nT,,) = 2.cos(2nf,T,,).x(nT,,-T,,) = X(nT,,-2T,,)

tento systém generuje signal
x(nT,,) = 2.cos(2nf,nT,,) pron =0

pokud jsou pocatecni podminky x(-1)=-1 a x(-2)=0




ZACINAME

obecng, signal skladajici se z p harmonickych slozek
splnuje diferencni rovnici

2p
X(nTvz) - _Zamx(nTvz - mTvz )’ (Q)
m=1
coz odpovida systému s prenosovou funkci
1

H(z) =—; (
1+>a,z"

)

e

(Polynom A(z)=1+5a.z™ ma 2p kofenu na jednotkovém kruhu
v mistech, ktera odpovidaji frekvencim harmonického signalu.)




PRINCIP

v prepokladejme periodicky signal + bily sum w(nT)
{E(lw(nT,,)*|)=0,°}
Y(nTvz) - X(nTvz) + W(nTvz)
po dosazeni za x(nT) z tohoto vztahu do (&) mame

2p
y(nT,)-w(nT,)=->a,[y(nT, -mT,,)-w(nT, -mT,,)]
m=1

2p 2p
Zamy(nTvz - mTvz) = Zamw(nTvz - mTvz )’ dg =1
m=0 m=0

coz predstavuje ARMA proces s identickymi AR i MA parametry
vi.a=w'a ()

y' =[y(nT,,), y(nT,,-T,,),...,y(nT,,-2pT,,)],

w' =[w(nT,,),w(nT,,-T,;),..,Ww(nT,,-2pT,,)],

a' =[1, ay,..., ay5-1,32,],




PRINCIP

¥ vynasobenim obou stran () vektorem y a

urcenim stredni hodnoty
E(y.y').a = E(y.w').a = E((x+w).wT').a
r.,.a=0+o,%a

(r,, — 0,%.I).a = 0 ... vlastni (charakteristicka) rovnice

0, je vlastni Cislo autokorelacni matice I, ;

a je vlastni vektor I, spojeny s vlastnim
cislem o,2;
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PISARENKOVA HARMONICKA DEKOMPOZICE

Méjme p nahodné fazove posunutych harmonickych
signalu s aditivnim bilym Sumem.
Hodnoty autokorelacni funkce jsou

p
Y,,(0) =05, +> P
i=1

P
Y,y (k) =) P.cos2nfkT,, kz0; P =A’/2je
- prumé&rny vykon i-té
sinusovky, A, je jeji
amplituda




PISARENKOVA HARMONICKA DEKOMPOZICE

v maticove

- cos2rf,T,, cos2rf,T,, .. cos2rf T, |[P | |v,(1)
cos2mnf, 2T, cos2nf,2T, .. cos2nf 2T, ||P,| |V, (2)
cos2mfpT,, cos2mf,pT,, .. cos2mfpl, ||P,| |V, (P)]

v zname-li frekvence f, 1<i<p, muzeme spocitat
vykon jednotlivych harmonickych slozek, misto

hodnot y,,(mT,,) pouzijeme odhady r,,(mT,,),
zname-li vykony, urcime rozptyl sumu

P
O-sv = ryy(O) _ZI:PI
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PISARENKOVA HARMONICKA DEKOMPOZICE

podle Pisarenka plati pro ARMA proces obsahujici p
harmonickych slozek v aditivnim biléem Sumu, ze
rozptyl 0,2 odpovida minimalnimu vlastnimu cislu
autokorelacni matice, pokud je rozmer
autokorelacni matice vetsi nebo roven

(2p+1) x (2p+1).

Potom pozadovany vektor koeficientd ARMA modelu
je dan vlastnim vektorem nalezejicim minimalnimu
vlastnimu cislu.

Frekvence f, i=1,...,p se urci resenim rovnice, dané
polozenim jmenovatele ve vztahu (£) rovno nule,
kde koeficienty a., jsou urceny vlastnim vektorem
spojenym s minimalnim vlastnim cislem.

W
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VLADIMIR FEDOROVICH PISARENKO

Ph.D.

Moskevska statni univerzita 1963
disertacni prace:

Matematickd klasifikace objektu

obor: Teorie pravdépodobnosti a
stochastické procesy

Skolitel: Roland Lvovich Dobrushin
Pisarenko, V. F. The retrieval of harmonics from a covariance

function Geophysics, J. Roy. Astron. Soc., vol. 33, pp. 347-
366, 1973.
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PISARENKOVA HARMONICKA DEKOMPOZICE

PRIKLAD

Predpokladejme hodnoty AKF vy, (0)=3,
Yyy(1)=1 a vy, (2)=0. Proces obsahuje jeden
harmonicky signal v bilém sumu. UrcCete
jeho frekvenci, vykon a rozptyl, tj. vykon
sumu.

Redeni:

autokorelacni matice je

Yy

3 10
R,=1 3 1
0 13
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PISARENKOVA HARMONICKA DEKOMPOZICE

PRIKLAD

jeji minimalni vlastni Cislo je rovno nejmensimu
korenu charakteristického polynomu

g(A) =

3=A
1
0

1
3-A
1

0
1
3-A

=(3=A) (N2 =6A+7)=0

}\1 — 3, )\2 —_ 3+'\/2, )\3 —_ 3"\/2 — O-WZ —_ )\min —_ 3"\/2
odpovidajici charakteristicky vektor ma slozky a,=1,

a,, a,, pro které plati

v2
1
0

1 0117 [o
J2 1 1a,;|=|0
1 «/E_az_ _O_
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PISARENKOVA HARMONICKA DEKOMPOZICE

PRIKLAD

resenim ziskame a; = -V2aa, =1
z2-v2+1=0

2, =L+ j%, z|=lz| =1 t. lefi na
2 2 jednotkoveé
kruznici
- 1 1
z =Ml = —+j— = fT,=1/8
1 \/E \/E 1- vz

vykon P,.cos(2nf;T,,) = V,,(1)=1=P; = V2,

proto A:\/27P1: 12

_ kontrola: 0,2 =,,(0) - P, = 3-V2, coz souhlasi s A,

W
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PISARENKOVA HARMONICKA DEKOMPOZICE

PRIKLAD

v zbyva urcit frekvence f, 1<i<p, - to vyzaduje

M

znalost vlastniho vektoru a pro vlastni cislo 0,,%;
protoze jsme si jiz uvedli, ze:

pro ARMA proces skladajici se z p sinusovek v
aditivhim bilém sumu je rozptyl 0,2 roven
nejmensimu vlastnimu cislu matice I, za
predpokladu, ze rozmer I, = (2p+1)x(2p+1)

pozadovany vektor koeficienti ARMA systému je
dan hodnotami vlastniho vektoru odpovidajicimu
nejmensimu vlastnimu c”:isljf frekvence f, 1<i<p,

pak odpovidaji kofenum polynomu, jehoz
koeficienty




PRONYHO METODY

Gaspard Clair
Francois Marie Riche,
Baron de Prony

(22.7.1755 - 29.7.1839)

zakony (rozuméjme funkce)
popisujici expanzi plynu lze
vyjadrit souctem exponencial

U

navrhnul metodu na
interpolaci namérenych

hodnot na zakladé
exponencialniho modelu

interpolacni funkce

Essai éxperimental et analytique: sur les
lois dilatabilité de fludes élastique et sur
celles de la force expansive de la vapuer de
Ialkool, a differentes températures. Journal
de I'Ecole Polytechnique, Floréal et Plairial,
an III (1795), vol 1, cahier 22, 24-76

W




PRONYHO METODY

predpokladejme, ze vzorky signalu neobsahuji sum a
7 .’ . 7 7 . 7,3 0
skladaji se z p exponencialnich signalu

P
x(nT,,)=> A.e*=, n=01..N-1
k=1

problém je urdit A, a s, z danych N vzorkd.

Potrebujeme nejméne 2p hodnot x(nT,,) — problém je
bohuzel nelinearni.

To co Prony vymyslel je, Ze vypocet A, a s, muze byt
vzajemne oddélen a realizovan resenim dvou
soustav linearnich rovnic + reseni polynomialni
rovnice.




PRONYHO METODY

p
x(nT,,)=> A.e*=, n=01..,N-1
k=1

A i s, jsou obecne komplexni a je-li x(nT,,) realnég,
pak

1 : : 1 N _ .
Ak.esknTVZ :E‘Ak‘ejq)k _e(0k+J%)nTvz +§‘Ak‘e Py e (Gk+10~)i<)nTvz —

= A, %" cos(wnT,, +®,), n=01...,N-1

protoze soucet komplexnich exponencial je homogennim

resenim linearni diferencni rovnice, tak musi takova diferencni
rovnice existovat

P
X(nT,;)= > bx(nT,, -mT,,), n=01..,N-1
k=1




PRONYHO METODY

pro koeficienty diferencni rovnice je

p+1 P
2 bz =[]z -e")
k=1 =

a to vSechno vede k definici tfi krokU Pronyho

metody:

1. konstrukce a reseni linearni soustavy rovnic pro

koeficienty b,;
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PRONYHO METODY

2. po uréeni koeficientt b, stanoveni kofenu rovnice

p
zP + Zbsz =0
k=1

k-ty kofen je roven e®
P
3. z definicni rovnice x(nT,)=> A.e*", n=01..N-1
k=1

pak muzeme definovat linedrni soustavu p rovnic, ze
které vypocitame amplitudy A,;

A TO JE ZAKLADNI MYSLENKA BARONA PRONYHO




PRONYHO METODY

z-transformace dané posloupnosti x(nT,,) je
N-1 p
X(z)=> > A,.e*"=z"
n=0 k=1
vymeénou souctl a sectenim geometrické fady je

sNT,, _-N

1-e z 7
J«z%:E A. =...
k:1 k 1 - eSkTVZ Z_’I

p P
A (1-e3NTe 27N) |‘| (1-e%"= 271
k=1 ji=1,j%k

L= - (01)

P
ﬂ (1-e%"= z7T)




PRONYHO METODY

X(z) lze tedy vyjadFit pomoci poméru dvou polynomu

ﬂz)z% (02)

srovnanim obou (0) vztahu lze Fici, ze B(z) je
polynom p-tého radu s koreny exp(s;T,,), exp(s,T,,),
vp €XP(SpT,);

P p
B(z)=1+) b,z = ﬂ (1-e%"= z7)
k=1 =

po zjednoduseni Citatele C(z) je polynom (N+p-1)-ho
radu definovaného

p—1 p—1
C(z) = ch.z"k + ZcN+k z~ N+
k=0 k=0




PRONYHO METODY

zatimco nektere koefcienty polynomu C(z)
(Cos - Cp-1 @ Cpy -y Cnpp-1) ZAViSi NA
neznamych amplitudach a polech (nebo
frekvencich), jine koeficienty c,, ..., ¢y = 0;

protoze X(z).B(z) = C(z), je v Casove oblasti
x(nT,,)0b, = c,,
COzZ znamena

n

P
x(nT,,)+> x(nT,, -kT,,)b, =c,, n=01.. N+p-1
k=1




PRONYHO METODY

rotoze dale jsou c,, ..., cy.; hulove, strednich N-
p N-1

rovnic pro nuloveé pravé strany lze vyjac

X(pT,,) x(pT,, = T,,) - x(0)
x(pT,, +T,) x(pT,,) x(T,,)

 X(NT,, =T,) x(NT,-=2T,) ... X(NT,+pT,-T,)]

Xf.b — 0

Fit

0
0

(1@)

kde i,j-ty prvek matice X je X¢;; = xX(pT,,+iT,,-iT,,),
i=1,2,.., N-p; j =1,2,..., p+1 a b=[1,by,by,..., b,]"

Je-li N=2p, pak mame prave dost rovnic k tomu urcit

b,,b,..., b

D"




PRONYHO METODY

Jakmile urcime b,, zname polynom
B(z)=1+ byz''+ b,z?+...+ b,z P

a resenim rovnice B(z)=0 dostaneme koreny
eXp(SlTvz)l eXp(SZTvz)l o/ eXp(SpTvz);-

Koeficienty A, jsou pak urcCeny resenim nasledujicich
p linearnich rovnic

P
ZAk.eSk”TVZ =x(nT,), n=01...p-1 (1)
k=1
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PRONYHO METODY

SUMARIZACE ALGORITMU

. vypocitat koeficienty b, z (1@);
. spocitat koreny polynomu B(z) a tak urcit

s,T s,T SpTyz .
e1vz,eZVZ,.",epVZ,

. urcit amplitudy A,,..., A, z rovnice (T );
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PRONYHO METODA NEJMENSICH CTVERCU

predpokladame signal + aditivni sum
Necht diskrétni funkce

P
Xo = Y bz, n=01..,N-1 (Y)
k=1

je modelem signalu, reprezentovaného nameérenymi
hodnotami Xg,..., Xy-1-

Hodnoty b,, z, jsou obecné komplexni

b, =A,.e!%

Zk — e(o-k +j2T[fk )TVZ

A, je amplituda, ®, pocCatecni faze, o, koeficient
tlumeni a f, frekvence oscilaci, T,, je vzorkovaci
perioda
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PRONYHO METODA NEJMENSICH CTVERCU

cilem je nalézt {A ,®,,0,,f.} a p takove, ze je
minimalizovana chyba

N-1
e=>»
n=0

2

Xn _Xn

je to té&Zce nelinearni problém nejmensich ¢tvercu,

ktery lze resit iteracné postupnym zlepSovanim
pocatecniho odhadu.

pokusme se aplikovat Pronyho postup, poskytujici
suboptimalni reseni, ktere sice nezarucuje nalezeni
globalniho minima, ale poskytuje dostatecne
prijatelné reseni




PRONYHO METODA NEJMENSICH CTVERCU

tedy jeste jednou a trochu jinak:

vztah (YY) predstavuje homogenni reseni linearni
diferencni rovnice s konstantnimi parametry.
Jakymi? To urcime!

definujme polynom
P P

W(z) = ﬂ (z-2,) :Zai.zp_i, ag =1
- =0

z ('Y) jeden zpusob jak vyjadFit odhad Xx,_, je

p
Xn-m = Y bs.zi™, pro0<n-m<N-1

s=1




PRONYHO METODA NEJMENSICH CTVERCU

vynasobenim a,, a sectenim pres poslednich p+1
V. O
soucinu

Ta nula plyne z toho, ze posledni suma je prave
hodnota polynomu W(z.), tj. pro jeden jeho koren.

U

p
Xn = _zam Xn-m

m=1




PRONYHO METODA NEJMENSICH CTVERCU

X, =X,+e, n=01..N-1
po dosazeni za X, je

m
Kdyz X,_m = Xq_m — € a co takhle Pisarenko?!

to nam poskytuje alternativni model (soucet exponencial +
aditivni sum) pomoci ARMA systéemu AR a MA parametry

na rozdil od Pisarenka nejsou koeficienty a, omezeny tak, aby
koreny mely jen jednotkovy modul (automaticky jen
harmonicke slozky)

W
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PRONYHO METODA NEJMENSICH CTVERCU

N-1
n n n 2 \"4 = 1 4 V 4
minimalizace Z‘en‘ vede k soustave nelinearnich
n=p
rovnic, proto alternativa (rozsirena Pronyho metoda):

kdy? 3
ye an:Zamen_m, p<ns<N-1

m=

0
p
Xn — _Zamxn—m tE€,

m=0

pak

to pak vede k minimalizaci ¢, = pouze AR model =
linearita (¢, je urcena MA procesem rizenym chybou
aproximace e,)

W
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PRONYHO METODA NEJMENSICH CTVERCU

e je rozdil mezi x. a jeho linearni predikci p-
tého radu, zatimco

e, je rozdil mezi x, a jeho exponencialni
aproximaci

rad p je uréen néjakym zpusobem pro uréeni
radu AR procesu (modelu)




PRONYHO METODA NEJMENSICH CTVERCU

urcime koeficienty a,, AR procesu = najdeme koreny
AR polynomu a problém se redukuje na reseni
soustavy linearnich rovnic s neznamymi koeficienty

by

b=x

kde | 1 1 1
|z oz, Z,
N-1 N-1 N-1

_Z1 22 ceooe Zp

minimalizace nejmensimi

vede na reseni

p=( " T Mk ()

e
X1

~

XN-1_
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PRONYHO METODA NEJMENSICH CTVERCU

pri feSeni pomuze, kdyz vime, Ze
O 0 |Y1 7 Yp
T EE 2| kdey; =

Vo1 0 Yep
parametry A, ®, a, a f, pak urcime
A =|b; |
® . = arctg(Imb,/Reb;)
a; =In|z |/T,,
f, = arctg(Imz,/Rez;)/2nT,,

(zi*.zj)N -1

*

Zi ZJ _1




PRONYHO METODA NEJMENSICH CTVERCU

Pronyho metoda uzitecna pri analyze

prechodnych dé&ju

omezime-li se na tlumené realné sinusovky, pak

P .
f((t) = ZAkeak|t|_eJ(2T[fkt+ch)

(%)

14 1 4 \'4 :1 \4 \'4 7
pro realne x(t) pozaéweme komplexne sdruzen,em

2T[fk’[+CDk) (2T|fkt+q)k) .

el a e’ ; | P
dale predpokladame, ze ' ot %

. . Y ..-""' "'-.
koeficienty tlumeni jsou = I\ T
zaporné, tj. exponencialy % W B - 2 i‘\ =y
jsou tlumene (je-li a=0, e ;=
jsou sinusovky tak jak maji S/

V4 - S
byt) ¥
e
§ Observation
,&_ } S Iinterval
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PRONYHO METODA NEJMENSICH CTVERCU

protoze vztah (%) ma v tom pfipadé konec¢nou energii, jeho
spektralni hustota je rovna FT tohoto vztahu

~ 2

X(f)

—~

Sprony (f) =

kde

3

p
20
X(f)= > A, exp(jOy)f X
; W +[en(f -t )F ]
spektrum je linedrn& Umérné energii, nikoliv jako u AR modeld,
kde je umérné (nelinearne) vykonu

|Ze prOdUkovat Spektra S ..e?"o..,. (tf), Energy Spectral Density
uzkymi Ci sirokymi laloky -
zavisi na koeficientech fioan.fisxpunks Smanay
tlumeni (Sirka pasma pro -
3dB je a/mt[Hz])
L ,
: FREQUENCY
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PRONYHO METODA NEJMENSICH CTVERCU

PROBLEMY

v pocet exponencial ~ rad AR systému - protoze je
tfeba urdit 2p parametrd, max. fad by mél byt
Py <N/2, zatimco u AR modelu je mozné p>N/2;

¥ pritomnost sumu ovliviuje presnost Pronyho
o
odhadu;

v O v (o) . v . . 7 .
¥ sum muze zpusobit, ze koeficienty tlumeni jsou
moc velké;
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PRONYHO METODA PRO VYPOCET
SPEKTRALNICH CAR

VYHODY OPROTI PISARENKOVI
¥ nejsou treba odhady autokorelacnich funkci;
v vyskytuje se méneé falesnych spektralnich
car diky moznému lepSimu odhadu radu (?);
v odhady frekvenci a vykonu maji mensi
chyby;
v jednodussi vypocet (dveé linearni soustavy +
nalezeni kofenu polynomu x vypocet
komplexnich vlastnich Cisel)

A JE TO!




