8. Vlastni vektory a vlastni hodnoty
linearnich transformaci

Pojmy: vlastni hodnota a vlastni vektor linearni transformace, cha-
rakteristicka matice, spektrum

1. Urcete vlastni hodnoty a vlastni vektory transformace 7, 1, (pro-
jekce na podprostor).

2-3. Urcete spektrum a vlastni vektory linearni transformace ¢, je-li
v bézi (eq, ..., e,) reprezentovana matici A. Ve vSech pfipadech uva-
zujte vektorovy prostor V,, nad R. Diskutujte diagonalizovatelnost.
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4. NEPOVINNE

Linearni transformace se nazyva idempotentni, jestlize f o f = f,
ukazte, Ze kazda idempotentni transformace je diagonalizovatelna a
miize mit pouze vlastni hodnoty 0 a 1.

Navod: Predpokladejte, ze vektor @ je vlastni vektor pfislusny néjaké vlastni
hodnoté a vyuzijte predpokladu (f(f(@)) = f(a@). Déle ukazte, ze jadro je tvo-
feno vlastnimi vektory piislusnymi vlastni hodnoté A = 0, ukazte, ze kazdy
vektor z obrazu Imf je vlastni vektor pfislusny hodnoté A = 1. Vyuzijte sku-
teCnosti, ze soucet hodnosti a defektu linearni transformace je roven celkové

dimenzi prostoru.

Linearni transformace se nazyva involuce, jestlize fo f = id, ukazte,
Ze involuce je diagonalizovatelna a miize mit pouze vlastni hodnoty
1 a-1. Uvedte néjaky priklad idempotentni transformace a involuce.



Navod: Pii urcovani vlastnich hodnot postupujte analogicky. Dale predpokla-

dejte, Ze systém (€

) resp. (€; ) tvoii bazi podprostoru vlastnich vektord prislus-
nych vlastni hodnoté +1 resp. —1. Uvazujte vektory () jako doplnéni téchto
systému na bazi celého prostoru. Ukazte, Ze kazdy vektor é+ f(€) resp. ¢— f(¢) je
vlastni a s vyuzitim této skutecnosi dokazte, ze ¢ je linearni kombinaci vektort
ze systému (&, ;).

5. Uvedte piiklad linedrni transformace na realném vektorovém pro-
storu, ktera

e nema zadnou vlastni hodnotu,
e nema zadny vlastni vektor,

e mi vlastni hodnotu, ale presto ji nelze reprezentovat v diago-
nalnim tvaru,

e ma pouze nulovou vlastni hodnotu, ale presto neni nulovou
transformaci,

e je v kazdé bazi reprezentovana diagonalni matici,

e pro kterou jsou vsechny vektory v daném prostoru jeji vlastni.

Domaci kol

VIII. Urcete vlastni hodnoty a vlastni vektory linedrnich transfor-
maci reprezentovanych v béazi (€1, €, €3) néasledujicimi maticemi a
o kazdé z nich rozhodnéte, zda je mozné ji reprezentovat v dia-
gonalnim tvaru. V kladném piipadé naleznéte matici prechodu od
puvodni baze k bazi, ve které je transformace reprezentovana dia-
gonalni matici (jakou?), je tato baze urcena jednozna¢né?
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