
Kolektivńı a kooperativńı jevy – zadáńı př́ıkladu na BEC

1. Numerické řešeńı Grossovy-Pitaevského rovnice

Pro přibližný popis kondenzátu slabě interaguj́ıćıch atomů v pasti lze použ́ıt Grossovu-Pitaevského
rovnici
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φ(r) = µφ(r) ,

která byla odvozena zahrnut́ım kontaktńı interakce V (r−r′) = gδ(r−r′) na úrovni přibĺıžeńı středńıho
pole. Interakčńı parametr g se obvykle vyjadřuje pomoćı rozptylové délky a jako
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m
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Vlnová funkce kondenzátu φ(r) splňuje normovaćı podmı́nku

∫

φ2(r) d3r = N ,

kde N je počet atomů v pasti a potenciál pasti Vext nabývá pro izotropńı harmonickou past tvaru
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Zavedeme charakteristickou délku aHO =
√

~/mωHO a převedeme GP rovnici do bezrozměrných veličin

ξ = r/aHO , φ̃ = φ/
√

Na3HO , µ̃ = µ/1
2~ωHO :

[

−∇
2
ξ + ξ2 + 8π

Na

aHO
φ̃2(ξ)

]

φ̃(ξ) = µ̃ φ̃(ξ) s normováńım

∫

φ̃2(ξ) d3ξ = 1 .

Parametr A = 8π(Na/aHO) má význam poměru interakčńı energie odhadnuté jako Eint ∝ gN(N/a3HO)
a kinetické energie neinteraguj́ıćıch boson̊u odhadnuté jako Ekin ∝ N 1

2~ωHO. Řešeńı GP rovnice od-

pov́ıdá vlnové funkci základńıho stavu a je tedy sféricky symetrické. Můžeme položit φ̃(ξ) = u(ξ)/ξ a
obdržet finálńı rovnici
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u(ξ) = µ̃ u(ξ) s okrajovými podmı́nkami u(0) = 0, u(∞) = 0 ,

jej́ıž řešeńı je třeba nalézt numericky. Vyřešte tuto rovnici pro parametr Na/aHO = 0, 1, 10 a 100 a
graficky znázorněte odpov́ıdaj́ıćı φ̃ v závislosti na ξ.

Poznámky k numerickému řešeńı:

Potenciál V = A φ̃2 vystupuj́ıćı v rovnici urč́ıme iteračńım postupem, v iteraci n+1 použijeme k výpočtu
V založený na φ̃ źıskané v iteraci n. Pro velké hodnoty A je nutné stabilizovat iteračńı postup tlumeńım
změn potenciálu podle předpisu V (n+1)

→ (1−λ)V (n)+λA(φ̃(n))2, kde horńı index znač́ı pořad́ı iterace
a λ je vhodně zvolené č́ıslo menš́ı než 1.
Jednou z možnost́ı, jak nalézt vlnovou funkci základńıho stavu pro daný potenciál ξ2 + Aφ̃2(ξ), je
použit́ı mř́ıže diskrétńıch bod̊u ξj = ξmaxj/n, j = 0 . . . n (s např. ξmax = 6, n = 300) a nahrazeńı druhé
derivace diferenćı −d2u/dξ2 ≈ (2uj−uj+1−uj−1)/(ξmax/n)

2. Řešeńı diferenciálńı rovnice se t́ım převede
na diagonalizaci tridiagonálńı matice reprezentuj́ıćı operátor −d2/dξ2 + ξ2 + A φ̃2(ξ) a vlnová funkce
základńıho stavu je obsažena ve vhodně normovaném vektoru př́ıslušej́ıćım nejnižš́ı vlastńı hodnotě.
Okrajové podmı́nky zohledńıme položeńım u0 = 0 a un = 0.


