Zaklady teorie grup, symetrie

“Krasa a sildeorie grupaplikované ve fyzice sgiva v transformaci mnoha slozitych
operaci symetrido jednoduché linearni algebry.”

» Definice grupy

o Priklad: grupa permutaé¢i(3)

* P(3) jako grupa symetrie rovnostranného trojuheli@ka
« DalSi (uziténal!) terminologie a vlastnosti

» Representacggdnotne a &inné zachazehi

o Charakteryyybér nejdilezitejSich vliastnos)i
* Bodove grupy gymetrie molekul a krysta)



Grupa

MnozinaG prvki A, B, ...s binarni operaciAB, nasobeni)
s nasledujicimi vlastnostmi:

1. AB G (uzawenost),

2. (AB)C=A(BC)(asociativnost),

3. G obsahujee takove, zeEA=AE=A pro kazdéA LG (E je jednotkovy prvek),
4. pro kazdé G existujeA! takove, ZeAA= ATA=E (Al je inverzni kA).

Poznamky:

Paradi uvedeni prvkje nedilezité.

Nasobeni nemusi byt komutativiNE=BA).
Pokud je, grupu ozriajeme jako Abelovskou.



Priklad grupy: permutace tri symbohi P(3)

3!=6 prvki (grupamarad6),

E=(123) A=(132) B=(321) C=(213) D=(312) F=(231)
znamena kormé pdadi ti symboli z vychoziho (123)
nasobeni znamena postupné permutdaymnboti: AD ... prvre D, pakA

Tabulka nasobeni
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P(3) jako nasobeni matic (3xB)fadek krat sloupec”)

E=(123) A=(132) B=(321)

1] [100][ 1] 1] [100]f 1] (3] [001] 1

2(=(010|| 2 3/={001f 2 2/=(010|| 2

3] |[001] 3 2| [010]| 3 1| |100| 3
C=(213) D=(312) F=(231)

57 010l 1] 3] [00 1] 1] 2] [010|[ 1]

11=1100]ll 2 100| 2 3|/=1001j 2

3| |001| 3 2| 1010] 3 1] [100]] 3
100][001 [ 00 001][100 [ 01

AD=|001|{100=| 010=B DA=|100|001=| 100=C
010/{01Q0 | 10 1010/[/01Q | 00



P(3) jako mnozina matic (2x2Mohou permutovatitobjekty?)

SRS

C:EF */_3} D:E{_l I‘Q’} F :1{1 “/_3}
2| /3 -1 2| -3 -1 2|43 1

AD{-loF{-lfs}_l 1 ¥3_
012|531 2[/3-1]



P(3) reprezentuje operace symetrie rovnostrannéahielnika grupaC,,

10
E=
01
-10
A=
01

zadna zmina

2~ 3, zrcadleni vX,2,(1,2

\ ¥ g=1 1 -3 1 3, zrcadleni v (2)
2| .3 -1

c=1 1 V3 1 2, zrcadleni v (%)
2| /3 -1
_y} p=1 1 V3] 123312,
X 2| -3 -1 rotace o /3 kolemz
= 1 _-1 ‘\/_3 11213_’213111
2|3 1 rotace o 4v3 kolemz




DalSi terminologie a vlastnosti

. RAdG: pcet jejich prvk; P(3) jetadu 6.

. Podgrupds: mnozina jejich prvk, tvorici grupu;

podgrupyP(3): (E), (E,A), (E.B), (E,O), (E,D.F).
Rad grupy je dlitelny fadem podgrupy.

. Radn prvku AOG: nejmensi hodnota pA&'=E;
v P(3),E jetfadu 1,A,B,Cjsouradu 2,D,F jsouiadu 3.

. PeriodaA]G je Abelovska podgrupd&(A, A ,...,A™), kden je radA; periody
P(3): (B), (E,A), (E,B), (E,O), (E,D,D)=(E, F,P) =(E,D,P.



pokraovani

5. Nechi S=(E,S;,S,,....§) je podgrupds a XUG. Pravy kosetS je mnozina EX,
SX,SX, ...5X), levy koset J(XE,X3,XS, ...X§). Koset nemusi byt grupa.
Koset bude podgrupdsijestlizeX[]S. Dva kosety dané grupy &wbsahuji
stejné prvky nebo nemaji zadny prvek spolfe
Priklady sP(3): Nech' S=(E,A). Prave koset$ jsou E,A)E= (E,A)A=(E,A,
coz je podgrupa, &A)B= (E,A)D= (B,D) a E,A)C= (E,A)F= (C,F) coz
podgrupy nejsou.

6. PrvekBOG se oznauje jakosdruzeny (konjugovanmAG, je-li B=XAX1, kde
X je libovolny prvekG. Je-liB konjugovany A aC je konjugovany 8, pakC
je konjugovany &\

7. Tridaje mnozina prvi které dostaneme z daného prnékgdruzenim.
Jednotkovy prvek je jedinotidou, ktera tvti podgrupu. VSechny prvkyitly
mayji stejnyrad. Abelovska grupa ma tolikid jako prvki. P(3) ma ti téidy: (E),
(A,B,Q, and D,F).



Pojem tidy je velmi dilezity; prowtime tidy grupyP(3):

ttida  (uzitény je pohled na inverzni prvkyi=A, B1=B, C1=C, D-'=F, F-1=D):
(E) trivialni, neb@® XEX'=E pro kazdéx G,

(A,B,Q prvkytadu 2, v tabulce séint ¢erveneé,

(D,F) prvkytadu 3, v tabulce s@ina zelenég;

je-li néktery ze sotinu ve sdruzeni mimaidu, zbyly ho “vraci”

right
left

E

E
E
A
B
C
D
F
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pokraovani

8. Podgrup® grupyG se znai jakosamosdruzeng@eboinvariantnj nebo
normaln), je-li

XNX1=N, kdeX je libovolny prvekG.

Samosdruzena podgrupa musi obsahovatiidige Prave a levé kosety

samosdruzené podgrupy jsou stejnée.c8ouprvka dvou pravych kosét
samosdruzené podgrupy fdalsi pravy koset.

Napriklad, (E,D,F) je samosdruzena podgri P(3), zatimcc (E,A), (E,B), (E,C)
nejsou; prave a levé kosety,D,FA=(A,C,B aA(E,D,F=(A,B,Q jsou stejne

souiny (A,C,B(E,D,F tvori pravy kosetA,B,0Q, sokiny (A,B,Q(A,B,Q tvori
pravy kosetlg,D,F).

9. Grupa bez samosdruzené podgrupy secopmgakoprosta



pokratovani

10. Faktorova grupgrupyG vychazi ze samosdruzené podgriypypako mnozina
jejich koset, neboli, kazdy koset povazujeme za prvek faktogmupy.
N je niekdy ozn&ovana jakanormalni dlitel.
VSechnattyii pravidla ndsobeni jsou sanitepre splrena:
1. Uzaenost: N X)(N;Y)=N;(XN, ) Y=N;(N,X) Y=(N;N,)(XY) pro X,YUG a
NI, NLGNGON, N =XN X
2. Asociativnost je splima neb@ plati pro vSechny prvké.
3. Jednotkovym prvkem faktoroveé grupy je koset bbgai ELIG.

4. Existuje inverzni prvek: X(N)(XIN)= (NX)(XIN)=NN=N.

11.Indexpodgrupy je celkovy peet koset.
Ré&d faktorové grupy je index samosdruzené podgrupy.



pokratovani

Napriklad, £=(E,D,F) je samosdruzena podgrupés),
A=(A,B,Q je jeji jediny (pravy i levy) koset.
& a A tvori (Abelovskou) faktorovou grupu s tabulkou ioui

E A
£ £ A
A A £

Tato grupa jezomorfni(ekvivalentni, s jedno-jednoz&r@ou korespondenci) s grupou
P(2) permutaci dvou objektnebo s podgrupamik(A), (E,B), (E,C) grupyP(3).



Teorie reprezentaci

Dvé grupy,G=(A,B,C,D,...)ag=(u,v,...), jsounomomorfnj existuje-li zobrazeni
(korespondencels do g, nagiklad,

A-u, (B,O 5v,...,
takové, ze
AB-uv, AC - uyv,...

Je-li zobrazeni jedna k jedn@dy G a g jsou stejné), tyto disgrupy jsou
izomorfni,

Napriklad zobrazeniP(3) doP(2),
(E,D,F =&, (AB,O - A

je homomorfismusKorespondence premutd grupyP(3) s grupou symetrie
rovnostranneho trojuhelnikaipomorfismus



Teorie reprezentaci

Homomorfismus nebo or isomorfismus grupys grupowtvercovych matic
ozna&ujeme jakaeprezentadb.

Ke kazdémwALG prifazujeme maticD(A) tak, zeD(AB)=D(A)D(B),
s obvyklym nasobenim maticirédek krat sloupec”).

Prikladem homomorfni reprezentace perndnfagrupyP(3) is je grupa dvou
jednorozndrnych matic [1], [-1]:

(E.D.FH) -[1], (AB.Q -[-1].

Tabulka sotiind této grupy matic je

[1] [-1]
[1] [1] [-1]
-1 [l [1]



Teorie reprezentaci

Jinou reprezentaci grui(3), kterou velmi snadno dostaneme je grupa seggtava
z jediné jednorozirné matice [1]:

(E,A,B,GD,F) -[1].

Tabulka sotini je

[1]
[1] [1]

Jednorozrérna reprezentace [1] je reprezentaci kterékoliv grup



Teorie reprezentaci

|lzomorfni reprezentaci permutd grupyP(3) je grupa nasledujicich Sesti
tridimenzionalnich matic:

(tyto matice permutuji prvky sloupcového vektombsyklym pravidlem na nasobeni matic)

100 100 001
D(E)=|010 D(A)={001 D(B)={010
001 010 100
010 001 010
D(C)=|100 D(D)={100 D(F)=|001
001 010 100




Teorie reprezentaci

Jinou izomorfni reprezentaci permiriagrupyP(3) je grupa nasledujicich Sesti
dvojroznernych matic:

(srovnat s fedchozi transformaci poloh vrcliabvnostranného trojuhelnika)

01 3 -1

-10 1 -3
D(E){lo} D(A){OJ D(B):%{ q

i 1 /3
D(C):%ﬁ/é\{_j D(D):%Llﬁ*/__j D(F)=%L§ 4 }



Teorie reprezentaci

Reprezentace jsou obeédvoreny maticemi s komplexnimi prvky.
Symbol * pouzivame pro komplexni sdruzehpro transpozici, symbol + pro

sdruzeni:

B dll 21 LI

| d11 d21
D' = d12 d22 SR

* *

D' =|d, d, ...|.

d, d, ...
D=|d,, d,..|,

Hermitovsk& matice je definovana pomodd™=D", orD*=D.

Unitarni matice pomoci D+*=D-,
Unitarni matice zachovavaji normu vektoru:
(DVv)*Dv = (v*D*)(Dv) = Vv*v, kde vje sloupcovy vektorny* je sdruzenyadkovy

vektor.

Dimenzionalitareprezentace je dimenzionalita jejich maticdgtsloupd aradki).



Teorie reprezentaci

Reprezentace nejsou jedéne. Jednoduchy #gob, jak ziskat novou reprezentaci je
vytvoreni matic nasledujicim apobem

D (A) O

D(A) = ,
o' D,

kdeD,(A) aD,, (A) jsou matice &akén— a m—dimenzionalni reprezentace,

a O je matice tvéené nxm nulam. Blokovy tvar matit D(A) nahde znamena, ze tyi
reducibini reprezentaobsahuje nejmé&ndv¢ reprezentace). Nulové matice
,0dd¢luji dvé reprezentace ve slozené matici.

Dale, pouzitibodobnostnfransformace
UD(A)U!
dava novou reprezentaci, oZznaanou jakcekvivalentni



Teorie reprezentaci

Jestlize gjaka podobnostni transformace vede k témuz blokov&aru matic,
ozna&ujeme reprezentaci jakeducibilnf v opa&ném gipack je ireducibilni Jinymi
slovy, ireducibilni reprezentace népe byt vyjadena pomoci reprezentaci mensi
dimenze.

GrupaP(3) ma ti ireducibilni reprezentace (dyedno- a jednu dvojrozénnou):

symbol rrégreeiggtjgée E A B C D F
M [1] [1] 1] 1] 1] 1
Iy [1] [-1] [-1] [-1] [1] [1]

10
/> 01

{'10} 1f1 /3] 1|1 V3| 1[a V3 1{-1 «/_3}
01 2{-@ -1} 2|J3 -1 2{—@ -J 2| V3 -1



Teorie reprezentaci

Priklad reducibilni reprezentadg, grupyP(3) je:

E A B
] - ] 10 0 O
1000 1000 01 0 0
r. 0100 0-100 L3
0010 00-10 005 —
0001 0001 N
- - ; 0022 =
" 2 2]

Ireducibilni reprezentace v ni obsazené se obwykdetji ve tvaru:
[o=T1+T+T,.



Teorie reprezentaci

Zvlastni dilezitost meziiiznymi reprezentacemi maji ty, které jsourmy
unitarnimi maticemi. Kazda reprezentabg4;), j=1,...n) s nenulovymi
determinanty rize byt givedena k unitarnimu tvaru pomoci podobnostni
transformace. Snadno to vidime pomoci Hermitovskicena

n
H =2 DD,
j=1
ktera miize bytdiagonalizovan unitarni transforma U vytvorenou z
ortonormalnich vlastnich vektioH:
H,=U “"HU.
VSechny prvky diagonalni mati¢d, jsou kladné; existuje tedy jeji odmocnina a
pomoci ni nfizeme najit hledanou podobnostni transformaci jako:

D,(A) = Hy"U™'D(A)UH,".



Teorie reprezentaci

Nasledujicim vyp&tem zjistime, ze matid@, jsou unitarni:

Du(Aj) DJ(A\‘) — H(j—l/ZU—lD(A)UH(;LIZ( H(;:L/ZU_ 1u A]) UHd1/3+
=H, U 'D(A)UH,U'D"(A)UH, "

= H Y ‘1D(Aj)U[Zri:U‘1D(A<)UU‘1D+( A) U U™ *D'( A) UH; ¥2

= H;Y[YU~D(A) D(A)UU'D'(A) D'(A) U H; =1,

kdel je jednotkova matice. Suma v posledrtadku je diagonalni matidd,,
neba nasobeni pevnymi maticemi(A) pouze peskupuje prvky reprezentace.



Teorie reprezentaci

Ireducibilni reprezentace madmasledujici vlastnosti ohledikomutanich
vlastnosti,

MD(A)=D(A)M, j=1,...n,

s pomocnymi maticen¥ (Schurovo prvni a druhé lemma):

1. Jedina matice komutujici se vSemi maticemiuogallni reprezentace je
nasobek jednotkov constxl. Jestlize existuje nekonstantni komutujici mat
reprezentace je reducibilni.

2. Jsou-liD,(A), |=1,...n) a Oy(A), j=1,...n) reprezentace dané grupy
dimenzionality paac d, a d,, pak, pokud je maticel (d xd,) takova, ze

MD,(A) = D,(A)M, j=1,...,n.

M musi byt nulova prd_#d,. Prod=d, , M je nenulova pouze pro dv
reprezentace odliSujici se pouze podobnostni vamsici, tedy ekvivalentni.



Teorie reprezentaci - ortogonalita ireducibilnichrezentaci

Ireducibilni reprezentac®((A), |=1,...n) a Oy(A), ]=1,...n) dané grupy, s
dimenzemi ptack d, ad,, sphuji nasledujici

velky teorém o ortogonatit(great orthogonality theorem)

ZDars(A)Dbtu(A )_ 5 553u’

a

kde D, . je prvel D, zr-tehcradku ¢ s-téhc sloupcy, 9, je Kroneckeiiv symbo:
J,, =1 proa=b a d,, =0 proa#b.

Pro unitarni reprezentace se tato relace zjedngeinau

ZDars(A)Dbtu(A)‘ 0,00, (GOT)

a



Teorie reprezentaci - ortogonalita ireducibilnichrezentaci

Ireducibilni reprezentace grup¥3):

E A B C D F
/4 [1] [1] [1] [1] [1] [1]
Iy [1] [-1] [-1] [-1] [1] [1]

r, 10
01

-10 1|1 /3 ll J3 11-1 /3 1{1 -\/—3}
01| 2|3 -1 2|3 -1| 2|-y3 -1] 2|3 -1
Kontrola ortogonality:

1. Souty pro/7a/.jsou nulové: stejny pet matic [1] a [-1], so&et je [O].
2. Soudet pro/,arl, je nulovy:

B e P ERA TSR



Teorie reprezentaci - ortogonalita ireducibilnichrezentaci

Ireducibilni reprezentace grup¥3):

E A B C D F
/4 [1] [1] [1] [1] [1] [1]
Iy [1] [-1] [-1] [-1] [1] [1]

BB e el e

3. Suma v (GOT) pré,. a/, je nulova:

e T T



Teorie reprezentaci - ortogonalita ireducibilnichrezentaci

Ireducibilni reprezentace grup¥3):

E A B C D F
/4 [1] [1] [1] [1] [1] [1]
Iy [1] [-1] [-1] [-1] [1] [1]

SN R A E et
Souty v (GOT) proa=b jsou
M [+ [17=] §
Moo [+ [+ [+ [+ =] §
- BT T T e

01




Teorie reprezentaci - ortogonalita ireducibilnichrezentaci

Relace v (GOT) mohou byt interpretovany nasledujigpdsobem. Maticové prvky
unitarni ireducibilni reprezentace mohou byt do aAnmy

(sloupcovych neb&adkovych) vektal v prostoru dimenze (fad grupy):

Va,rs :‘\/ da/ r{ Da,rs( Al‘)’ Da, rs( @""’ Da rs( Ah)]

Jednotlivé vektory jsou ozt@ny symbolem reprezentaee a indexyr astadku a

sloupct. VSechny tyto vektory jsou navzajem ortogon (“projekce na zbyléleny
jsou nulove”).

Navic, zahrnuti normalizaiho faktoru (odmocnina ve formuli nated zarduje
normalizaci (jednotkovou délku vektoru):

v. Vi =1.

arsVars

Maximalni p@et ortogonalnich vektérv n-rozmérném prostoru j@.



Teorie reprezentaci - ortogonalita ireducibilnichrezentaci

Ireducibilni reprezentacg,, /7. a /-, grupyP(3) obsahuje nasledujici ortonormalni
vektory:

normaliz&ni Vv, V, V3 Vv, Vs Vg
faktor
1N6 1 1 1 1 1 1
1N6 1 -1 -1 -1 1 1
1N3 1 -1 1/2 1/2 -1/2 -1/2
1 0 0 -1/2 1/2 1/2 -1/2
1 0 -1/2 1/2 -1/2 1/2
1N3 1 1 -1/2 -1/2 -1/2 -1/2



Teorie reprezentaci - charaktery

Matice (Da(AJ) j=1,...n) dané reprezentace jsou velmi u&ité i zachazeni s
grupouG; jsou ovdem dany aZ na podobnostni transfortdBgU-1. Zadouci je tedy
tuto nejednoznanost odstranit.

Ozname x,(A) stopustopu (traceimaticeD,(A),

da

/Ya(Aj):Tr{ Da(Al)} = Da,jj'

j=1
Soubor stop pro vsechny prvky grt,

Xa(A) Xa(Ap): o Xa (A,

ozn&ujeme jakacharaktereprezentacdl,). Protoze
Tr{ub} =>" (> U,D,)=>.(>.DU,)=Tr{DU},
ik kKo
podobnostni transformace né&mhcharakter reprezentace:
Tr{ubu ‘1} =Tr{u(DU ‘1)} =Tr{(DU ‘1)U} =Tr{DU"V )} =Tr{D}.

Ekvivalentni reprezentace jsou navzajem svazanglpuouoktni transformaci, maji
tedy stejny charakter.



Teorie reprezentaci - charaktery

Prvky grupy uvnit jedné tidy jsou spojeny sdruzenim, odpovidajici matice
reprezentace jsou spojeny podobnostni transformamilpovidajicicasti charakteru
libovolné reprezentace jsou stejné.

Tabulka charaktérireducibilnich reprezentaci grupy3):

X(A) X(B) X(C) --

charakter
reprezentace

I 1 1 1
I -1 -1 -1
r, 0 0 0

V Usporném zapisu vypisujeme pousdy:

class
representation

I 1
I il
I 0



Teorie reprezentaci - charaktery

Charaktery ireducibilnich reprezentabi(A), j=1,...n) a Oy,(A), j=1,...n)
sphuji relace ortogonality

> X (AX(A) = 15,

které jsou dsledkem (GOT) pro matice. Charaktery takésjpldruhou relaci
ortogonality, obsahujici sumadigs reprezentace namisto sumaes prvky grupy:

* n
Z/\/a (Ck)Xa(CI) - — 5k|’
a nk
kdex,(C)) je (spol€énd) hodnota z charakteru gedou tidu, tva@enoun,

prvky, an, je paet tid, ktery je roven p&du neekvivalentnich ireducibilnich
reprezentaci.



Teorie reprezentaci - charaktery

Ortogonalituradki v tabulce charaktérreducibilnich reprezentaci grupy3)

muizeme snadno preéiit:

charakter
reprezentace

r, 1 1 1
I, -1 -1 -1
r, 0 0 0

stejre jako ortogonalitu slougcv tabulce obsahujiciitly:

tiida
reprezentatace

C=(rBO [C=OR"




Teorie reprezentaci - konstrukce tabulky charakter

Nejdriv je tteba najititidy. Pak nizeme pouzit nasledujici vlastnosti:
(1) Paetn, neekvivalentnich ireducibilnich reprezentaci jeamypatu tid, n.=n..
(2) Sowetctveral dimenzionalitd, j=1,...,n,, je rovenitadu grupy.

(3) Vzdy je gitomna identicka reprezentace, ktera diédek jedniek.

(4) Vzdy je gitomna tida obsahujici jednotkovy prvek, ktera dava slowgaec
stopami jednotkovych matic, tedy dimenzionalit.

(5) Plati ortogonalita charaktemprofadky i sloupce.



Teorie reprezentaci - konstrukce tabulky chardkdeupyP(3), izomorfni sC,,, S
pouzitimSchoenfliesovy notagaro prvky symetrie bodovych grup

E: identita; nutna pro grupu.
C,: rotace o Z7n; rota’ni oserikamen-cetna.
Osa s nejgtSimn, ozn&ovana jako hlavni, je “vertikalni”.
o : zrcadleni v rovig, s temi indexy.
g. zrcadleni v horizontalni rown
g,. zrcadleni ve vertikalni rovin
g,. zrcadleni ve vertikalni diagonalni rog.
|1 Inverze x«>-x, y«-y, z-7

S,: nevlastni rotace o72n; slozena z rotace oréh,
nasledované zrcadlenim v horizontalni révia,C,).

X

trida: E 30,
identita zrcadleni 1
operace symetrie: zrcadleni 2

zrcadleni 3




Teorie reprezentaci - konstrukce tabulky chardikteupyP(3), izomorfni sCs,

Prvnitadek a sloupec
jsou trivialni:

Druhytradek musi byt
ortogonalni k prvnimu, s
pati¢cnou hodnotou sum
ctverai:

Druhy a teti sloupec
musi byt ortogonalni k
prvnimu:

hotovo!

tiida
reprezentace

Iy
[
Iy

tiida
reprezentace

[
[y
Iy

tiida
reprezentace

[y
ot
Iy

30



Shrnuti pro grupt,, (izomorfni s permutani grupouP(3))

s piikladem molekuly amoniaku (NJi(N je mimo rovinu H):

6 operaci symetrie, 6-ti rozmmy prostor ortogonalnich vekiotvoricich charaktery
3 tridy sdruzenych pruk tabulka (3x3) charaktétti ireducibilnich reprezentaci

s E 0, 26
I 1 1
Iy 1 -1
I 2 0




