APLIKACE
TENZOROVE
ALGEBRY

V GEOLOGII






MASARYEKOVA UNIVERZITA
PRIRODOVEDECKA FAKULTA

Aplikace tenzorové algebry

v geologii

Rostislav MELICHAR

BRNO
Verze ze dne: 8. kvétna 2011



Rostislav Melichar: Aplikace tenzorové algebry v geologii. Masarykova univerzita v Brné. Brno, 8. kvétna
2011.

(©Rostislav Melichar, 8. kvétna 2011
ISBN 00-00000-00-0



Predmluva

Predlozeny text je struénym prehledem zdkladnich termint a pravidel pro poc¢itani s tenzory;
méa spise charakter mirné rozsitenych vysokoskolskych poznamek nez normélni ucebnice.
Cilem bylo spise vymezit potfebné znalosti, nez je vylozit jako v klasické ucebnici matema-
tiky. Text psany velkym pismem je povinnym obsahem zdkladniho kurzu, malym pismem
jsou nékteré doplnkové informace a hvézdickou jsou oznaceny podkapitoly, které jsou urceny
pro hlubsi porozuméni problematiky pro zajemce.

Soucasti kurzu je vyuziti programu Excel s doplinkem Matrix, ktery lze volné ziskat. V Ex-
celu je nutno zvladnout néasledujici zdkladni matematické operace, zakladni matematické
funkce, vkladani vzorct, vkladani interaktivni proménné do vzorcu, prenaseni a kopirovani
VZOrcu:

Operatory ¢esky nédzev

= rucni vlozeni vzorce (vepsanim)

+ scitani

— odcitani

* nasobeni

/ déleni

Funkce cesky nazev

ODMOCNINA(a) druha odmocnina z ¢isla a

MOD(a; b) zbytek po celociselném déleni a/b
RADIANS(a) prevod thlu ze stupnu na radidny
DEGREES(a) pfevod thli z radiant na stupné
SIN(a) sinus hlu v radidnech

COS(a) cosinus thlu v radidnech

TG(a) tangens thlu v radidnech
ARCSIN(a) akus sinus — vrati thel v radianech
ARCCOS(a) akus cosinus — vrati dhel v radidnech
ARCTG(a) akus tangens — vrati thel v radianech
ARCTG2(z; y) akus tangens ze soutadnic x, y — vrati dhel v radianech
Ovladéani cesky nazev

Ctrl| + zkopirovat do paméti

Ctrl | + vyjmout do paméti

Ctrl| + vlozit z paméti




Ackoliv Ecel obsahuje nékterd maticové funkee, je lepsi uzivat funkce doplitku Matrix, nebot
Excelovské funkce nékdy davaji chybné znaménko vysledku. V doplnku Matrix jsou defi-
novany nasledujici operace, které je nutno v kurzu zvladnout:

Funkce cesky nazev

MAbs norma (délka) vektoru nebo norma matice
Norm of vector or matriz

MNorm norma (délka) vektoru nebo norma matice
Vector of matriz norm

MNormalize vektor normovany na jednotkovou délku (=smérovy vektor)
Vectors normalization

MAdd soucet vektoru nebo matic stejnych rozméru
Matriz addition

MSub rozdil vektoru nebo matic stejnych rozmeéru
Matrix subtraction

MMultS skalarni nasobek vektoru nebo matice
Matrix scalar multiplication

ProdScal skalarni sou¢in dvou vektoru stejnych rozméru
Scalar product

ProdVect vektorovy soucin dvou vektoru v trojrozmérném prostoru
Vector product

MProd soucin dvou nebo vice matic, ptedchozi matice musi mit vzdy pocet
sloupcu rovny poétu radku matice nasleduji
Matriz product

MT transponovand matice
Matriz transpose

MDet determinant ctvercové matice
Determinant

MlInv inverzni matice z ¢tvercové regularni matice
Matrix inverse

MEigenvalJacobi matice charakteristickych ¢isel symetrické ¢tvercové matice
Figenvalues of symmetric matriz

MEigenvecJacobi matice charakteristickych vektoru symetrické ¢tvercové matice
Figenvectors of symmetric matrix

Ovladani cesky nazev

| Ctrl| + [Shift | + |OK| vlozeni vysledku maticové funkce do véech vybranych bunék




Obsah

1 Kvantifikace deskriptivnich idaji a zakladni algebraické struktury 9
1.1 Relacnitdaje . . . . . . . . . 9
1.2 Kvantifikované idaje . . . . . . . ..o 9

1.2.1  Mira kvantifikace . . . . . ... oo 9
1.2.2  Veliciny podle miry slozenosti . . . . . . .. .. ... ... .. .. .. 9
1.3 Zakladni algebraické operace . . . . . . .. ..o 10
1.3.1 Vlastnosti binarnich algebraickych operaci . . . . . . . ... ... .. 10
1.4 Algebraické struktury . . . . . . . ... 11
1.4.1  Struktury s jednou vnitini operaci . . . . . . . .. ... ... 11
1.4.2  Struktury se dvéma vnitinimi operacemi . . . . . . . . ... ... .. 12

2 Zaklady vektorové matematiky 13
2.1 Zakladni informace o vektorech . . . . . ... .. ... . 0L 13
2.2 Séitani vektoru . . .. ... 14

2.2.1 Odeéitani vektora . . . . .. 15
2.3 Skalarni nasobek vektoru . . . . .. ..o 15
2.3.1 Deéleni skalarem . . . . . .. ..o 16
2.4 Skalarni souCin . . . . . ... 17
2.5 Vektorovy soucin . . . . . . . . ... 18
2.5.1 Slozené a vicendsobné sou¢iny vektoru . . . . . .. ... ... ... 19
2.6 Vztahy mezi smérovymi vektory . . . . .. ... Lo 20
2.6.1 Obecné vztahy mezi vektory jednoho souradnicového systému . . . . 20
2.6.2 *Reciproké vektory a rozklad vektoru do libovolné baze . . . . . . . . 20

3 Zaklady maticové matematiky 23

3.1 Matice . . . . . .o 23
3.1.1 Zékladni terminy . . . . . . ... Lo 23
3.1.2 Transponovani matice . . . . . . .. ... L. 23

3.2 Zakladni operace s maticemi . . . . . . ... ... 23
3.2.1 Séitani matic . . . ... Lo 23
3.2.2  Odcitani matic . . . . . ..o 23
3.2.3 Nasobeni matice skalarem . . . . . . .. .. ... .00 23
3.24 Nasobeni matic . . . . . . . . .. ... 23
3.2.5 Inverze matice . . . . . . . . ... 23
3.2.6 Rozklad matice na sloupcové a tadkové vektory . . . . ... ... .. 24
3.2.7 Invarianty matice 3x3 . . . . ..o 24
3.2.8 Rozklad tenzoru na symetrickou a antisymetrickou slozku . . . . . . . 24
3.2.9 Rozklad symetrické matice na matici diagondlni a matici rotace (spektralni

rozklad matrice) . . . ... Lo Lo 25



8

4 Transformace souradnicovych systému

4.1 Rotace veliin . . . . . . . . .
4.1.1 Rotace vektoru . . . . . . . . . ..
4.1.2 Rotace tenzoru . . . . . . . . . ..

4.2 Vlastnosti matice rotace . . . . . . . . ..
4.2.1 *Matice rozdilu orientace . . . . . . . .. ...
4.2.2 *Charakteristickd ¢isla matice rotace . . . . . . . . ... ... ...
4.2.3 *Charakteristické vektory matice rotace . . . . . .. .. .. .. ...

4.3 *Operace symetrie . . . . . . ...
4.3.1 *Symetrie podle rotacnich os . . . . . . . . ... ...
4.3.2 *Stredovd symetrie . . . . . ... ..
4.3.3 *Zrcadlova symetrie . . . ... ...

*Odvozeni matic rotace

5.1 Matice rotace kolem zakladnich souradnych os . . . . . . . .. .. ... ...
5.1.1 Rotace kolemosy x . . . . . .. .. ..o
5.1.2 Rotace kolemosy y . . . . . .. .. ..o
5.1.3 Rotace kolemosy z . . . . . .. .. ...

5.2 Rotace kolem obecnych os . . . . . . ... Lo
5.2.1 Rotace kolem libovolné horizontalniosy . . . . . . . .. .. ... ...
5.2.2  Rotace plochy do horizontalni polohy . . . . . . . ... .. ... ...
5.2.3 Rotace kolem libovolné osy . . . . . . .. .. ...

5.3 Geometrické prvky urc¢ené matici rotace . . . . .. ...
5.3.1 Lineace uréend matici rotace . . . . . . ... ... oL
5.3.2 Plocha urcend matici rotace . . . . . . ... ... oL
5.3.3 Lineace a plocha ur¢ené matici rotace . . . . . . . .. ... ... ...
5.3.4  Ortogondlni prvek uréeny matici rotace . . . . . . . .. .. ... ...
5.3.5  Ortogonalni prvek uréeny Eulerovymi dhly . . . . . .. .. ... ...

*Goniometrické vzorce a sféricka geometrie

6.1 Zakladni hodnoty goniometrickych funkei . . . . . . . ... ..o 0oL
6.1.1 Znaménka goniometrickych funkei v jednotlivych kvadrantech . . . .
6.1.2 Hodnoty goniometrickych funkci zakladnich ahla . . . . . .. . ...
6.1.3 Prevod goniometrickych funkci do I. kvadrantu . . . . . .. ... ..

6.2 Soucin a soucet uhlu a goniometrickych funkei . . . . . . ... L
6.2.1 Prevody goniometrickych funkei na jiné goniometrické funkce . . . . .
6.2.2 Goniometrické funkce sou¢tu dhla . . . . ... ... ...
6.2.3 Soucet goniometrickych funkei . . . . ... o000
6.2.4 Soucin goniometrickych funket . . . . ..o o0 o000

6.3 Goniometrické funkce dvojnasobného a poloviéntho thlu . . . . . ... . ..
6.3.1 Ptevod kvadratu a soucinu téhoz ihlu na dvojnésobné thly . . . . . .
6.3.2 Goniometrické funkce dvojnasobného thlu . . . . . . . ... ... ..
6.3.3 Goniometrické funkce poloviécntho dhlu . . . . . . ... ... ... ..

6.4 Sféricka trigonometrie . . . .. ...
6.4.1 Pravouhly sféricky trojuhelnik . . . . . . .. ... o000
6.4.2 Obecny sféricky trojihelnik . . . .. . ... ...



Kapitola 1

Kvantifikace deskriptivnich tidaju a
zakladni algebraické struktury

1.1 Rela¢ni tdaje

Pii zpracovavéani udaju nejprve zvladdme pouze porovndvani jevu (relace), pozdéji je umime do ruzné miry
kvantifikovat.

Zakladni relaéni vztahy

Rovnost a ruznost dat: jednotlivé tidaje muzeme porovnavat a muzeme uréit, zda jsou shodné (a = b)
nebo rozdilné (a # b) . Neumime je jinak srovnat, ani je sefadit podle velikosti.

Nerovnosti dat: jednotlivé idaje muzeme porovnavat, umime urcit, zda je den vétsi nez druhy (a > b),
umime je sefadit podle velikosti (a > b > ¢) .

Zakladni vlastnosti relaci

Vlastnost Rovnost Ruznost Nerovnost
Reflexivnost: a=a - -
Symetri¢nost: a=b=>b=a a#£b=b#a a>b=>bb<a

(obracené znaky)
Tranzitivnost: | (a = b) A (b = ¢) | z pfedpokladu (a # b) A (b#¢)| a>bAb>c
=a=c nelze usoudit, ze a # ¢ =a>c

Pro ruznost neplati reflexivnost a tranzitivnost. Pro nerovnosti neplati reflexivnost a symetriénost.

1.2 Kvantifikované tudaje

Kvantifikované idaje se mohou lisit jednak podle miry mozné kvantifikace, jednak mohou byt slozené. Vzdy
vSak jsou vyjadreny cCisly — proto také zavadime ”fyzikalni”jednotky. Mezi slozitéjsi kvantitativni vztahy
patii napf. komplexni ¢isla a také tenzory, kterym je vénovéna hlavni ¢ast vykladu.

1.2.1 Mira kvantifikace

Rozdilové ddaje: Muzeme urcit rozdil (a — b) , tj. o kolik je jeden udaj vétsi ¢i mensi nezli idaj druhy.
Nevime vsak, jakd je pozice absolutni nuly, a proto si ¢asto volime nulu dohodou. Pomér velikosti udaju
v8ak urcit nelze, naf. teplota ve stupnich Celsia.

Pomeérové tdaje: MizZeme urcit nejen rozdil, ale i pomér velikosti (a /b) , nebot je zndmo, jaka je absolutni
nula. Napft. teplota v Kelvinech.

1.2.2 Veliciny podle miry slozenosti
Fyzikalni veliciny podle jejich slozitosti rozdélujeme do nékolika typu:

e skaldr — veli¢ina je uréena jednim (3° = 1) é&fslem (teplota, hustota, objem, ...)
e vektor — veli¢ina je uréena tiemi (3! = 3) éfsly (napéti, sfla, rychlost, ...)

9
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e tenzor 2. fddu — veli¢ina je uréena obecné 32 = 9 &isly, matice 3x3 (napjatost, optickd indikatrix, ... )

e tenzor 3. fadu — veli¢ina je uréena obecné 33 = 27 &fsly, zjednodusené jako matice 3x6 (piezoelektricky
jev, ...)

e tenzor 4. fadu — veli¢ina je urcena obecné 3* = 81 &isly, zjednodusené jako matice 6x6 (elastické
vlastnosti, ...)

e tenzor ... atd.

Obecné muzeme vsechny oznacit za tenzory, pfitom skaldry za tenzory nultého fadu, vektory za tenzory
prvniho fadu a tenzory s. s. za tentory s.l. druhého Fadu.

Skaldry

U skaldrn{ veli¢iny lze v kazdém misté (z,y, z) a ¢ase (t) urit jednoznacné velikost (piipadné znaménko)
dané veli¢iny:
a= f(z,y,2,1) (1.1)

Skalarni veli¢iny oznacujeme zpravidla malymi nebo velkymi pismeny latinské abecedy, a to tzv. matema-
tickou kurzivou.

Vektory

Vektory maji v kazdém bodé a ¢ase jak svoji velikost, tak i sviij smeér (pfipadné smysl — znaménko). Vektory
znézornujeme v maticovém zépisu jako sloupcovy vektor. Znacime je obvykle malymi pismeny (latinskymi ¢i
Feckymi), a to tuéné nebo se Sipkou nad timto pismenem (n=1). Vektor se zndzornuje pomoci orientované
(smérované) Sipky, jejiz délka vyjadiuje velikost vektoru.

Tenzory

Tenzory se znazornuji elipsoidem, u kterého je nutno znat délky vsech ti{ poloos a rovnéz jejich orientaci.
Smér poloos, které jsou na sebe kolmé, je dan tfemi nezavislymi slozkami jako ortogonalni smérovy
systém.
Tenzory se oznacuji obvykle velkymi pismeny latinské abecedy tuéné nebo v hranatych zavorkach.

1.3 Zakladni algebraické operace

Algebraické operace umoznuji kvantitativné zpracovavat védecka data. Algebraickd operace prirazuje
uspofadané n-tici prvkua (ddaji) nejvyse jeden prvek vysledny.

Podle po¢tu prvki, které do nf vstupuji, rozlisujeme operace undrn? (s jednim prvkem), bindrni (se dvéma
prvky), terndrni (tifprvkové) atd. Bindrn{ algebraickou operaci vyznacujeme ruznymi znaky umisténymi
mezi oba prvky vstupujicimi do operace, napf. 4+, —, -, X,:,/ a dalsi, pro obecné oznaceni néjaké operace
pouzivdme obvykle o. Pfi aditivnim charakteru operace (s¢itdni) uzivdme + nebo @, pii multiplikativnim
(ndsobeni) zase -, ® nebo x,® apod.

Podle toho, zda jsou vstupni a vystupni prvky z téze mnoziny nebo nikoliv, rozliSujeme operace vnitrni
(prvky ze stejné mnoziny) a nebo wvnéjsi, pokud vysledny prvek a prvky vstupni patii jinym mnozindm.
U vnitinich operaci muzeme rozlisit jesté operace ,,na mnoziné “, které pritazuji vysledny prvek viem moznym
kombinacim prvku, a nebo operace ,,v mnoziné “, které vysledny prvek pritazuji jen nékterym kombinacim.

1.3.1 Vlastnosti binarnich algebraickych operaci

Nésledujici vlastnosti mohou ale nemusi mit urc¢ita algebraicka operace. Pti tom existence nékterych podminuje
moznost dalsich a pfipadné také jejich pouziti. Pro jednoduchost odvoldvani se na jednotlivé vlastnosti je u
nich vzynaceno zkratkové oznaceni pismenem.

Neomezena existence operace — vlastnost E

Ke kazdym dvéma prvkum a,b € A vstupujicim do operace existuje i prvek vysledny: a o b = ¢. Tato
vlastnost je dulezitd pro to, zda se musime starat o charakter vstupnich dat, pfipadné kterd data do operace
vstupovat nemohou. Napi. u déleni redlnych ¢&isel nelze uzit nulu ve jmenovateli, zatimco u nésobeni ¢isel
mohou do operace vstupovat vSechna data.
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Komutativnost operace — vlastnost K

Pro kazdé dva prvky a,b € A plati: a o b = b o a.

Asociativnost operace — vlastnost A

Pro kazdé tfi prvky a,b,c € A plati: (a 0 b) o ¢ = a o (b o ¢).

Existence neutralniho prvku — vlastnost N

V mnoziné prvku existuje takovy prvek e € A | ze pro kazdy prvek a € A plati: a 0o e = e 0 a = a).
Neutralni prvek je tedy takovy, ze v operaci neméni hodnotu prvku druhého.
Pokud se jedné o s¢itani, oznacujeme takovy prvek jako nulovy: 0, v pfipadé nasobeni jako prvek jednot-
kovy: 1.

Existence inverzniho prvku — vlastnost I

Pro kazdy prvek a € A existuje prvek inverzni a € A takovy, ze plati: a o a = e.

Prvky a,a oznacujeme jako vzdjemné inverzni prvky. Jedna-li se o séitani, oznacujeme inverzni prvek
jako prvek opacéniy —a, u nasobeni jako prvek prevrdcens neboli reciproky a~!.

Je-li operace asociativni, pak ke kazdému prvku a € A existuje nejvyse jeden prvek inverzni a € A

vzhledem k dané operaci, a plati: (a) = a.

Existence inverzni operace — vlastnost L, P

Pro prvky ve vztazich:

existuji takové operace, ze plati:
x = ab T = ba

Prvou inverzni operaci nazyvame jako pravou inverzi a druhou jako levou. Je-li puvodni operace
komutativni, pak jsou obé inverzni operace — prava a leva — totozné.

Mohou nastat nésledujici situace: existuji obé inverzni (pravd i levd) operace, existuje pouze jedna z nich
a nebo neexistuje zadna z nich. Pokud inverzni operace existuji, mohou existovat NA nebo V mnoziné, tj.
jsou definovény pro vsechny prvky nebo jen pro prvky nékteré.

Existence inverzni operace umoznuje reseni rovnic s danou operaci. Jedna-li se o operaci s¢itani, je inverzni
operaci odé¢itani, jde-li o ndsobeni, je inverzni operaci déleni.

Distributivnost jedné oprace vzhledem k operaci druhé — vlastnost D

Distributivnost vyjadiuje vztahy mezi dvéma operacemi, napf. @ a @. Je-li operace ® distributivn{ vzhledem
k operaci @, pak plati:
(a®b) @c=(a®c)® (bOec)

a®bdc)=(a®b) d(a ®c)

1.4 Algebraické struktury

Algebraickd struktura je neprazdné mnozina prvki A, na niz je definovana alespoii jedna algebraicka operace.

1.4.1 Struktury s jednou vnitini operaci

Grupoid je nepriaznd mnozina prvku, na niz je definovana jedna operace s vlastnosti E.
Pologrupa je grupoid, jehoz operace je asociativni.
Grupa je pologrupa, jejiz operace ma i vlastnosti N a I. Definici je zajisténa i existence inverznich operaci
na grupe.

Pokud mé grupoid, pologrupa ¢i grupa i vlastnost K, nazyva se komutativni neboli abelovsky grupoid,
pologrupa ¢&i grupa.
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Vlastnosti operace
Algebraickd struktura E K A N I
neomezenost | komutativnost | asociativnost | neutralni p. | inverzni p.

Grupoid nekomutativni ° — — — —
komutativni ° ° — — —
Pologrupa nekomutativni ° — ° — —
komutativni ° ° ° — —

Grupa nekomutativni ) — °

komutativni ° ° °

Tabulka 1.1: Algebraické struktury s jednou vnitini operaci. E — neomezena existence operace, N— existence
neutralniho prvku, I- existence inverznich prvku.

Algebraickd | Vlastnosti prvni operace | Vlastnosti druhé operace | Vzajemneé
struktura E1 Kl Al N1 Il Eg KQ A2 N2 IQ D
Polookruh ° ° ° — | =] e | (o) | (o) - °
Okruh ° . ° ° ° ° (o) | (o) — — °
Téleso ° . ° ° ° ° ° ° ° ° °

Tabulka 1.2: Algebraické struktury se dvéma vnitinimi operacemi. E — neomezend existence operace, K—
komutativnost, A— asociativnost, N— existence neutralniho prvku, I- existence inverznich prvka, D — dis-
tributivnost druhé operace vzhledem k prvni.

1.4.2 Struktury se dvéma vnitifnimi operacemi

Polookruh je neprdzdnd mnozina, na niz jsou definovdny dvé vnitini operace, prvni (s¢itdni) a druhd
(ndsoben{). Prvn{ ma vlastnosti E;, A; a K; a druhd E2 a ddle maj{ spoleé¢nou vlastnost D druhé operace
vzhledem k operaci prvni.
Okruh je polookruh, jehoz prvni operace mé jésté vlastnosti Ny 1.

Plati-li komutatinost a asociativnost, pfip. odé vlastnosti druhé operace, nazyva se polookruhh nebo
okruh jako komutativni, asociativni, ptip. asociativnékomutativni.
Téleso je asociativné-komutativni okruh, kde druhad operace ma navic vlastnosti No a I pro vSechny
nenulové prvky.



Kapitola 2

Zaklady vektorové matematiky

2.1 Zakladni informace o vektorech

Etymologie

Vektor= pfenase¢ (z mista na misto), cestovatel.

Definice

Vektor je slozena veli¢ina, urcend jednak velikosti, jednak smérem. Jeji slozenost se vyjadiuje pfi zapisu zpravidla
polotuénym pismem, obecné se uzivaji mald pismena, napf. a.

Souradnicové soustavy

Pro numerickd feseni studovanych problému uzivame téméf vyhradné pravotocivé ortogonalni ekvidistantni souradné
soustavy:
e ekvidistantni — na vSech osach je stejné a rovnomérné déleni.
e ortogonalni — mezi souradnymi osami jsou pravé uhly
e pravotociva — kladny smér rotace je pravotocivy. ,, Tocivost* soufadné soustavy uréime pomoci pravidla pravé
ruky: ,, Natoéime-li palec pravé ruky do kladného sméru osy, pak ostatni prsty ukazuji kladnyg smér rotace kolem

ni. “ Tento kladny smér urcuje zaroven vzijemnou pozici obou dalsich os: kladnd ¢ést osy +z je orientovana o
90° v kladném smeéru rotace od osy +y.

Sméry souych os oznatujeme pomoci jednotkovych vektoru ei, ez a es (tzv. ortonormélni béze).

Geografické souiadnice

Geograficky souradny systém je urcen klasickou konvenci:
e o0sa z je vodorovnd a jeji kladnd ¢ast smétuje k severu
e osa y je vodorovna a jeji kladné ¢ast sméfuje k vychodu
e osa z je vertikdlni a jeji kladnd ¢ast sméfuje dolu

Smeéry soufadnych os jsou urCeny jednotkovymi smérovymi vektory x, y a z.

1 0 0
x]=10 =11 [z] =] 0 (2.1)
0 G 0 G 1 G

Slozky vektoru uréené v geografické souradnicové soustavé jsou oznacovany indexy z, y a z.
P#i nékterych postupech potifebujeme urcit, ktera ¢ast prostoru je kladnd. Konvenéné si ji definujeme s ohledem
na historicky vyvoj takto:

hodnota na ose: Cast
z [ y [ T poloprostoru
libovolné | libovolné
+ libovolné kladné cast
_|_
0 0 0 vektor nulové délky neurcuje smér
— libovolné zaporna Cast
— | libovolné | libovolné

Za kladnou ¢ést prostoru tedy povazujeme jeji spodni (dolni) polovinu, u vodorovnych smért jejich vychodni ¢ast
a konecné u severojiznich vodorovnych sméru za kladnou ¢ast povazujeme smér k severu.

13
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Formy zapisu vektoru

Vektor v trojrozmérném prostoru je uspoidadané trojice ¢isel, kterou zapisujeme do slozenych zdvorek (vektorovy
tvar):

a=d={a;a2;as} (2.2)
K zapisu muzeme pouzit i matickové matematiky. Potom vSechny vektory povazujeme za sloupcové, avsak pii k
potiebé jejich zdpisu v fddku pouzivdme transponovanou podobu (maticovy tvar):

a=[a] = [ az ] = [a1 az as)" (2.3)

as
Pro néktera odvozeni je vhodny algebraicky tvar zépisu vektoru:
a=ai.e1 +az.e2 + as.es (2.4)

kde e1, ez a ez jsou vektory baze vektorového prostoru. Posledni tvar muZeme oznacit jako goniometricky c¢i
eulerovsky tvar:

= a.(cosai.er + cosaz.ez + cosasz.e3) (2.5)

= a.(cos¢.(cosa.e1 + sina.ez) + sin p.es)

kde a je velikost vektoru a a; jsou smérové a ¢ a a Eulerovy uhly.

Vlastnosti

Vektor m4 svou velikost (délku) a smeér.

Délka vektoru

Absolutni hodnota neboli velikost vektoru je jeho délka, poc¢itdme ji pomoci Pythagogovy véty:

a=l|al=+/a?+ a3+ a3 (2.7)

Priklad

Vektor rychlosti desek, vektor sily, vektor polohovy, vektor

2.2 Scitani vektoru

Soucet vektoru je je opét vektor, ktery uréime jako soucet odpovidajicich slozek:

ay +b1
at+b= {al +b1;a2+b2§a3+b3} = as + ba = (al +b1).el +(a2+b2).e2+(a3+b3).e3 (28)
az + bs

Je-li vysledny vektor souc¢tu c = a + b, pak pro jeho slozky ¢; plati:

Zakladni vlastnosti vektorového séitani

Existence operace — scitat lze pouze vektory téhoz vyznamu a rozméru, jinak je existence operace neo-
mezena.

Komutativnost — s¢itani je komutativni operaci: a+ b =b + a.
Asociativnost — s¢itdn{ je asociativni operaci: (a+ b) + ¢ =a+ (b + ¢), zdvorku tedy nemusime psat.

Existence neutrdlniho prvku — existuje nulovy vektor (0 = 6), ktery puvodni vektor v operaci neméni:
a+ 0 = a. Pfi tom je nutno si uvédomit, ze nulovy skaldr (nula, 0) a nulovy vektor (0 = 0) jsou ruzné
veli¢iny.

Existence inverzniho prvku — kazdému prvku a existuje inverzn{ prvek (—a), pro néz plati: a4+ (—a) = 0.

Existence inverzni operace — existuje inverzni operace, kterd umoznuje fesit rovnici: a +x = b a
x +a = b (vzhledem ke komutativnosti s¢itan{ jsou rovnice ekvivalentni). Inverzni operace se nazyva
odcitani: x = b — a. Prvek x je urcen jednoznaé¢né.
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Dalsi vlastnosti operace séitani vektora

Trojihelnikova nerovnost: |a 4+ b| < |a|] + |b]

2.2.1 Odcitani vektoru

Rozdil vektort je je opét vektor, ktery uréime jako rozdil odpovidajicich slozek:

a; —b
a—bz{al —bl;ag—bQ;ag—bg}: CLQ—bQ = (a1 —bl).el—l-(ag—bg).eg+(a3—b3).e3 (210)
asz — b3

Je-li vysledny vektor odé¢itani ¢ = a — b, pak pro jeho slozky ¢; plati:

C; = a; — bz (2.11)

Zakladni vlastnosti vektorového odéitani

Existence operace — odcitat lze pouze vektory téhoz vyznamu a rozméru, jinak je existence operace
neomezena.

Komutativnost — odéitani neni komutativni operaci: a—b # b —a, je antikomutativni: a—b = —(b—a).
Obracenim poradi pfi od¢itani je vysledkem vektor stejné délky, stejného sméru, ale v opaéném sméru
— vysledkem je tedy vektor opacny.

Existence neutrdlniho prvku - existuje nulovy vektor (0 = 6), ktery puvodni vektor v operaci neméni:
a—0=a.
Priklad

Skladani pohybu litosférickych desek, vypocet vzajemného pohybu dvou desek prostiednictvim desky tieti.

2.3 Skalarni nasobek vektoru

Opakovanym séitdnim (pfi platnosti asociativnosti séitdni) téchze vektoru muzeme dospét k predstave
skalarntho nasobku vektoru:
at+ata+---+a=na (2.12)

Skaldrnim nésobkem vektoru je vektor, ktery mé stejny smér jako puvodni vektor a velikost danou sou¢inem
skaldaru a absolutni velikosti vektoru. Sou¢in vektoru a skalaru vypocteme jako soucin kazdé slozky vektoru
a dané skalarni veli¢iny:

k.al
k.a={k.ai;k.as;k.a3} = | k.az | = k.a1.e1 + k.az.e2 + k.az.e3 (2.13)
k.ag

Zakladni vlastnosti skalarniho nasobku vektoru

Pro nasobeni vektoru a skalaru plati komutativni, asociativni i distributivni zdkon, ndsobeni ¢islem 1 ptuvodni
vektor neméni:

Existence operace — do operace muze vstupovat jakykoliv skalar a vektor, existence operace je tedy zcela
neomezena.

Komutativnost — skalarni nasobek vektoru je komutativni operaci: k.a = a.k

Asociativnost — skaldrni ndsobek vektoru je asociativni operaci: (k.a).l = k.(a.l), resp. k.({.a) = (k.0).a,
zavorku tedy nemusime psat.

Distributivnost vzhledem ke s¢itén{ skalaru — (k 4+ ¢).a = k.a+ f.a

Distributivnost vzhledem ke s¢itdni vektortu — k.(a+b) = k.a+ k.b
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Existence neutralniho skaldrniho prvku — existuje jednotkovy skaldr (k = 1), ktery puvodni vektor v
operaci neméni: 1.a = a. Neutrdlni vektorovy prvek nemiize existovat, nebot vysledkem operace neni
skalar.

Existence inverzniho skalarniho prvku — kazdému prvku k existuje inverzn{ prvek (k~1), pro néz plati:
k.k~'.a = a. Inverzni vektorovy prvek nemize existovat, nebot vysledkem operace neni skalar.

Existence inverzni operace pro vektor — existuje inverzni operace pro uréeni neznamého vektoru x,
kterd umoznuje Fesit rovnici: k.x = b Prvek x je urcen jednozna¢éné: x = b/k. Inverzni operace se
nazyvé déleni skaldrem.

Existence inverzni operace pro vektor — inverzni operace obecné neexistuje. Inverzni operace pro
urceni neznamého skaldru = z rovnice x.a = b je mozna pouze v pfipadé rovnobéznosti vektoru a a
b. Prvek z je potom urcen jednoznacné. Nejsou-li vektory rovnobézné (obecny piipad), nemd rovnice
zadné feSeni a inverzni operace neexistuje.

Dalsi vlastnosti skalarniho nasobku vektoru

Nésobeni nulou: 0.a =0
Nasobeni nulovym vektoremu: k.0 = 0

2.3.1 Deéleni skaldrem

Délenf{ éislem k # 0 provadime jako ndsoben{ vektoru jeho pfevrdcenou hodnotou 1/k:

al/k aq ag Qa,
- = CLQ/]C z—-e1+—-e2—|——3-e3 (214)
k k k
ag/k
Zaporny vektor vznikly vynasobenim vektoru a ¢islem —1:
—ay
—a= —a2 = —aj1.e1 — az.ez — az.eg (2.15)
—as
nam umozni realizovat odéitani, nebot
az — by
a—-b=a+(-b)=| a,—b, | = (a1 —b1).e1 + (a2 — b2).e2 + (a3 — b3).e3 (2.16)
a, — b,
Jednotkovy — smérovy vektor
Jednotkovy vektor je vektor jednotkové délky |a®| = 1. Ke kazdému vektoru s vyjimkou vektoru nulového

muzeme jednoznacéné uré¢it jednotkovy vektor:

ai/a a a a
aO = — = 0,2/@ = il.e]_ + i-ez + 73-63 (217)
a a a
as/a

Jednotkovy vektor urcuje pouze smér daného vektoru, proto jej také oznacujeme jako smérovy vektor.
Vypocet jednotkového vektoru oznacujeme jako normovani a vysledny jednotkovy vektor jako vektor nor-
movany. Puvodni (nenulovy) vektor muzeme psat jako skaldrni ndsobek jeho velikosti a smérového (jednot-
kového) vektoru:

a=a.a’=a.a).e; +a.a).e;+a.ad.es (2.18)
Vlastnosti jednotkového vektoru:
|a% =1 (2.19)
Velikosti jednotlivych slozek odpovidaji smérovym kosintum:
ap = cosa (2.20)
az = CosQg (2.21)
az = cosag (2.22)

kde tihly a; jsou tihly mezi i-tym vektorem béze (souradnou osou) a danym vektorem.
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Linearni zavislost vektora
Plati-li linedrni zavislost mezi vektory aj, ag, as...a, vyjadiend vztahem:
kl.al + kg.az + kg.a3 +---4+ap = 0 (223)

kde ki, ko, ks...k, jsou libovolnd nenulova ¢isla, pak vektory aj, az, as...a, oznaCujeme jako linedrné
zéavislé. Jedna-li se o dva vektory, fikdme, ze jsou kolinedrni a jsou navzajem paralelni. Jedné-li se o tfi
vektory, fikamé, ze jsou komplandrni a vSechny t¥i potom lezi v jedné roviné. Vice nez tfi vektory jsou v
trojrozmérném prostoru vzdy linearné zavislé, proto také kazdy vektor v trojrozmérném prostoru muzeme
rozlozit na maximélné tii linedrné nezdvislé vektory (slozky). Jsou-li vektory linedrné zavislé, lze ze vztahu
ref linearnizavislost vyjadfit jeden z vektoru (a;) pomoci skaldrnich ndsobku zbylych vektoru:

. ﬁ kz k3 kn
k;

a; = B3 ag— - —mg (2.24)

Obrazek 2.1: Odvozeni vektorové rovnice piimky.

*Vektorova rovnice piimky
Piimka dand polohovym vektorem jednoho bodu r; a smérovym vektorem 1:
r=r;+ k.l

kde r je polohovy vektor jakéhokoliv bodu piimky a k je libovolné redlné ¢islo (parametr).
Piimka dand polohovymi vektory dvou bodu piimky:

r=r1+k(r2—r1)

2.4 Skalarni souc¢in

Skalarni soucin je soucet souc¢inu odpovidajicich slozek. Je to skalar, jehoz velikost je ddna souc¢inem velikosti
odbou vektoru a kosinu thlu 4, ktery sviraji:

a.b = a1.b1 + ax.by + az.bs = ab.cosd (2.25)

Skalarniho soucinu s vyhodou uzivame k testovani vzdjemné orientace dvou vektoru. Pro kolmé vektory
plati:
ab=0 (2.26)

a pro paralelni vektory:
ab=uab (2.27)

Jsou-li oba vektory jednotkové délky, pak je soucin roven jedné.
Souéin libovolného vektoru a a vektoru jednotkového b® je roven délce priimétu prvniho do sméru
druhého:

ab’ =a.cosé (2.28)
Tak mtzeme uréit i slozky vektoru v dané bazi vektorového prostoru:

a; = a.ex (229)

ay = a.e2 (230)

a3 = a.es (2.31)

Pozndmka: Zde je uveden vektorovy zapis skaldrniho soucinu. V textu je uzivan maticovy zépis: a.b = a'.b
(podrobnéji viz nize).
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Pravidla pro skalarni souciny

Pro skalarni souciny plati komutativni a distributivni zakon.

aa = a’ (2.32)

laj = Va? (2.33)

ab = ba (2.34)
k.(ab) = (k.a).b=a.(kb) (2.35)
ab = ab.a’.b° (2.36)
(k.a).(t.b) = kl.(ab) (2.37)
(a+b)c = ac+b.c (2.38)
(2.39)

Pozndmka: V maticovém zapisu neni ndsobeni komutativni, plat{ véak: a’.b = b'.a (viz nize).

ResSeni rovnic se skalarnim souéinem

Resenim rovnice se skalarnim sou¢inem a - x = 0 jsou vSechny vektory, které jsou kolmé na vektor a.

Resenim rovnice se skaldrnim soucinem a - x = k jsou vSechny vektory, pro néz plati |x|. cosdx,a = |%| Jsou

to vSechny vektory, které maji stejny prumét na vektor a (terminopoldrni vektory). Jsou to vsechny vektory,

které maji pocatek v pocatku vektoru aa konec lezici v roviné kolmé k vektoru a a lezici ve vzdalenosti %
Pii skalarnim soucinu se ztréci informace o slozce vektoru x, kterd je kolma na vektor a. Proto také nelze

vytvorit inverzni operaci ke skaldrnimu soucinu vektoru.

*Vektorova rovnice roviny
Rovina dana polohovym vektorem jednoho bodu r; a normalovym vektorem roviny n:
(r—r1) ) n=0
kde r je polohovy vektor jakéhokoliv bodu roviny.
Rovina dand polohovymi vektory ti{ bodu (r1,r2,rs):
r=ri+k(ro—r1)+4(rs—ry)

kde r je polohovy vektor jakéhokoliv bodu piimky a k a £ jsou libovolnd redlnd ¢isla (parametry).

2.5 Vektorovy soucin

Vektorovy soudin svou vektoru je vektor, ktery je kolmy na oba ¢initele a jeho velikost je ddna souc¢inem
velikosti obou ¢initelu a sinu tdhlu 4, ktery sviraji:

azbs — azby
axb = a3b1 — a1b3 (240)
arby — azby
€1 €2 €3
axb = ap as as = (agbg — agbg).el + (agbl — albg).eg + (a162 — agbl).eg (241)
by by b3
laxb| =|al.|b|.sind (2.42)
axb = ab.a’xb’ (2.43)
(2.44)

Zakladni vlastnosti vektorového souc¢inu

Existence operace — vektorové nasobit lze pouze vektory téhoz vyznamu a rozméru, jinak je existence
operace neomezend. Jako bindrni{ operace (tj. do niz vstupuji pravé dva ¢initelé) existuje pouze v troj-
rozmérném prostoru.
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Komutativnost — vektorovy soucin neni komutativni operaci: (a x b) = —(b x a). Obracenim poradi
pii vektorovém néasobeni je vysledkem vektor stejné délky, stejného sméru, ale v opa¢ném sméru —
vysledkem je tedy vektor opacny. Plati tedy rovnost pro délky: |a x b| = |b x al.

Asociativnost — vektorovy soucin neni asociativni operact:

ax(bxc) = (ac)b—(ab).c (2.45)
(axb)xc = (ac)b—(b.c)a (2.46)
(2.47)

vysledky nejsou stejné — zavorku tedy musime psat.

Distributivnost — vektorovy souc¢in je distributivni vzhledem k odc¢itdni a s¢itdni vektoru, a to jak pfi
nasobeni zprava, tak i pfi ndsobeni zleva:

ax(b+c) = axb+4+axc (2.48)
(a+b) xc = axc+bxec (2.49)

Existence neutralniho prvku — neexistuje vektor (x), ktery puvodni vektor v operaci neméni: ax x = a,

pokud vektor a neni nulovy (a = 0)
Existence inverzniho prvku — neexistuje inverzni prvek, protoze neexistuje neutralni prvek.

Existence inverzni operace — neexistuje ani inverzni operace.

Dalsi pravidla pro upravovani vektorvych soucinu

Opakované vektorové nasobeni — pii vektorovém nasobeni opakované tymz vektorem je vysledkem
nulovy vektor: a x a = 0.

*Vektor plochy

Jako vektor plochy oznacujeme vektor, ktery je na danou plochu kolmy (normélovy vektor) a ktery m4 velikost rovnu
velikosti dané plochy. Napf. vektor plochy tvaru obecného kosodélniku omezeného dvéma vektory a a b je roven
vektorovému souc¢inu obou vektoru. Nebo vektor plochy tvaru trojihleniku omezeného dvéma vektory a a b je roven:

np, — %axb: %b x (b—a) = %a x (b—a) = S(a—b) xa=+(a—b) x b (2.50)

Vektor povrchu télesa je vektorovy soucet vSech ploch stén tohoto télesa, které tvori jeho povrch. Pro uzaviené
povrchy je tento soucet roven nule.

2.5.1 Slozené a vicenasobné souciny vektoru

Kombinace vektorového nasobeni a skalarniho nasobku

k.(axb) = (ka) xb=a x (kb) (2.51)
lk.(axb)| = |k|.J]axDb| (2.52)
(k.a) x (t.b) = kl.(axDb) (2.53)
(2.54)

SmiSeny souéin
SmiSeny soucin je skaldrni veli¢ina d, jejiz geometrickd interpretace je objem hranolu s hranami odpovidajicimi
jednotlivym vektorum:

d = (axDb).c=(a,b,c)=abc.sindcos~y (2.55)
a; a2 as
d = bl b2 b3 = a1b203 — a1b302 + agbgcl — a2b103 + a3b102 - a3b2(31 (256)

€1 C2 (3
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kde 1hel § je ihel mezi vektorem a a b a tihel  je tthel mezi vektorem c a kolmici na vektory a a b. Pravidla
pro pouzivani smiseného soucinu: smiSeny soucin neni komutativni, tvofi-li trojice systém pravotocivy je
soucin kladny, jedné-li se o levotocivy systém, ma soucin zapornou hodnotu.
) = (aXb c=(a,b,c) ( )
(a,b,c) = (b,c,a) = (c,a,b) (2.58)
) = (a,¢c,b) = (b,a,c) (2.59)
) = - (Ca ba a) ( )

Dalsi nasobné souciny vektoru

(ab).c = ab.cosd.c (2.61)

(a.b).c # a.(b.c) (2.62)
(axb)x(cxd) = (d,ab).c—(a,b,c).d = (c,d,a).b— (b,b,c).d (2.63)
axbx(cxd)] = (bd).(axc)—(b.c).(axd) (2.64)
[(axb)xc]xd (a.c).(b xd) — (b.c).(ax d) (2.65)
(axb)(cxd) = (b.d).(ac)— (b.c).(ad) (2.66)

2.6 Vztahy mezi smérovymi vektory

2.6.1 Obecné vztahy mezi vektory jednoho souradnicového systému

Jednotkové smérové vektory souradnicovych os maji jednotkovou délku, pro vztah geografickych a napja-
tostnich soufadnic pak plati tyto vztahy:

xf—i—x?—i—xi:l oy 4+t =1 (2.67)
Smeérové vektory souradnicovych os jsou na sebe kolmé, tj. jejich skaldrni souciny jsou rovny nule:
iy + Yy + 225 = 0 Ty + x5y + Tryr =0 (2.68)

Vsechny tyto vztahy vedou k zavislosti slozek matice transformace R, kterd ma sice devét slozek, avsak
pouze tfi jsou na sobé nezavislé.
Uvedené vztahy vyuzivame také k vylouceni parametru s indexem 2, napf. pomoci vzorcu:

n?4+ni+n3=1 odkud ziskdme n3=1-n}—nj (2.69)

nili + nols + ngls =0 odkud ziskame nols = —n1ly — n3ls (270)

2.6.2 *Reciproké vektory a rozklad vektoru do libovolné béaze

K systému tii nekomplandrnich vektoru e1, ez a eg lze vytvorit systém tii reciprokych vektoru e, e3 a e3 . Vlastnosti
reciprokych vektoru:

e skaldrni sou¢in daného vektoru a k nému reciprokého (inverzniho) je roven jedné:

ejer = 1 (2.71)
esex = 1 (2.72)
es.es = 1 (2.73)

e kazdy reciproky vektor je kolmy na nékterou ze stén rovnobéznosténu vymezeného puvodnimi vektory, tj.
el.ea =0 el.es=0 (2.74)
es.e1 =0 es.e3 =0 (2.75)
es.e1 =0 es.ex =0 (2.76)
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Z druhého pozadavku vyplyva, ze vektor e] bude paralelni, tj. skaldrnim ndsobkem urcitého &isla k1 a vektorového
soucinu e X es:

e1 = ki.exxes (2.77)

e;.el = kl . (ez X 93) .e1 = 1 (278)
1 1

ki = = 2.79

! (62763761) (61,62763) ( )

Potom lze vyjadrit reciproké vektory jako:

e1 X ez
(917 €2, 63)

ez X e3
(61,62763)7

ez X ey

7 2.80
(e1,e2,es) (2:80)

* * *
e, = €y = €3 —

Reciproké vektory lze s vyhodou pouzit pro rozklad vektoru do systému tif nekomplandrnich vektoru. Mame-li
rozlozit vektor u do slozek danych vektorovou béaz{ a1, a2 a ag podle vzorce:
u = uj.a; +us.az + us.as (2.81)
Jednotlivé slozky w1, uz a us lze vyjadiit vatahy:

* * *
u1 = u.aj, up = u.as, us = u.ag, (2.82)
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Kapitola 3

Zaklady maticové matematiky

3.1 Matice
3.1.1 Zakladni terminy

R4dek matice, sloupec matice.
Rozmeéry matice jsou dény poétem fadku a sloupcti: [ Cn] — m-fddku a n-sloupct.
Matice obdélnikova m # n, ¢tvercovd m = n.

3.1.2 Transponovani matice
= prohozani fddku za sloupce a naopak:
[C] = [A]"
Cij = Qji
Determinant matice

det[T] = t%g.t33 + t%g.tQQ =+ t%g.t11 — t11.t22.t33 — 2.t12.t13.t23

3.2 Zakladni operace s maticemi

3.2.1 Scitani matic
[C] =[A] + [B]

cij = aij + bij
3.2.2 (Odéitani matic

cij = aij = bij

3.2.3 Nasobeni matice skalarem
[C] = k.[A]

Cij = k.aij
3.2.4 Nasobeni matic
Cij = ) Gik-bij

3.2.5 Inverze matice

Cij = detle
kde A;; je doplnék k prvku a;j;, po¢ita se jako subdeterminant matice vzniklé vynechanim i-tého fadku a j-tého
sloupce a nasobeny znaménkovym koeficientem (—1)“*7. Inverzni matice k matici ortogonalni (napf. matice rotace)

je rovna matici transponované.

23
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3.2.6 Rozklad matice na sloupcové a radkové vektory

Jednotlivé sloupcové vektory A = [ai1, az, as] lze vypocitat podle vzorce:
a; = A BN 7 (3.1)
Jednotlivé prvky matice v daném soufadném systému lze vypocitat podle vzorce:

Aij = €; * A - €y (3.2)

3.2.7 Invarianty matice 3x3

Invarianty jsou hodnoty matice, které nezdvisi na zvoleném soufadnicivém systému.

Prvni invariant

Prvnf invariant = stopa (trace) matice:
I =trA = a1 + a2 +ass

Druhy invariant

Jakou hodnotu ma prvni invariant inverzni matice?

Aqq Aaa Ass

B |
trA~l =g a G = -
r At a2 033 = 900 T otA T detA | detA

< (A11 4 A2z + Ass) (3.3)

Protoze prvni invariant inverzni matice i determinant matice A jsou invarianty, musi byt i sou¢et subdeterminantu
k prvvkum hlavn{ diagondly (vyraz v zdvorce) invariantem.

Treti invariant

Jaky je objem rovnobéznosténu vymezeného tfemi sloupcovymi vektory matice T = [a, b, c]?
V =(a,b,c) =detT (3.4)

Je tedy determinant invariantem (objem se nezméni pii zméné soufadnic).

3.2.8 Rozklad tenzoru na symetrickou a antisymetrickou slozku

Libovolny tenzor vyjadifeny matici T lze rozlozit na dvé slozky, jednu symetrickou Ts a druhou antisymetrickou Ta:
T = Ts + Ta (3.5)

Pro symetrickou slozkuku plati:
T, = T, (3.6)

A podobné pro antisymetrickou (antimetrickou) slozku:

To' = —Ta (3.7)
Tyto dveé slozky lze vyjadrit vztahy:
1 t11 %(tn + t21) %(tIS + t31)
Ts = 3 (T+ TT) = %(tm + t21) tao %(t23 + t32) (3.8)
%(tm + t31) %(t23 + t32) t33
1 0 3(tia —ta1) 3 (tas —ta1)
Ta = S(T-T') = | 3(tar —t12) 0 1 (tas — ts2) (3.9)
3(ts1 —t13) 3 (tsa — ta3) 0

a pro transponovany tenzor a jeho slozky plati:

T = Ts—Ta (3.10)
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3.2.9 Rozklad symetrické matice na matici diagondlni a matici rotace (spektralni
rozklad matrice)

Matici [3T3] s prvky t;; lze spektralné rozlozit pomoci charakteristickych ¢isel a vektoru na tvar:

tin ti2  tis
t12 too  tos = Tl.[t1].[t1}T + TQ.[tQ].[tQ]T + T3.[t3],[t3]T (3.11)
tiz  t23  ts3

[sT3] =

Charakteristicka ¢isla vypocteme feSenim kubické rovnice:

4+ A +Br4+C=0 (3.12)
kde:
A = —tr[T] = —(t11 + to2 + t33) (3.13)
B = tir.tos +tintss +tostss — tiy — tis — tas (3.14)
C = det[T] = t35.t33 + t15.t20 + tas.t11 — t11.tas.taz — 2.t10.t13.103 (3.15)
Postup feseni kubické rovnice:
B_ A

P = 3 3.16
. (3.16)

2.A% _ A.B

-&£=4+C

Q = T2 (3.17)
cosyp = — Q (3.18)

VIPP
ro= 24/|P| (3.19)

a jednotlivé charakteristické hodnoty matice jsou rovny:

v A
.= r_Z 3.20
T r.cos o — 3 (3.20)
—180° A
o= —res P -2 (3.21)
Y +180° A
. _4 3.22
Th 7. cos| 3 3 (3.22)
Slozky charakteristickych vektoru vypocCteme napt. ze vztahu:
E = t11 — T; (323)
F = (tao—7).E—t} (3.24)
G = E.t23 — t13.t12 (325)
tei = tlz.G — t13.F (326)
tyi = —-G.E (3.27)
t.i = E.F (3.28)

Druhé dva charakteristické vektory t; a t; ziskdme dosazenim dalsich charakteristickych ¢isel matice 7; a 7.
Nakonec charakteristické vektory pfevedeme na jednotkovou délku.
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Kapitola 4

Transformace souradnicovych systému

Transformaci jednoho soufadnicového systému vyjadiujeme matici rotace [,R,,], kterd vyjadiuje transformaci
ze soufadného systému p (ptivodni) do systému n (novy). Za systém p, n si lze dosadit geograficky, napjatostni
nebo zlomovy systém.

COS(x11 COS(12 COS(13 11 Ti2 Ti13
[p(Rn] = | cosaar cosagy cosass | = | ro1 Toa To3 (4.1)
COS(x31 COS(Q32 COS(33 sy T32 733

Uhly o; jsou thly mezi soufadnymi osami, prvnf index ¢ urcuje pivodni soufadnici, druhy j novou. Radky
tvori slozky vektoru novych soufadnych os v puvodni souradnicové soustavé, sloupce tvoii vektory vyjadiujici
orientaci puvodnich soufadnicovych os v nové souradnicové soustavé.

4.1 Rotace veli¢in

4.1.1 Rotace vektoru

Transformaci soufadnic libovolného vektorového prvku v ptivodni soufadnicové soustavé a,, do nové souradnicové
soustavy a, pocitame podle vzorce:
[an] = [pRx].[ay] (4.2)
a pokud zndme matici pro obracenou transformaci [, Rp], muzeme snadno provést i zpétnou transformaci:
[ay] = [nRp].[an] (4.3)
Matici pro obrécenou transformaci [,R,] matici lze urcit podle vzorce

[an] = [pRn]_l (4-4)

avsak vypocet inverzn{ matice [,R,]™! je pomérné ndroény (viz matematickd pifloha). Matice rotace je
zvlastnim typem matic — je to tzv. ortogondlni matice — a pro tento typ matic plati:

[pRn]_l = [pRn]T (4-5)

kde [,R,]7 je tzv. transponovand matice, tj. matice, v nfz jsou oproti matici pivodn{ zaménény fadky a
sloupce. Zpétnou transformaci vypocteme podle vzorce:

[a,] = [pRn}T- [an] (4.6)

4.1.2 Rotace tenzoru

veli¢ina urcuje vztah mezi dvéma vektorovymi veli¢inami a a b v puvodnich i v novych soutadnicich (napf.
vztah orientace plochy a napéti na ni pusobici):

[ba] = [Tn].[as] (4.8)
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Chceme-li zjistit vztah jak tenzor T, v novych soufadnicich ziskat transformaci tenzoru T, z puvodni
soufadnicové soustavy, postupujeme podle nésledujictho odvozeni. Vyjdeme ze vztahu pro rotaci (transfor-
maci) vektoru b z puvodnich do novych souradnic (4.2), ktery upravime dosazenim 4.7 a 4.8:

[bn} = [pRn} [bp}
[To].lan] = [Ra].[Ty]. [ay]
(Tn]. Rl [as] = [Ra].[Tp].[ay]
[Tn]. [p R,] = [pRn} [Tp]
[ n] = [pRn] [Tp] [ n]T (4-9)

4.2 Vlastnosti matice rotace

4.2.1 *Matice rozdilu orientace

Rozdil orientace je tenzor AR, ktery lze urc¢it jako soucin tenzoru rotace, které urcuji orientaci obou prvku
— nejprve rotujeme z orientace prvk A do referen¢ni soustavy soufadnic a pak rotujeme do orientace prvku
B:

AR = Rp.R} (4.10)

4.2.2 *Charakteristicka ¢isla matice rotace

Charakteristické hodnoty a vektory lze urcit z rovnice

Ra=)\a (4.11)
kde R je matice orientace, a je charakteristicky vektor a A je skalar. Potom:
(R-=AI)a=0 (4.12)
K ziskdn{ netrividlniho feseni (a nerovno 0) musi byt determinant roven nule:
det(R—AI)=0 (4.13)
To vede k FeSeni kubické rovnice a ke tfem feSenim. AvSak pii uvazeni, ze charakteristicky vektor musi byt

stale zachovavan pii transformacich — bude charakteristickym vektorem osa rotace. Ta musi byt zachovana
i pfi zpétné rotaci a tak R~! musi zachovévat tentyz vektor. Mizeme tedy psat:

Ra = R! (4.14)
(R-R1a = 0 (4.15)
(R-R").a 0 (4.16)
Zbytkova matice ma tvar:
0 T12 —T21 T13 —T31
R - RT = T21 — T'12 0 T23 — T'32 (417)
T3] —T13 T32 —T23 0

Matice rotace mé charakteristické ¢islo rovno 1.
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4.2.3 *Charakteristické vektory matice rotace

Matice rotce mé jeden charakteristicky vektor a={[aq, ag, ag}T, ktery odpovida vektoru osy rotace:

a = T23 — T'32
—
\/(T23 —132)2 4+ (r31 — 1r13)% + (r12 — 7r21)?
’]": —_ 7’ b
ay = 3118 (4.18)
\/(7’23 —132)2 + (r31 — 1r13)? + (r12 — 7r21)?
T12 — T'21
asz =

\/(7’23 —132)% + (r31 — 713)% + (112 — 721)?

Uhel rotace je pak roven:

tr R—1
cosf = YT (4.19)
Matici rotace muzeme zapsat jako:
R =(I-nn").cosw — (nx1I).sinw + nn" (4.20)

4.3 *Operace symetrie

Pojmem symetrie je minéno to, Zze po provedené operaci je vysledek tentyz, neménny. Matice rotace je
uréena kosiny thlu mezi novou a starou souradnicovou soustavou, které jsou ve vztahu k referencéni soustavée
ur¢eny pomoci matic:

- X1
R = Xn Xp = X;Q [ Xp1, Xp2, Xp3 ] (421)
Xn3

cos(Zn1, Tp1) €OS(Tn1,Tp2) COS(Tp1,Tp3)
cos(Tna, Tp1) COS(Tn2, Tp2) €OS(Tna, Tp3)
cos(Tp3, Tp1) COS(Tn3, Tp2) €OS(Tpng, Tp3)

R

Matici rotace uré¢ime porovnanim orientace soufadné soustavy pred a po rotaci. Napiiklad pfi zrcadlové
symetrii, kde plocha zrcadla odpovidd plose z1x2 = (x3), existuje pro kazdy bod Pz, xs,x3] symetricky
ekvivalentni bod P’[z1, 22, —x3].

4.3.1 *Symetrie podle rotacnich os

Identicky tvar ziskame otocenim kolem osy o urcity thel. Pozadavek je, abychom na konci — pfi otoceni o
posledni dil — dosdhli ptivodni pozice (oto¢eni o 360°). Pocet ihli otoceni do 360° oznacujeme jako ¢etnost
osy rotace a osu rotace jako n-¢etnou osu rotace (A: n-fold rotation axis).

4.3.2 *Stredova symetrie

Stredova symetrie se nékdy oznacuje jako symetrickd operace druhého druhu (vytvaii zrcadlové identicky

obraz, zatimco rotace vytvaii identicky obraz). Determinant matice transformace det T = —1.
-1 0 0
R = 0 -1 o0 (4.22)
o 0 -1

4.3.3 *Zrcadlova symetrie
Matice transformace pii zrcadleni podle zrcadlové plochy (z):

-1.0 0
R=1| 0 10 (4.23)
0 01
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Kapitola 5

*Odvozeni matic rotace

5.1 Matice rotace kolem zakladnich souradnych os

5.1.1 Rotace kolem osy z

Rotace kolem osy = o tihel w:

1 0 0
[(WRz] = | 0 cosw —sinw

0 sinw cosw

5.1.2 Rotace kolem osy y

Rotace kolem osy y o thel w:

cosw 0 sinw
LRy = 0 1 0
—sinw 0 cosw
5.1.3 Rotace kolem osy =z
Rotace kolem osy z o thel w:
cosw —sinw 0
[WR.] = | sinw cosw 0
0 0 1
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5.2 Rotace kolem obecnych os

5.2.1 Rotace kolem libovolné horizontalni osy

Rotaci kolem osy L «y,/0 o tihel w provedeme tak, Ze nejprve rotujeme osu do sméru x, provedeme rotaci o
thel w kolem osy x a nakonec osu totace vratime do puvodni polohy:

cosae sina 0
—sina cosa 0

0 0 1
1 0 0 cos o sin « 0
0 cosw —sinw —sin@cosw cosacosw —sinw
0 sinw cosw —sinasinw cosasinw  cosw
cosa —sina 0 cos’a +sin*acosw sinacosa(l —cosw)  sinasinw
sina cosa 0 sinacosa(l —cosw) sin?a 4 cos? acosw —cosasinw
0 0 1 —sinasinw cos o sin w cosw

[ 1—b.4? b.xy c.y
b.xy 1-ba? —cx

—c.y c.x 1-0
kde .
b = 1-—cosw c = s¥nw (5.1)
T = cosa y = sina.

5.2.2 Rotace plochy do horizontalni polohy

Plocha S ag/ps je rotovédna kolem smérnice do vodorovné polohy. Ostatni smérové prvky se rotuji pomoci
stejné matice rotace. Rotaci provedem tak, Ze nejprve rotujeme zpét o azimut sklonu, takze osa rotace—
smérnice se ztotozni s osou y a kolem ni rotujem o velikost sklonu ¢, nakonec azimutalné vratime do puvodni
pozice:

[R] = [oR:).[,Ry].[-aR:]

cosa sina 0
—sina cosa 0
0 0 1
cosp 0 sing | [ cosacosy  sinacosy  sing
0 1 0 —sina cos o 0
| —sing 0 cosyp | | —cosasing —sinasing cosy
[ cosa —sina 0 ] [ cos? acos @ + sin® —sinacosa(l —cosp) cosasing
sina  cosa O —sinacosa(l — cosp) sin? acosp 4 cos?a —sinasing
| 0 0 1] i —cosasinp —sinasin g cos ¢
[ 1—-ba2® —bay c.x
—baxy 1-by? cuy
—c.x —c.y 1-b
kde
b = 1—cosyp ¢ = singp

= cosa y = sina.
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5.2.3 Rotace kolem libovolné osy

Rotaci kolem osy L ap, /¢, 0 ihel w provedeme tak, ze natocime osu rotace do smeéru osy z (nejprve azimutélné
a pak sklonové), provedeme rotaci a osu rotace vratime zpét do puvodni polohy:

[R] = [aRz]'[90—¢Ry]'[sz]'[¢—90Ry]'[—aRz]

Protoze nékteré matice se nevejdou na $itku papiru, jsou jejich sloupce vypsany pod sebou a oddéleny teckou.

cos a sinaa 0
—sina cosa 0

0 0 1
sinp 0 —cosep cosasing sinasing —cose
0 1 0 —sino cos 0
cosep O sin ¢ CosCcos @ sinocosy sin ¢
cosw —sinw 0 cosasinpcosw + sinasinw sinasinpcosw — cosasinw  — cos p cosw
sinw cosw 0 cosasinsinw —sinacosw sinasinpsinw + cosacosw  —cospsinw
0 0 1 COS (¥ COS sin a cos ¢ sin ¢

cos asin? ¢ cos w + sin asin @ sin w + cos a cos? @
sin asin® @ cos w — cos asin @ sin w + sin a cos? @
— sin ¢ cos p cos w + sin ¢ cos ¢

sin ¢ 0 cosyp cos asin g sin w — sin o cos w

0 1 0 sin a sin ¢ sin w + cos & cos w
—cosep 0 sing — cos psinw

— €Os (¢ Sin ¢ cos ¢ cos w — sin & cos Y sin w + cos a sin ¢ cos ¢
— sin arsin ¢ cos ¢ cos w + cos & cos ¢ sin w + sin a: sin ¢ cos @
cos? pcosw + sin? ¢

M cos? asin? g cosw + cos? acos? ¢ + sin? o cos w

sin a cos asin? ¢ cos w — sin @ sinw 4 sin a cos a cos? ¢ — sin a cos a cos w
— €Os (¢ Sin ¢ cos ¢ cos w + cos a sin ¢ cos ¢ + sin & cos Y sin w

2

cosa —sina 0 sin o cos asin? @ cos w + sin g sinw -+ sin a cos a cos? ¢ — sin a cos o cos w
sin o cos a 0 sin® acsin? o cos w + sin? a cos? ¢ + cos? a cos w
0 0 1 — sin arsin ¢ cos ¢ cos w + sin acsin  cos ¢ — cos acos Y sinw

— COs ( Sin ¢ cos ¢ cos w — sin o cos ¢ sinw + cos a sin ¢ cos ¢
— sin arsin ¢ cos ¢ cos w + sin acsin ¢ cos p + cos a cos Y sinw
cos? pcosw + sin? ¢

cos w + cos? o cos? p(1 — cos w)
— sin wsin ¢ + sin a cos a cos? p(1 — cosw)
sin w sin a cos ¢ + cos a cos p sin p(1 — cosw)

sinw sin ¢ + sin a cos a(1 — sinw)
cosw + sin? acos? p(1 — cos w)
— sinw cos acos ¢ + sin a cos @ sin (1 — cosw)

— sinw sin acos ¢ + cos a cos @ sin p(1 — cosw)
sinw cos a cos ¢ + sin asin ¢ cos p(1 — cosw)
cosw + sin? (1 — cosw)

a+ba? bxy—cz bzxz+tcy
bay+cz a+by? b.yz —c.x
L baz—cy byz+cxr a+bz?

a = Ccosw T = COSQCOSY
1—cosw Yy = sinacosyp
= sinw z = sing

S8
Il
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5.3 Geometrické prvky urcené matici rotace

5.3.1 Lineace urcéena matici rotace

Vychazime z predpokladu, Ze lineace je osa x rotovand do dané polohy:

1] = [AL][x]

Vlastni vypocet matice rotace provedeme tak, ze osu x rotujeme kolem osy y o tihel ¢ v zdporném sméru

a pak kolem osy z o azimut sklonu ay:
[AL] = [aLRZ]'[_WLRy]

[ cospr 0 —singp
0 1 0
| singpr, 0 cosyr

cosay —sinay 0 cosa, Cospy —sinay —cosayrsinegy
sinayp cosap 0 sinay, cosr  cosay —sinay, sin gy,
0 0 1 sin g, 0 cos ¢,

r.a —Yy —x.c

y.a T —y.c
c 0 a
kde
a = cosyy c = singpyp
r = cosqy y = sinapg

Prvni sloupec matice rotace je piimo vektor 1.

5.3.2 Plocha uréena matici rotace

Vychazime z predpokladu, Ze norméla plochy je osa z rotovand do dané polohy:

[n] = [As].[2]

(5.3)

(5.4)

Vlastni vypocet matice rotace provedeme tak, ze osu x rotujeme kolem osy y o thel ¢ v zaporném sméru

a pak kolem osy z o azimut sklonu ag:
[As] = [astHﬂOSRy]

[ cosps 0 —sinpg
0 1 0
| sinps 0 cosps

cosag —sinag 0 [ cosag cos (s —sinag —cosagsinpg
sinag cosag O sinagcosps cosag —sinagsineg
0 0 1 sin g 0 coS Qg

r.a —y —x.c

y.a T =Y.
c 0 a
kde
a = CoSEs c = sinpg
T = cosag y = sinag

(5.5)

Prvni sloupec matice rotace je piimo vektor spadnice, druhy sloupec je piimo vektor smérnice a tieti

sloupec je pfimo vektor normaly plochy n.
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5.3.3 Lineace a plocha urcené matici rotace

Plocha je urcena orientaci S a.s /s a lineace je upcend thlem p (pitch). Vychdzime z pFedpokladu, Ze lineace
je osa x a normala plochy je osa z rotované do dané polohy:

1 = [Acus][
] = [ALs][7]

Vlastni vypocet matice rotace provedeme tak, Ze osu x rotujeme kolem osy z o dhel 90 — p (budouci
spadnice plochy je natoCena k severu), pak kolem osy y o thel —pg (plocha je uklonéna) a nakonec kolem
osy z o azimut sklonu ag:

[ALS] = [asRZ]'[fwsRy]'[QOprZ]

sinp —cosp O
cosp sinp 0
0 0 1
cosps 0 —singpg i COS(pg COSpP —COsSpgCcosp —singg
0 1 0 cosp sin p 0
sinpg O cospg sinpgsinp —sinpgcosp cos g
cosag —sinag 0 i COS g COS (PG COSP — Sinag COSp  —COSQg COSYCcosp —sinagsinp  —cosagsinpg
sinag cosag 0 sinag cospgcosp +cosagcosp —sinagcospgcosp+ cosagsinp —sinagsingg
0 0 1 sin g sinp —singg cosp cos g

Prvni sloupec matice rotace je piimo vektor lineace 1, druhy sloupec je vektor lezici v plose a kolmy na
lineaci a tfeti sloupec je piimo vektor normély plochy n.

5.3.4 Ortogonalni prvek urceny matici rotace

Smér e; je urcen orientaci L oy /7, druhy smér ey je urcen tihlem p (pitch). Vychédzime z piedpokladu, ze
smeér ey je osa T, SMEr ey je 0sa y a sSmér eg je osa z rotovana do dané polohy:

[ea] = [Aol[x]
[e2] = [Aol.ly]
les] = [Ao].[7]

Vlastni vypocet matice rotace provedeme tak, ze osu y rotujeme kolem osy x o thel p (budouci smér eg
ziskal p v plose yz), pak kolem osy y o thel —¢; (budouci smér e; je uklonén) a nakonec kolem osy z o
azimut sklonu a;:

[AO] = [mRZ] : [*mRprRw]

1 0 0
0 cosp —sinp
0 sinp cosp
cospr 0 —sinepg cospl —singpisinp —sine;cosp
0 1 0 0 cosp —sinp
sinp; 0 cos 1 sin 1 cos 1 sinp COS 1 COS P
cosa; —sina; 0 COS 1 COSp] —cCosaqsSingsinp —sinag cosp — cosag sin g cosp + sinag sinp
sin aip Ccos o] 0 sinaj cospr —sinag singg sinp 4+ cosag cosp  —sinag sin g1 cosp — cos ag sinp
0 0 1 sin g1 cos 1 sinp COS (1 COS P

Prvni sloupec matice rotace je piimo vektor sméru ey, druhy sloupec je vektor sméru es a tieti sloupec
je primo vektor sméru es.
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5.3.5 Ortogondlni prvek urceny Eulerovymi tihly

cosp —sinp 0
sinp cosp O

| 0 0 1

[ 1 0 0
0 cose —sing

| 0 sinp cosy

[ sina cosa 0 ]
—cosa sina 0

i 0 0 1

l=z

o

cosp

sinp
0

cosp
sin p cos ¢
sin psin ¢

Sin p cos ¢ cos a+cos psin
Sin p cos ¢ sin o —cos p cos &
sin psin ¢

m

~y

0
1
0

—sinp
cosp
0

—sinp
COS P COS
cos psin ¢

COS P COS (p cOs v—sin psin av
€08 P COs (p sin av+-sin p cos o
cos psin ¢

o

0
—singp
cos

—sin ¢ cos o
—sin psina
cos

(5.6)



Kapitola 6

*Goniometrické vzorce a sféricka
geometrie

6.1 Zakladni hodnoty goniometrickych funkci

6.1.1 Znaménka goniometrickych funkci v jednotlivych kvadrantech

kvadrant | I. II. III. 1IV.
sin a + + — —
cos + — — +
tan o + — + —
cot « + — + —

6.1.2 Hodnoty goniometrickych funkci zakladnich uhla

a 0 30 45 60 90
" VO VI V2 V3 V4
sin & 3 5 3 T 3
sin o 0 1 % @ 1
cos «v 1 ? g % 0
1
tan o 0 7 1 V3
cot « 00 \/§ 1 % 0

6.1.3 Prievod goniometrickych funkci do I. kvadrantu

8= -« a+90° a—90° 90°—a | o+ 180° «a—180° 180° —«
sinf | —sina | +cosa —cosa +cosa | —sina —sina + sin o
cosf | +cosa | —sina +sin« +sin —Ccos o —Ccos o —Ccos o
tanf | —tana | —cota —cota  +cota | +tana + tan « —tan «
cotf | —cota | —tana —tana +tana | +cota + cot « —cota

6.2 Soucin a soucet thla a goniometrickych funkci

6.2.1 Prevody goniometrickych funkci na jiné goniometrické funkce

) 5 tan? o 1
sin“aa = 1—cos"a= 5— = 5
14 tan® « 1+ cot® o
2 .2 1 COt2 «
cosa = l-—sin“a= 5 = 5
1+ tan® « 1+ cot®
sin a 1
tana = =
Cos & cot
2 sin? o 1
tan"a = —— = 5
1 —sin“ « COs* o
cos 1
cota = - =
sin o tan o
2 1 cos? a
cot"a = —— — 1= 5
sin® « 1 —cos?«
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6.2.2 Goniometrické funkce souctu

sinfa £ 8) = sina.cosf + cosa.sinfB
cos(a¢ £ 8) = cosa.cosf Fsina.sinf
tan o + tan 8
t + —_—
an(a £ ) 1 F tan . tan g
cota.cot B F 1
t(a £ = —
cot(a £ §) cot 8 & cot «
6.2.3 Soucet goniometrickych funkci
sinatsinfg = 2.sina:;’8.
cosa+cosf = 2.cosa;rﬂ.
cosa—cosf3 = —2.sin @ er

ahla

sina+cosa = +V1-—sina
cosa—sina = +V1+sina

tana +tan 8 =
cotatcotf =

tanatcotf =

sin(a = B)

cos a. cos 3
sin(f + «)

sin a. sin

6.2.4 Soucin goniometrickych funkci

cosa.cosf3 =
sina.sinf =
sina.cosf =
tana.tan 8 =

cota.cotf =

tana.cotf =

6.3 Goniometrické funkce dvojnasobného a poloviéniho thlu

6.3.1 Prevod kvadrata a souc¢int téhoz tihlu na dvojnasobné uhly

2
s«

2
COoS «

sin a cos «

%(cos(a + ) + cos(a — 5))

%(cos(a — ) — cos(a + 6))

2
tan « + tan 3
cot o + cot 8
cot a + cot B
tan a + tan 8
tan a + cot 3
cot a + tan 8

NI~ NI~ N =

Leos(@Fh)

cos a. sin B

1 (sin(a — ) +sin(a + ﬂ))

(1 — cos 2a)
(1 + cos 2a)

sin 2«

(6.19)
(6.20)
(6.21)

(6.22)
(6.23)

(6.24)

(6.25)
(6.26)

(6.27)



6.4. SFERICKA TRIGONOMETRIE

6.3.2 Goniometrické funkce dvojnasobného tihlu

Moivrova véta:

cosna +1i sinna = (cosa + 1 sina)”

sin 2«

cos 2a

tan 2«

cot 2«

2.sin a cos «
2 .2
cos” a — sin” «
2tan «
1—tan®«
cot?a—1
2cot «

6.3.3 Goniometrické funkce poloviéniho thlu

1 1
:5\/1+sino¢—§\/1—sina

1 1
:5\/1+sina—|—§\/1—sina

_l—cosa  [1—cosa
sin « 1+ cosa

.« 1 —cosa
sin — = _
2 2
o « 14 cosa
S — = —_—
2 2
tan [ sin «

2  1+cosa
cot a sin «
2 1 —cosa

6.4 Sféricka trigonometrie

l+cosa  [1+cosa
sinae 1 —cosa

6.4.1 Pravouhly sféricky trojihelnik AABC

Znaceni: ¢ — pFepona; a, b — odvésny; «, 8 — thly protilehlé odvésndm. Pravy thel v lezi pfi vrcholu C' (¢—3-90 — a—

90 — b-a).
Pro feSeni plati Neperovo pravidlo:

39

(6.28)
(6.29)

(6.30)

(6.31)

(6.32)

(6.33)

(6.34)

(6.35)

Kosinus libovolného prvku je roven: - souinu sinu dvou prvka protéjsich - souéinu kotangent dvou prvka sou-

sednich
Napft.

Cosc

cosc =

sina
sinb
cosc
cos «
cos 8
sina
sin b
cosc
cos «

cos B

sin(90 — a). sin(90 — b)

cosa.cosb

sin a.. sin ¢
sin 3. sin ¢
cosa.cosb
sin 8. cosa
sin av. cos b
cot 5. tan b
cot . tana
cot a. cot B
cotc.tanb

cotc.tanb
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6.4.2 Obecny sféricky trojihelnik AABC

Véta sinova . . )
sina sin b sin ¢

sina  sinf  sin~y

Véta kosinova

cosc = cosa.cosb+sina.sinb. cosy
cosy = —cosa.cosf + sina.sinf.cosc
Véta sinuskosinova
cosa.sinff = —sina.cosf.cosc+ siny.cosa
cosa.sinb = sina.cosb.cosy + sinc. cos
Dalsi vztahy
cota.sinb = cos7y.cosb+ sinvy.cota
cota.sinfB = —cosc.cosf3+ sinc.cota

Vztahy pro ostatni thly a strany ziskdame cyklickou zaménou prvku.
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