M2100 MATEMATICKA ANALYZA II

DDU

1 Diferencialni rovnice

Rozhodnéte, zda je funkce y pro x € I feSenim dané diferencidlni rovnice:

L (V1+a22)y —23(y)2+2=0,y=In(vV1+22+2), =R

2. (y)? + cos(22)y” =4, y = Incotgz, I = (0, %)

3. (4a)y +y =0,y=Inv1-—a+ [ 2z dt, I = (-1,1)

1.1 Diferencialni rovnice 1. fadu
1.1.1 Rovnice se separovanymi proménnymi

Vyfeste diferencialni rovnice:

5. z(1+y?) de+y(l+2*) dy=0

Vyfteste diferencidlni rovnice s poc¢atecni podminkou:

1. 2y—a3y/ =0,y(1) =1

2. y'tgr —y? =1-2y,y(3) =3

3. sinycosx dy = cosysinzx dz, y(0) = I

ly=C(z+1)e™®, C€R]
Y=1-cz CER; y=0
[ev=1-Ce* CeR]
[V =e” 4+ C, C eR]

[y =C(1+2%) —1, C eRY]

_ 1
[y =1- 2+1n|sinx\:|

_ cosx
{y = arccos V2 }
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1.1.2 Homogenni rovnice

Vyfeste diferencialni rovnice:

1. 2y +ylnz = ylny

-y = 2x'

3. (y? — 2?) dx = 22y dy

1.1.3 Zobecnéna homogenni rovnice

Vyfeste diferencidlni rovnice:

/I x+y
1. ¢y' = =y
/. x42y—T7
2. Yy = r—3

/ _ 3x+4y—9
3. ¥y = 2x+y—6

/ _ b5x—5y+1
S TES

/ 9r—3y+1

ly = 2", C € R]
[y = Cazv/x —z, C €R]

[y2 =-—22+Cz, C¢ R}

CxyJ1+ %

[arctgg =In ), C € R}

ly=—z+5+C(z—3)? CeR]
(y—3z+9°=C(z+y—3), CeR,y=ux+2]
In|ly—z|=-bz+2y+C, CeR,y=a2]

22+ (3z —y)? =C, C €R]
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1.1.4 Linearni rovnice 1. fadu

Vyfteste diferenciilni rovnice:

1. ¢y = -2y
2.y = 1i§2y

3.y =2y +6zx

4. y' cosx = (y+ 2cosz)sinx

5. o dy+ (2% —y) do =0

Vyfteste diferencidlni rovnice s poc¢atecni podminkou:

1y =dzy + (22 + 1)e2”, y(0) = 1
2.y —4y =cosz, y(0) =1
1.1.5 Bernoulliova rovnice
Vyfteste diferenciilni rovnice:
1.y = 2xy + 223>
2

2. 32%y +ay =1y~

3.y =3y+ayy

<
|

4. ydy = (% + z) dr,a#0

N

xT

[y=Ce™?* CeR]
ly=C(z*+1), C €R]
[y=3z—2+Ce 2, CeR]|
[y:w, CER}

Ccos T

[y:—:EQ—i-Cx, CER}

[y = (2 +z+ 1)62952]

= Lgj _ 4 21 4z
[y—1751na? 77 COST + 7€ }

{y:m, CGR,yZO}

|:y3 _ ln|a;|?+C’ Ce R,y _ 0:|

[y:x4(ln\/m+0)2, CGR,yZO]

[P =-L+Ce®, CeRry=0)
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1.1.6 Metoda zamény proménnych

Vyfeste diferencialni rovnice:

_ 1
1. ¢y = D=
2 1
[e=%+4+1+Ce, CeR]
2. (zy+2*y°)y' =1

F:12,Ceﬂ
Y=
2—y24Ce™ 2

3. 2y dx + (y> —4z) dy =0

[z =(—3In|y| + O)y?, C eR]

1.1.7 Exaktni diferencialni rovnice

Vyfeste diferencialni rovnice:
1. 2z+y)de+(1+2)dy=0
[22+zy+y=C, C€R]
2. e¥ +ye® + 322 do = (2 —ze¥ — e%) dy
[xey+ye”‘+x3 —2y=C, CER}
3. siny dr + ((z + 1) cosy — ysinz) dy =0

[xsiny +ycosy =C, C € R|

1.1.8 Clairoutova rovnice

Vyfteste diferenciilni rovnice:

1

— /
1. y=uay + 5,7

[y=Cz+ 55, C € Ryy? = 21|
2. y=xy +y +e¥
y=Cz+C+e’, CeRyy=(z+1)In(-z—1) —x — 1]

3.y =In(zy —y)

[y:Cx—eC, CGR;y:xlnx—x}
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1.1.9 Lagrangeova rovnice

Vyfeste diferencialni rovnice:

Loy=(y—1)e

[t=e?+C,y=(p—1)e?, C eR;y=—1]

2. y=2ay' +y' - (v)°

3. 22y —y =Iny

1.2 Linearni diferencialni rovnice n-tého fadu

1.2.1 Rovnice homogenni

Vyfeste diferencialni rovnice:

1. ¢y —16y =0
[y = c1e® + c2e™", ¢1,¢2 € R]
2.y 4+16=0
[y = ¢ cosdx + casindx, c¢1,co € R]
3.y —6y"+12y —8y =0
[y = 12" + cowe®® + c3x?e?®, 1, c0,03 € R}
44y~ +y =0
[y =1 4 c0e? + 031,'6%, C1,C2,C3 € R}
5.y +10y” + 25y =0

[y = (c1 + cow) cos VB + (5 + cuw)sin Vb, ¢; €R,i=1,... 4]

Vyfteste diferenciilni rovnice s poc¢atecni podminkou:

Ly =2y +y=0, y0)=0, y/(0) =1

2.y +7y —8y=0, y(0)=1, y/(0) =1
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1.2.2 Rovnice nehomogenni

Metodou neurcitych koeficienti vyfeste diferencialni rovnice:
1. y" — 9y = 922
[y =137 4 cpe7 3" — g2 — %, c1,Co € R}
2.y — 4y + 4y = (1 + 22)e?®
[y = 12* + cqze?® + 1—1262””x2(m2 +6), c1,c2 € R}
3. y" =3y +2y=10cosx
[y = 16" + 2e®® — 3sinx + cosx, c¢1,co € R}
4. 4y" — 2y + 5y = 5e®sinzx
[y = 16" + 8in 2z + co€e® cos 2z + €2 sin 2 — %ezz cosx, c1,C € R}
5. y" — 2y = 4x + 2cos2x

(Rada: Rozdélte si pravou stranu f(z) na soudet fi(z) + f2(x) a hledejte postupné partikularni feseni
Yp, () pro fi(x) a yp, (z) pro fa(z). Vysledné feseni pak bude tvaru y(z) = yo(z) + yp, () + yp, (x).)

[y =c1 428 — 2 — g — %(cos2x +sin2zx), c¢1,c0 € R}

Metodou variace konstant vyfeste diferencidlni rovnice:
1.y —y =e**sine”
[y = c1 + coe™ —sine®; ¢1,co € R]
2. 9" +3y +2y=(e*+1)7!
[y =cre™t 4+ coe™ 2 + (e” + e %) In(e® + 1), c1,¢2 € R]
3.y ty =5

sin? z
cos T

|:y:C:[COS.’I}+CQSin£L'+ —cosx, C],CQER}

4y =2 +y=1

=
[y = e*(c1 + cox + xln|z|), c1,c0 € R]
5. 9" +2y +y=e"Inzx

2 2
y=e"(c1+cx+ T lna — 3%), c1,00 €R
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2 Metrické prostory

Rozhodnéte, zda je (P, p) metricky prostor (tj. zda funkce p(z,y) zadava metriku na P):

L. P=R, p(z,y) =sgn|z —y|

[ano]
2. P=R, p(z,y) = |22 — ¢?|

fre)
3. P=R, p(z,y) = ]z —y]

[ano]
4. P=C, p(z,y)_{ gnin{lx|+\x|7\x—1|+|y_1\} ii;j

[ano]

Uréete vzdélenost bodu z,y, resp. funkei f(x),g(x) € P v danych metrikéch:
L P=R% z=1[0,1], y = [1,2]; p2,p1, /e

[p2(,y) = V2, p1(2,y) = 2; poc(z,y) = 1]
2. P=R? 2=[0,1,2], y=[1,2,3]; p2,p1,pex

[p2(z, ) = V3, p1(2,y) = 3; poc(z,y) = 1]
3. P=C[l,e], f(z) ==, g(x) =lnz; pc,pr

[pc(f,9) = e = 1p1(f.9) = 5(e* = 3)]

4. P=C[0,1], f(z) =22, g(x) =1—2; pc,pr

2.1 Vzdalenost mnozin

Urcete vzdélenost bodu b od mnoziny A, resp. vzdalenost mnozin A, B v danych metrikach:

1. P=R2, b=[0,1], A:y=—2; poo
[Poc (b, A) = 1]
2. P=R2? b=[6,6], A:2%+y?>=25 p;
[p1(b, A) = 12 — 5V/2]
3. P=R? b=[3,6], A:2%+y?>=25; p;
[pl(va):2]
4. P=R? A:y=c, c<0, B:y=2%-21+1; poo
[psc(A, B) = |c]]

2.2 Izometrické zobrazeni

Dokazte, ze zobrazeni f : C[—1,1] — C[-1,1], F(f(z)) = f(—z) je izometrické v metrice pj.
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3 Diferencialni pocet funkci vice proménnych

3.1 Pojem funkce vice proménnych

Urcete a nacrtnéte D(f) a H(f) pro funkci f(z,y):

L f(z,y)=/1- (% +%)

2. f(x,y) = arccos ;1

[D(f)= {[axy} ER?:-1< %< 1,:c+y7é0};H(f):{zeR:z€ [o,w]}}

\4r—y2
3. f(@,9) = miimera

[D(f) = {[:z:,y] ER?: 22442 < 1,22 + 9% #0,92 §4x};H(f) :{ZGR}}

Urdete a nacrtnéte vrstevnice f. funkce f(z,y) na trovni c € R:

L f(z,y) =2 +y% fo. f1, fa, fe
[fo:lz,yl =[0,0], fr:a® +y? =1, fa:2® + 4% =4, fo: 2> + 4% = ¢]
2. flzy) =2 =y fo, fu. f1s fe
[fory=%z firy=2Va? — L fay=+Va? + 1, fory=+Va? —c
3. flz,y) = vy fo fr, [-1, fe

fO:x:07y:07fl:y:%mf—l:y:%afc:y:%}

3.2 Limita a spojitost funkce

Vypoctéte limity:

L limg, )5 (11) 374

1]
2. lim(Ly)_,(ez’l) MTx

2]
3. lim (@=y)?—9
. (z,y)=(—4,—1) " z2142

[0]

4. lim, )5 (0,0) xy? cos zy?
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[0]
5. lim(, )~ (0,0) %2;1—1
[3]
6. lim(y ) 0,0)(@? +y2)" ¥
[0]
7. (e ) (0,2) Tt
1]
8. lim(g,y)—(0,2) Smyzy
[0]
9. 1z, (0.0) Tk
[neexistuje]
10. lim g, 5) - (00,00) %
[0]
Urcete body nespojitosti funkce f(z,y):
L f(z,y) = ==
[m2 + y2 = 1}
2. f(x,y) = xfjxyﬁ
ly= -z, x=0]
3. f(z,y) = \/mleyz
[(z,y) = (0,0)]
4 flvy) = A5
ly = —]

5. f(4,9) = ao=my

6. f(z,y) =sin g5

7. f(x7y) = sinwlsiny

[v = km, y=km, k € Z]
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8. f(z,y) = =—

1/ -1

1

S fy) = e

10. f(z,y) = 57—

[In|z—y]|

3.3 Parcialni derivace

[(z,y) = (a,b)]

['JJ:y, y:$+1, y:xf]']

Vypoctéte parcidlni derivace 1. fadu funkce f(z,y), resp. f(z,y, 2):

1. f(z,y) = 23 + 22%y + 32y® + 42 — 5y + 10

4. f(z,y) =sin{ cos £

o=

5. fx,y) =In(z + a2 +y?)
6. f(z,y) = arcsin x:zz
7. f(@y) = yn(e +y)
8. f(z,y) = (2 +y)*+¥
[fo

[fo =322 + 4oy + 3y* + 4, f, = 22% + 6zy — 5|

fo = 20 fu= -]

1 z Yy Y z Yy z y__ 1 z
5 coscosZ+ o5 sm “sin 2, f, = zcosycos smysm }

{fm Va2ty?’ Ty w2+y2+w\/w2+y2}

fo=— 2oy g V22
T (@24y2)y 2=y Y (22 +y2) /22 —y2

[fe =yln(a+y) + 55), £, =alin(e +y) + 75)]

=222+ y)* ™ (In(2z +y) + 1), f, = 2z +y)** Y (In(2z +y) + 1)}

10
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9. f(z,y,2) =2/1—y2 +yv1— 22 — 2,/1—

2 Ty Tz

fz: :Ihiyi\/lf:v2 \/1 2 — 27fy:7/ +“17I+

/72 zafzzf 15172y2:|

10. f(z.y,2) =" 07072

fa; = 2%(1 - Y- Z)€w2(1_y_z), fy = fz = —x26x2(1_y_z)i|

Vypocététe parcidlni derivace 2. fadu funkce f(z,y):
1. f(z,y) = 2* +y* — 422y?
[fow = 122% = 8y°, fuy = —162y, fyy = 12y° — 827
2. fla,y) =
for =0, foy = =3, foy = %]
3. f(z,y) =xsin(z +y)
[fzz = 2cos(z +y) — xsin(z +y), foy =cos(z+y) —zsin(z +y), fyy = —zsin(z +y)]

4. f(z,y) = (1 + %)Y
[foo = 2y(1+2?)V 72 (=2? + 202y + 1), foy = 20(1+ %)V (L+yln(l+2?)), fyy = (1+27)Y In*(1 + 2?)]

Vypoctéte parcidlni derivace 1. fadu funkee f(z,y), resp. f(z,y, z) v bodé& (zg,yo), resp. (xo, Yo, 20):
L f(z,y) =y* +yV1+ 22, (20,9) = (2,5)
[(F2. £,)(2,5) = (2v/5,10 + V/5)]
2. f(z,y) =In(z+ &), (xo,v0) = (1,2)
[(for £4)(1,2) = (0, )]
3. flay) = 5y (o, 90) = (0,0)

[(fz, £4)(0,0) = (1, —1)]

4. f(.’177y72) = \/sinzx + Sinzy + Sin2 2, (37071/0720) = (anv %)

(fmfyva)(O’O? %) = (‘/Z \/Z %)

11
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3.4 Diferencial funkce

Urcete diferencial funkce f(z,y), resp. f(z,y,2) v bodé (xo,yo0), resp. (zo, Yo, 20):
L flz,y) =2y + 5, (zo,50) = (1,1)
[df(1,1) = 2 dx]
2. f(z,y) = arctg £, (20,0) = (1,-1)

[df(1,—1) = 1 dz — & dy]

N|—=

3. flz,y) = Vet + 92, (20,90) = (3,4)
[df(3,4) = 2 dz +

[SHE

dy}

4. f(l'vyvz) = l'%v (anyOVZO) = (2717 1)
[df(2,1,1) = dz+2In2 dy — 2In2 dz]

z

5. f(xvyvz> = \/Wa (anQOaZO) = (1705 1)

[df(2,1,1) = —2 dz + dz]

3.4.1 Piiblizny vypocéet funkénich hodnot

Pomoci diferencidlu pfiblizné vypoctéte:

1. arctg é:gg
(3 +0,035]
2. 1/(1,02)3 + (1,97)2
[2,95]
(1,03)?
$/0,98-(1,05)4
1]

3.4.2 Geometricky vyznam totalniho diferencialu

Urcete rovnici teéné roviny ke grafu funkce f(z,y) v bodé (zo, yo, 20):

L f(z,y) =v1-a®—y2 (Jfo,yo,zo):(%, )

Sl

)

o

[z +y+2=V3]
2. f($7y) :$2+$y+2y27 (x()ay()azo) = (171a4)

[Bz + by — z = 4]

12
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3. f(x,y) = 612+y27 (an Yo, ZO) = (0707 1)

Na grafu funkce f(z,y) najdéte bod, v nmz je teéna rovina rovnobézné s danou rovinou:
L f(z,y)=23+9% r:1204+3y—2=0
[(2,1); (2, =1);(=2,1); (=2, -1)]
2. flr,y)=2a¥, r:x—2=0
(1, 1)]
3. f(zy) =/1—a2 =42, riaz+by—2=0

(- e~ Vo)
V1i+ta?+b2’  V1+a?+b2

3.4.3 Diferencialy vyssich rada
Vypoctéte diferencidl fadu n funkce f(x,y):
1. f(z,y) =zlnzy, n=2

|2 f(w,y) = &+ dod 2]

2. flx,y) =23+ 93— 3ay(x —y), n=2
[de(x, y) = 6(x — y)dz? + 12(y — x)dx dy + 6(x — y)dyz}
3. f(z,y)=ln(z+y), n=k

1D (fe—
|0 = S8 (da + dy)|

3.4.4 Kmenova funkce
Zjistéte, zda dany vyraz je diferencidlem né&jaké funkce H(z,y), resp. H(z,y, z) a najdéte ji.:
1. (y*—1) de+ (2zy + 3y) dy
[H(z,y) =2y®> —x+ 3y* + ¢, c€R]
2. (zsin2y) dz + (2% cos2y) dy
2 .
[H(a;y) = &sin2y+¢, ce R}
3. % (322 —3yz+2) do + (3y®> —3zz+Iny + 1) dy + (322 — 3zy + 1) dz

[H(z,y,2) =23 +y3+ 2% —3ayz+ 2o+ ylny + z + ¢, c € R|

13
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3.5 Parcialni derivace slozené funkce

Vyuzitim dané substituce najdéte vSechny funkce z(z,y), resp. p(x,y, z) splitujici danou rovnost:

1. 22y +yzy—o0, u=2,0 =¥

[2(z,y) = F(2)]
2. prtpyt+p.=0, u=c+y—-2z,v=0-2y+z,w==z2
[o(z,y,2) = f(x +y — 22,2 — 2y + 2)]
3. zm—yzyy—%zyzo, u=x—2,/y,v=2+2\/y
[2(z,y) = f(z = 2y/5) + g(= + 2v/7)]

Diferencialni rovnici transformujte do novych proménnych u, v:

1. 22240 — 22Y2yy + yQZyy + 22y +yzy =0, u=2zY,0 = %

[2uzyy = 2o]

2 Wpe+ Yy + 2 =0, u=z+yv =L
[Vzyy + 2o = 0]

3. BZpe — Y2y =0, U= VT + /Y, 0 =T — /Y

[(u2 — 0?2y + V2 — Uz = O}

3.6 Taylorova véta

Urcete Tayloriiv polynom 2. stupné se stfedem v bodé (zo, yo) funkce f(x,y), resp. f(z,y, 2):
L f(z,y) = 1 —22 = ¢2 (z0,%0) = (5, 3)
Tow,y) = F+ (@ -5+ -1 - E(@- D2 - Hy- 3+ - 1)

2. f(l'7y) = 22257 (a:anO) = (an)

3. f(z,y) =Iny/z? +¢?, (z0,50) = (1, 1)

4. f(xayaz) = xgv (x07y0720) = (1717 1)
[Ta(2,y,2) =1+ (= 1)(y—1) = (z = 1)(z = 1)]

Pomoci Taylorova polynomu 2. stupné priblizné vypoctéte:

1. arctg é:gg
[0, 815]
2. sin 299 tg 46°
[0, 5]

14
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3.7 Lokalni a absolutni extrémy

Najdéte lokdlni extrémy funkce f(z,y), resp. f(z,y, 2):
L fz,y) =4z —y) —2* —y°
[lok. mazx. [2,—2,16])
2. f(z,y) =2y + % + 2170
[lok. min. [5,2,30]]
3. floyy) =22 +ay+y?> —Inz—Iny
[lok. min. [1,1,3 4+ In 3]]
4. f(z,y) =2x— 2y+ln\/:c2—+y2+3arctg%
(-]
5. f(w,y,2) =23 + 9% + 22 + 122y + 22

[lok. min. [24,—144,—1,—6913)]]

Urcete absolutni extrémy funkce f(z,y) na mnoziné M:
1. f(z,y) = 2% + 9% + 3xy + 2, M je omezena grafy funkci y = |z| a y = 2
[maz [2,2,22], min [—2,2,—2]]
2. f(w,y) =222 +4y%, M = {[z,y] : 2® + y? < 9}
[maz [0,+3,36], min [0,0,0]]
3. fla,y) =2" —ay+y*, M ={[z,y] : [a| + |y| < 1}

[max [£1,0,1] a [0,£1,1], min [0,0,0]]

Rozlozte kladné ¢islo h na:

1. * soudet t¥ nezdpornych cisel tak, aby jejich soudin byl nejvétsi.

2. * soucin t¥{ kladnych &isel tak, aby jejich soucet byl nejmenst.

15
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3.8 Zobrazeni mezi prostory vyssich dimenzi

Uréete Jacobiho matici inverzniho zobrazeni k zobrazeni F'(x,y) v bodé [xo, yo]:

L F(a,y) = [Va? + 2, ay], [v0,50] = [0,1]

| — |
/N
= O
[
~_
—_

2. F(%,y) = [xy,yz], [I()’yo] = [1’ 1}

| — |
7N
O =
— O
~_
—_

Uréete soufadnicové funkce (slozky) zobrazeni:

1. * Osova soumérnost podle piiky p o rovnici ax + by + ¢ = 0.

2_a2)—2q c a?-b2)— aztc
[Fla) = [, st ot

2. * Slozeni osové soumérnosti podle pfimky y = z a projekce bodu na jednotkovou kruznici (bodu
x, 0,0] je prifazen bod na jednotkové kruznici, ktery je priise¢ikem kruznice s pfimkou urcéenou
J J Yy
pocatkem a bodem [z, ]).

Fen = [ 7|

3.9 Funkce zadané implicitné

Vypoctéte y’ pro funkci y = f(x) zadanou implicitné rovnici:

1.z —y?> =Iny

{y/ - 1+y2y2}

2.2Y=9y", >0,y >0
_ y’(I-lnz)
|:y/ T 22(1-lny)
Urcete rovnici teCny, resp. tecné roviny, ke kiivce, resp. plose:

1. 322 + 7oy + 5y + 4w + 5y + 1 = 0 prochazejici pocatkem.
22+5y=0a2z+y=0
2. 72% — 2y? = 14 kolmou k p¥imce p : 22 + 4y —3 = 0.
2z —y+1=0]

3. 2% + 2% + 322 = 21 rovnobézné s rovinou p : x + 4y + 6z = 0.

16



M2100 MATEMATICKA ANALYZA II DDU

[z + 4y + 62 £ 21 = 0]

Najdéte lokdlni extrémy funkce y = f(z), resp. z = f(x,y), zadané implicitné rovnici:
L 32+ 2zy -y +2-3y—5 =0
[lok’. min. [0, —%} , lok. max. [%, —2”

2. 222 +2y% 4+ 22 + 822 — 2+ 8=0.

[lok. min. [-2,0,1], lok. maz. [%2,0,—2]]

3.10 Viazané extrémy

Urcete vazané extrémy funkce f na mnoziné M:
1. flz,y,2) =ay?2®, M : x+2y+32=6, 1,9,2>0
[lok. maz. [1,1,1,1]]

2. f(x,y,2) =sinzsinysinz, M : 2 +y+2=7

3. flo,y,2) =ayz, M: 22 +9y?+22=1, 2 +y+2=0

. 11 2 1 1 2 1 1 2 1 1 1

{l()k' man. [%’76’_76’_m}’ {%’_%’%’_ﬁ}’ [_%’%’%’_ﬁ”
1 12 1 102 11 2 1 11

[lOk‘ maz. {_%’_76’76’m}’ {_%’%’_%’%}’ [%’_%’_%’ﬁ”

Vyfteste:

2
1. * Do elipsoidu ﬁ—z + &+ i—z = 1 vepiste hranol s maximalnim objemem. Tento objem urcete.

. 2a 2b 2c - 8
[hrany. ﬁ,ﬁ,ﬁV—sﬁabc}

7 v . 3 z . 2 2 v . 7’ 7 .
2. * Do usece eliptického paraboloidu 2 = %; 4 %5, 2 < ¢ vepiste hranol s maximalnim objemem. Tento

objem urcete.
[hrany sab 5, V= %bc}

3. * Do kuzele s polomérem podstavy r a vyskou h vepiste hranol s maximélnim objemem. Tento objem
urcete.

[hrany = 242, 248, 1h, v = 2]
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