Vzdalenost afinnich podprostori
v euklidovském prostoru

Bud (V,+,) euklidovsky prostor. Pfipomenme, ze to znamend, ze
(V,+, ) je nenulovy vektorovy prostor konetné dimenze n nad téle-
sem (R, +, ) vSech redlnych ¢isel s pevné zadanym skaldrnim souci-
nem f: VxV —R.

Pripomenme dale, ze pro libovolny vektorovy podprostor W eu-
klidovského prostoru (V,+, ) mnozina vektoru

W ={xecV: (¥wec W)(f(x,w)=0)}

tvoii rovnéz vektorovy podprostor v euklidovském prostoru (V, 4+, -)
a nazyva se ortogonalni doplnék vektorového podprostoru W v eu-
klidovském prostoru (V,+,+). (Podotknéme, ackoliv to v oznaceni
W+ neni explicitné zachyceno, Ze ortogonédlni doplnék W+ podpro-
storu W i vSechny dalsi navazujici pojmy jsou zavedeny v zavislosti
na zminéném pevné zadaném skaldrnim soucinu f: V. x V — R.)

Doplnme konecné, ze dusledkem predpokladu o tom, ze euklidov-
sky prostor (V, +, ) je kromé jiného nenulovy vektorovy prostor ko-
necné dimenze n (nad télesem (R, +,-)), je tato skutecnost. Pro li-
bovolny vektorovy podprostor W euklidovského prostoru (V, +,-) je
samotny euklidovsky prostor (V, 4+, ) pfimym souctem podprostoru
W a jeho ortogondlniho doplitku W+, Plati tedy V = W & W+,

V situaci z predchozich odstavcu tedy pro kazdy vektor u € V
existuji jednoznaéné uréené vektory a € W a b € W+ takové, ze
u = a + b. Vektor a se pak nazyva ortogonalni projekce vektoru u
do vektorového podprostoru W. Vektor b je pak ovSsem ortogonalni
projekci vektoru u do ortogondlniho doplitku W+ vektorového pod-
prostoru W. Pro tento vektor b byva téz uzivan nazev komponenta
vektoru u vzhledem k vektorovému podprostoru W. Pripomenme,
ze pro vektory a a b plati b = u — a. Je tedy mozno ortogonalni
projekci vektoru u do vektorového podprostoru W charakterizo-
vat téz jako vektor a spliujici podminky a € W au —a € W+,
Tato charakterizace ortogonalni projekce je zvlast vyhodnd k jejimu
vypoctu.



Bud znovu (V,+, ) euklidovsky prostor, coz jako doposud zna-
mend, ze (V,+,+) je nenulovy vektorovy prostor kone¢né dimenze n
nad télesem (R, +,-) vSech redlnych ¢isel s pevné zadanym skaldr-
nim souc¢inem f : V x V — R. Piipomenme, ze pro libovolny
vektor x € V se pak ¢islo ||x]| = /f(x,X) nazyva norma vekto-
ru x v euklidovském prostoru (V,+,-). (Znovu poznamenejme, zZe
ackoliv to v oznaceni ||x|| neni explicitné zachyceno, norma ||x||
vektoru x je takto zase zavedena v zavislosti na zminéném pevné
zadaném skalarnim soucinu f: V. xV — R.)

Necht dale P, Q C V jsou libovolné dva afinni podprostory eu-
klidovského prostoru (V,+, ). Pfipomenme, ze prvky afinnich pod-
prostoru zpravidla znac¢ime velkymi latinskymi pismeny A, B,C, ...
a mluvime o nich jako o bodech danych afinnich podprostora. Vzda-
lenost vyse uvedenych afinnich podprostoru P, Q je pak definovana
formuli

v(P,Q) =inf{|[B—A||: Ac P, Be Q.

Jestlize P N Q # ), pak ovsem v(P, Q) = 0. Zajima nas tedy dale
piipad, kdy PNQ = 0, tj. kdy afinni podprostory P, Q jsou navzijem
disjunktni.

Necht nyni C € P a D € Q jsou dva libovolné zvolené body
uvedenych dvou afinnich podprostoru P, Q. Vime, ze pak zminénd
podminka PNQ = () je ekvivalentni podmince D—C ¢ Z(P)+Z(Q),
kde Z(P),Z(Q) jsou zaméfeni afinnich podprostoru P, Q. Takze
v tom piipadé Z(P) + Z(Q) je vlastni vektorovy podprostor eu-
klidovského prostoru (V,+,-), coz znamenad, ze ortogonalni doplnék
(Z(P) + Z(Q))* je nenulovy vektorovy podprostor euklidovského
prostoru (V,+,-). V této situaci pak plati

v(P,Q) =||gl||, kde g je ortogonalni projekce vektoru D — C
do vektorového podprostoru (Z(P) + Z(Q))*.

Pravdivost tohoto tvrzeni lze oziejmit nasledujici ivahou. Oznacme
déle h ortogonalni projekci vektoru D — C' do vektorového podpro-
storu Z(P) + Z(Q). Takze pak mame D — C = g + h. Ponévadz
h € Z(P)+ Z(Q), existuji vektory s € Z(P) a t € Z(Q) takové, ze
h = s+ t. Potom tedy mame D — C = g+ s+ t. Uvazme nyni body
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F=C+saG=D-—t.Pakjste FF € P, G € Q a z predchoziho
vyjadieni rozdilu D — C piimym propoctem vyplyne, ze G — F = g.
Je tedy vektor g kolmy na zaméteni Z(P), Z(Q) obou afinnich pod-
prostoru P, Q a ptitom spojuje dva body F, G z téchto afinnich pod-
prostoru. Odtud je patrno, ze v(P,Q) = ||g||, jak uvedeno vyse.
Navic z tohoto poznatku ohledné vektoru g plyne, ze oproti diive
uvedené defini¢ni formuli vzdalenosti v(P, Q) danych dvou afinnich
podprostoru P, Q pro tuto vzdalenost plati dokonce formule

v(P,Q) =min{||B— A||: A€ P, B Q}.

Vénujme se zavérem piipadu, kdy uvedené afinni podprostory
P, Q euklidovského prostoru (V,+,-) jsou tplné mimobézné. To
vSak znamena, ze oproti situaci v predchozim odstavci navic mame
Z(P)NZ(Q) = {o}. V tom pripadé ale soucet zaméreni Z(P)+Z(Q)
je ve skutec¢nosti pifimym souctem Z(P) @ Z(Q). To ma ovsem za
nasledek, ze v predchozim odstavci k ortogonalni projekci h vektoru
D — C do vektorového podprostoru Z(P) & Z(Q) existuji jediné
vektory s € Z(P) a t € Z(Q) takové, ze h = s + t. Odtud je pa-
trno, ze body F € P, G € Q (nalezené podle vztahu F' = C' + s
a G = D —t), které maji tu vlastnost, ze pro vektor g = G — F plati
v(P,Q) = ||gl||, jsou v tomto piipadé urc¢eny jednoznacné. Tehdy
se usecka F'G nazyva pricka uplné mimobéznych afinnich podpro-
storu P, Q realizujici vzdalenost téchto afinnich podprostoru v eu-
klidovském prostoru (V,+,-). Z pravé provedenych uvah je také
vidét, ze k nalezeni této pricky F'G tuplné mimobéznych afinnich
podprostoru P, Q realizujici jejich vzdalenost v euklidovském pro-
storu (V,+,-) muze byt ¢asto pocetné vyhodnéjsi zacit vypoctem
ortogonalni projekce h vektoru D — C' do vektorového podprostoru

Z(P)® Z(Q).



