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KAPITOLA 1

Polynomy

Nebudeme se zda zabyvat prilis teorii a zakladnimi pojmy jako
napi. stupen polynomu apod. Literatura v tomto sméru je velmi ob-
sahla a ctenafi jisté nebude Cinit prazadné potize si né€jakou vyhledat.
Néas budou zajimat predevsim vypocty.

Prvni véc, na kterou bych rad upozornil, je nejednostnost zapisu
polynomt v riizné literatute. Zpravidla se setkdme se zapisem

P(z) = ap2™ + ap_12™ 4+ -+ a2 + ag
ale obc¢as narazime na opac¢né poradi indexti, tedy na polynom ve tvaru
P(z) = apr"™ + 2™t 4 ap_12 + ay,.

Pro konkrétni polynom, kdy keoficienty nejsou vyjadieny obecné ale
Cisly, je to samoziejmé jedno, ale pokud chceme pro polynom pouzit
néjaké tvrzeni, je potieba si davat pozor, v jakém poradi ta ¢i ona
véta uvadi poradi koeficientt. V této prirucce se budu drzet prvniho
zpusobu, tedy indexy u koeficientt budou stejné jako prislusna mocnina
x. Pokud bude potfeba zvyraznit stupen polynomu, budeme pouzivat
znaceni P,.

1. Hornerovo schema a zakladni ukony s polynomy

Na polynom budeme nahlizet jako na funkci — vrazite do ni x a vy-
padne funkéni hodnota podle daného vztahu. Zakladni véc, kterou tedy
s polynomem potiebujeme délat, je vipocet funkéni hodnoty. Nejrych-
lejsi metodou k tomu je tzv. Hornerovo schema. Nebudu uvadét jeho
podrobné odvozeni, které by pro ¢tenafe bylo snadnym cvi¢enim. Hor-
nerovo schema je zaloZeno na déleni polynomu P polynomem prvniho
stupné Pi(x) = x — ¢, tedy
(1) P(z) = (z —c) - Q) + A,
kde @ je podil (polynom stupné o jedna mensi nez P) a A je zbytek po
déleni, ktery musi mit stupénl mensi nez délitel, tedy je to konstanta. Z
uvedeného zapisu je jasné, ze P(c) = A, tedy tento zbytek po déleni je
soucasné hodnota polynomu P v bodé ¢. Z (1) se porovnanim koefici-
entil u stejnych mocnin daji odvodit vztahy pro koeficienty polynomu
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6 1. POLYNOMY

(), Predpokladame-li polynom () ve tvaru
Q(l’) = bnfll'n_l + -+ bl.fL' -+ bo

dostavame postupné

bn—l = Qan
bn—2 = Qp-1+cC- bn—l
bk,1 = a+c- bk

bp = a1+c-b
A = (Io—l—C'bQ.

Hornerovo schema zpravidla v literatufe nalezname coby nasledujicci
tabulku:

‘ Qn ap—1 Ap—2 -~ QG 41 Qg

C‘bn—l bng b3 -+ by by A

Pravidlo pro zapamatovani vypocetniho algoritmu je: ,,Pruni ¢islo opi-
seme (b,_1 = ay,), kaZdé dalsi dostaneme tak, Ze k cislu nad carou
pripocteme ¢ nasobek piedchoziho ¢isla (b1 = ay + ¢ - by )“.

Hornerovo schema se pfi ru¢nich vypoctech nejcastéji pouziva k
testovani, zda dané ¢islo c¢ je korenem polynomu, v tom pfipadé vyjde
A = 0. Ale vidime, ze kromé hodnoty polynomu v bodé ¢ dostavame i
podil — polynom Q.

Nékoho mozné napadne, co by se stalo, kdybychom Hornerovo schema
pouzili se stejnou hodnotou ¢ znovu, tentokrat na polynom @), pak
znovu na vysledny podil a tak dal. Pro tento tcel si oznac¢ime polynom
Q@ jako @)1 a hodnotu A jakozto Ay, v dalsim kroku dostaneme podil
(> a hodnotu A;, a tak dal, takZze obecné mame

Qr(x) = (v —¢) - Qpya () + Ay

Hornerovo schema pak (symbolicky zkraceno) vypada takto:

P
c Q1 Ay
c Q2 Ay
c Q3 Ay
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Pro polynom P pak dostavame
P(z) = (x—c)Qi(z)+ Ay =

)
= (x—0o)((z — c)Qa2(x) + A1) + Ay =
= (v —0)?Qx(z) + Az —¢) + Ay =
= (2 —)’((z — 0)Qs(z) + A2) + As(z — ) + Ag =
= (x—0)3Qs3(x) + Az — )’ + Aj(x —c) + Ag = -+ - =

= Az—)"+ A, 1(z—c)" 1+ + A(z —c) + Ag

Hodnoty A, ..., Ap jsou tedy koeficienty polynomu P posunutého do
bodu c¢. Toto vyjadieni se da také velmi dobfe pouzit pro vypocet
derivaci polynomu P v bodé ¢, ale to bychom ptedbihali.

V Matlabu definujeme polynom pomoci vektoru jeho koeficientti od
nejvyssi mocniny, takze prikazem

>> P=[1 3 -2 0 5]

definujeme polynom P(z) = x* + 323 — 222 + 5, jak se d4 snadno ovétit
prevodem polynomu na smybolicky objekt:

>> poly2sym(P)

ans =

x"4 + 3%x"3 - 2xx"2 + b

Pro vypocet hodnoty polynomu v bodé pouzijeme funkci polyval a
miizeme ji apikovat nejen na jednu hodnotu ale na vektor ¢i matici hod-
not, pfi¢emz hodnoty polynomu se pocitaji pro kazdou slouzku zvlast.
Takze graf polynomu na intervalu mizeme ziskat tfeba pomoci piikazt
>> P=[1 3 -2 0 5];

>> x=-3:0.01:3;

>> y=polyval(P,x);

>> plot(x,y)

Operace s polynomy. Mezi zékladni tkony, které 1ze s polynomy
provadét, patii s¢itani, nasobeni skalarem, vzajemné nasobeni a déleni
se zbytek. Prvni dvé operace patrné nepotiebuji dalsi komentéafe, jen je
potfeba védét, ze pro s¢itani polynomt v Matlabu musi mit prislusné
vektory koeficientti stejnou délku, takze je nutné je doplnit v ptipadé
potfeby nulami. Pro nasobeni polynomu se pouziva funkce conv, kde
jako vstupni parametry zadame polynomy, které chceme néasobit.

Déleni polynomu se zbytkem se provadi podobné, jako je tomu u ce-
Iych ¢isel. Nejznaméjsim pouzitim déleni polynomu se zbytkem je Euk-
leidav algoritmus pro hledani nejvétsiho spole¢ného délitele dvou poly-
nomil. Algerotmus je vSeobecné znamy, proto jej zde nebudeme uvadét.
Pro déleni se zbytkem v matlabu je mozné pouzit funkci deconv, ktera
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ma dva vstupni a dva vystupni parametry. Na vystupu dostavame po-
dil a zbytek po déleni. Naptiklad p¥i déleni polynomu z* + 322 — 4z + 1
polynomem z2 + 1 dostavame

>> P=[1 30 -4 1];

>> Q=[1 0 1];

>> [D,R]=deconv(P,Q)

1 3 -1

0 0 0 =7 2

Zbytek po déleni R ma formalné stejny stupen jako délenec P, aby pla-
tila rovnost P=D*Q+R. Tuhle skutec¢nost je potifba brat v potaz pfi né-
kterych vypoctech v Matlabu, napriklad pravé u zminéného Eukledova
algoritmu.

1.1. Derivace polynomu. V této ¢asti trochu predbéhneme ucivo
matematického kursu, protoze derivace polynomu se nam bude hodit
v dalsim vykladu a navic pro polynomy se pocita pomérné jednoduse.
Obecné lze Tici, Ze derivace funkce udava, jak rychle se funkce mémni.
Tedy pokud funkce hodné rychle roste, ma derivace velké hodnoty, po-
kud se funkce na néjakém intervalu neméni (je konstantni), je tam jeji
derivace nulova a tak podobné. Derivace je kladna tam, kde funkce
roste, zapornda, kdyz funkce klesa, v bodech, kde ma funkce lokalni
minimum nebo maximum, je derivace nulova. Pro polynom

P(z) = ap2™ + ap12™ 4+ -+ a1+ ag
se jeho derivace vypocita podle vztahu
P@)=n-aa" '+ n—1) ap 2" 2+ +2 ar+a

V Matlabu se derivace vypocita prikazem polyder, takze pokud si
chceme zobrazit polynom spolu s jeho derivaci, mizeme to udélat na-
priklad takto:

>> P=[3 -4 -12 0 5];
>> DP=polyder (P)
DP =
12 -12 -24 0
>> x=-2:0.01:3;
>> y=polyval(P,x);
>> dy=polyval(DP,x);
>> z=zeros(size(x));
>> plot(x,y,x,dy,x,z,’k--")
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Modpfe je zobrazen polynom, zelené jeho derivace.

2. Koreny polynom

Najit kofen daného polynomu je jednou ze zakladnich matematic-
kych tloh. K ovéfovani, zda dané ¢islo je nebo neni kofenem poly-
nomu zpravidla pouzivaime Hornerovo schema, existuji ale dalsi na-
stroje, které nam mohou hledani kofentl usnadnit.

Napriiklad pokud méame polynom s celociselnymi koeficienty a zaji-
maji nas racionalni koteny, tedy koreny ve tvaru g, kde p je celé ¢islo,
q je prirozené ¢islo a p a ¢ jsou nesoudélnd, tak se déa lehce zjistit, ze
koeficient u nejvyssi mocniny polynomu (tedy a,) musi byt délitelny
¢islem ¢, zatimco absolutni ¢len (t.j. ap) musi byt délitelny p.

Dalsi pomtckou mutze byt stanoveni oblasti, kde vSechny koreny
lezi. K tomu nam mutize pomoci naptiklad tvrzeni, které lze najit i s
dikazem v [Horova and Zelinka, 2008|.

Necht
A = max(|agl,...,|an-1]),
B = max(|lai],...,|a.|),
kde ap, k = 0,1,...,n, apa, # 0, jsou koeficienty polynomu P, Pak
pro vsechny koreny xi, k = 0,1,...,n, polynomu P plati
1
B
1+ —
|ao|

VSechny kofeny tedy v komplexnim oboru lezi v mezikruzi, jehoz hra-

A
<ol <14+ —.
|an‘

nice jsou dany uvedenou nerovnosti. Uvedené hranice, zejména pak
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horni hranice, jsou pomérné hodné hrubé odhadnuty. Naptiklad pro
polynom, jehoz koteny jsou ¢isla od jedné do Sesti, dostaneme néasledu-
jici hranice:

>> P=poly(1:6)

P =
Columns 1 through 6
1 -21 175 -735 1624 -1764
Column 7
720

>> n=length(P);
>> A=max(abs(P(2:n)))

A =
1764

>> B=max(abs(P(1:n-1)))

B =
1764

>> H=1+A/P(1) % horni hranice

H =
1765

>> D=1/(1+B/P(1)) % dolni hranice

D =

5.6657e-04

Existuji dalsi kriteria, kterd v né€kterych pripadech mohou poskyt-
nout lepsi odhad velikosti absolutni hodnoty kofenti, uvedme aspon
néktera: Pro vsechny koreny xp, k= 0,1,...,n, polynomu P plati

Wm&x{lg }

Dalsim zjednodusenim pii hledani kofend polynomu muze byt od-
stranéni nasobnych kotenti. Obecné plati, ze kazdy polynom lze zapsat
ve tvaru

4

Clo

IN

||

1+ | —

IN

|z

Qn an

P(z) = ap(z — x1)™ -+ (x — xp)"™",
kde x1,. ..,z jsou vzajemné riizna komplexni ¢isla, nq,. .. ,n; jsou jejich
nasobnosti a ny + - -+ + np = n = st(P). Plati také, ze pokud je kofen
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x; nasobnosti n; > 1, pak tento kofen je i kofenem derivace polynomu
P s nasobnosti n; — 1. Odtud plyne, Ze snizit nasobnost vSech korent
na 1 Ize tak, ze ur¢ime néjvétsi spolec¢ny délitel D polynomu P a jeho
derivace P’. Kofeny tohoto néjvétsiho spole¢ného délitele jsou praveé
ty koreny ptuvodniho polynomu, které maji nasobnost vétsi nez jedna
a jejich nasobnost v déliteli D je o jedna ménsi nez v polynomu P.
Vydélenim polynomu P délitelem D ziskdme tedy polynom, ktery ma
stejné koreny jako P, ale vSechny jsou nasobnosti 1.

Z numerického hlediska je potifeba poznamenat, ze tento postup v
praxi funguje dobfe pro polynomy se celoc¢iselnymi koeficienty, které
se pohybuji v ,rozumnych“ mezich. Ale i v jednoduchych pripadech je
potTeba postupovat obezietné:

>> format long
>> P=poly([1 1 1 1])

P =
1 -4 6 -4 1
>> DP=polyder (P)
DP =
4 -12 12 -4
>> roots(P)
ans =

1.000217162530750
0.999999969335793 + 0.000217131857745i
0.999999969335793 - 0.0002171318577451
0.999782898797672

>> roots(DP)

ans =
1.000004930958320 + 0.000008540746793i
1.000004930958320 - 0.000008540746793i
0.999990138083364

Vidime, ze pokud bychom posuzovali shodnost korentl u uvedeného po-
lynomu a jeho derivace, pfi¢emz ani nepozadujeme pfilis velkou pres-
nost, tak nejenze ke shodé nedochazi, ale kofeny ani nejsou nasobné.
Nicméné pokud bychom hledali nejvétsi spolecny délitel, postup povede
ke spravnému vysledku:

>> [Q,R]=deconv(P,DP)
Q =

0.250000000000000 -0.250000000000000
R =
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>> D=Q % D je nejv.spol.delitel
D =
0.250000000000000 -0.250000000000000
>> roots(D)
ans =
1

Vidime, ze vysledek je pfesny, a to i navzdory numerickym nepfesnos-
tem béhem vypoctu. Ukazme si jesté jeden piiklad, kde budou dva
nasobné kotfeny blizko sebe:

>> P=poly([0.9 0.9 1.1 1.1 1.1])
P =
1.0000 -5.1000 10.3800 -10.5380 5.3361 -1.0781
>> DP=polyder (P)
DP =
5.0000 -20.4000 31.1400 -21.0760 5.3361
>> [Q1,R1]=deconv(P,DP)
Q1 =
0.2000 -0.2040
R1 =
0 0 -0.0096 0.0298 -0.0306 0.0105
>> R1(1:2)=[] % odstranime pocatecni nuly
R1 =
-0.0096 0.0298 -0.0306 0.0105
>> [Q2,R2]=deconv(DP,R1)
Q2 =
-520.8333 510.4167
R2 =
1.0e-11 =*
0 0 -0.1766 0.2515 -0.0769

V tomto misté je nutné usoudit, ze zbytek po déleni je ve skutecnosti
nulovy, tudiz néjvétsi spoleény délitel je predchozi zbytek, tedy poly-
nom R1.

>> D=R1
D =

-0.0096 0.0298 -0.0306 0.0105

>> PO=deconv(P,D)
PO =

-104.1667 208.3333 -103.1250

>> roots(P0)

ans =
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1.1000
0.9000

>> format long

>> roots(P0)

ans =
1.100000000001784
0.899999999998279

Vidime, ze vysledek je opét pomérné presny. Koreny ptuvodniho poly-
nomu Matlab spocita s daleko vétsi chybou:

>> roots(P)

ans =
1.100021372535598 + 0.0000370111832551
1.100021372535598 - 0.000037011183255i1
1.099957254925198
0.900000434848828
0.899999565154781

2.1. Separace realnych korenu. Ukazeme si algoritmus, s jehoz
pomoci je mozné presné urcit pocet realnych polynomut v daném inter-
valu, pokud predpokladame, ze vSechny realné koteny jsou jednoduché.
Tento algoritmus je zalozen na kostrukci tzv. Sturmovy posloupnosti,
ktera se definuje nasledovneé:

Posloupnost realnych polynomai
P=PF,P,....P,

se nazyvd Sturmovou posloupnosti prislusnou polynomu P, jestlize

(1) Vsechny redlné koteny polynomu Py jsou jednoduché.
(2) Je-li xy redlny koten polynomu Py, pak signPi(xg) = —signPj(xo).
(3) Jestlize xq je redlny koten polynomu P, plati

Pii1(xo)Pi—1(z9) < 0,

prot=1,2,..., m—1.
(4) Posledni polynom P, nemd redlné koreny.

Sturmovu posloupnost 1ze zkonstruovat pomérné snadno, Pokud
predpokladame, ze vychozi polynom P = P, nema realné koreny, staci
polozit P, = —Pj, abychom zaruéili splnéni druhé vlastnosti. Tteti
vlastnost z definice dostaneme, pokud polynom P, vezmeme jako
zaporné vzaty zbytek po déleni P;,_; : P tedy

Poy=P-Q— P
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Pro kofen xy polynomu P; tedy mame P,_;(x¢) = —P;11(20), pfi¢emz
dany vyraz nemutze byt nulovy, jinak bychom indukci dostali, ze zq je
kotenem F, i Py, coz je spor s tim, ze kofeny F, jsou jednoduché.

Konstrukce zalozena na déleni se zbytkem zarucuje, ze stupné po-
lynomt v posloupnosti postupné klesaji. Posledni polynom P,, je zpra-
vidla konstatni, ale je mozné konstrukci ukoncit i diive, pokud vime,
7e polynom nemé realné kofeny, napi. pro polynom 2 + 1.

Pocet kofenti v daném intervalu pak lze zjistit pomoci Sturmovy
véty:

Pocet redlnych kotent polynomu P v intervalu |a, b je roven W (b) —
W(a), kde W(x) je pocet znaménkovjch zmén ve Sturmové posloup-
nosti Py(z), ..., Py(x) v bodé z (z niZ jsou vyskrinuty nuly).

Predpokladam, ze pojem pocet znaménkovych zmén je natolik in-
tiutivné jasny, ze nepotiebuje definici. Dikaz Sturmovy méty je zalo-
Zen na faktu, Ze k navysSeni ¢i snizeni poc¢tu znaménkovych zmén muize
dojit jen pii prechodu pies koren nékterého z polynomu ve Sturmoveé
posloupnosti. Ze druhé vlastnosti v definici Sturmovy posloupnosti sku-
tecné plyne, ze pokud x roste, pak pri ptechodu pfes koten P = F; jsou
dvé moznosti: bud pfechdzime ze zapornych hodnot polynomu do klad-
nych, v tom pripadé polynom F, roste, jeho derivace je tedy v okoli
kofene kladna, tudiz P; je tam zaporny a pfibude jedna znaménkova
zména. Nebo Py v korenu klesa, takze P je kladny a také pribude jedna
znaménkova zména.

r—h x x+h xr—h x x+h
Py - 0 + P + 0 -
Py — - - Py + + +
Wi(z)| 0 0 1 Wi(x)| 0 0 1

Pr1i prechodu pres kofen polynomu P; pro ¢ >

0 jsou celkem Ctyti
moznosti, pri zadné z nich vsak podle treti vistnosti z definice nedochazi
ke zméné poc¢tu znaménkovych zmeén:

xr—h x x+h r—h x x+h
Po | - - - P | + + F
P, — 0 + P, — 0 +
P + +  + P — - -
W@ | 1 1 1 W@ 1 1 1

xr—h x x+h r—h x x+h
P - - = P + + T
P, + 0 — P, + 0 —
P + +  + P — - -
W@ | 1 1 1 W@ | 1 1 1
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K navyseni poc¢tu znaménkovych zmén tak dochézi jenom pii pie-
chodu pfes koren polynomu F,, odku bezprostiedné plyne tvrzeni véty.

Priklad 1. Zjistime pocet kladnych a zapornych kofenti polynomu
x* — 422 + 8z — 2. Nejprve sestrojim Sturmovu posloupnost:

>> PO=[1 -4 0 8 -2];
>> P1=-polyder (PO)
P1 =
-4 12 0 -8

Protoze nas zajimaji jen znaménka a jejich zmeny, je mozné polynom
vydélit nebo vynasobit kladnym ¢islem. To se hodi hlavné pfi ru¢nim
¢ujeme v kostrukci Sturmovy posloupnosti: provedeme déleni se zbyt-
kem, odstranime nulové koeficienty a polynom opét mizeme vydélit
kladnym ciselm:

>> P1=P1/4
P1 =
-1 3 0 -2
>> [Q,R]=deconv(PO,P1)
Q =
-1 1
R =
0 0 -3 6 0
>> P2=-R/3;
>> P2(1:2)=[]
P2 =
1 -2 0

Celou ¢innost opakujeme, dokud nedostaneme konstantni polynom:
>> [Q,R]=deconv(P1,P2)

Q =
-1 1
R =
0 0 2 -2
>> P3=-R/2;
>> P3(1:2)=[]
P3 =
-1 1
>> [Q,R]=deconv(P2,P3)
Q =

-1 1
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R:
0 0 -1
>> P4=1;

Podle predchoziho textu je horni hranice pro absolutni hodnotu vsech
kofenti rovna 9, takze vSechny kofeny lezi v intervalu [—9,9]. Pfi ruc-
nim pocitani je jednodussi urcit znaménko limity hodnoty v 00 podle
parity nejvyssi mocniny a znaménka jejiho koeficientu. Pocet znamén-
kovych zmén v Matlabu urc¢ime pomoci prikazii:

>> x=-9;
>> [polyval(PO,x),polyval(P1,x),polyval(P2,x),...
polyval(P3,x) ,polyval (P4,x)]
ans =
9403 970 99 10 1
>> x=0;
>> [polyval(PO,x),polyval(P1,x),polyval(P2,x),...
polyval(P3,x) ,polyval(P4,x)]
ans =
-2 -2 0 1 1
>> x=9;
>> [polyval(PO,x),polyval(P1,x),polyval(P2,x),...
polyval(P3,x) ,polyval (P4,x)]
ans =
3715 -488 63 -8 1

Pfi ru¢nim pocitani staci urcovat znaménka a vysledky mtizeme pte-
hledné umistit do tabulky:

z | PO(x) Pl(x) P2(x) P3(z) Pi(z)|W(x)

—o0| + - + + —- 0
0| - - 0 + 1 1
o | + — + . - 4

Celkem tedy mame 4 kofeny, z toho je jeden zaporny a t¥i kladné.

3. Interpolace

Problém interpolace patii do teorie aproximace. Zpravidla se sna-
Zime aproximovat néjakou funkci, z niz zname jenom hodnoty v dikrét-
nich bodech, nékdy je dokonce miiZzeme mit nepiesné.

Predpokladejme, Ze jsou dany body x;, i = 0,1,...,n, x; # x) pro
i # k a hodnoty funkce f v téchto bodech: f(x;) = fi, 1 =0,1,...,n.
Hleddme polynom P, stupné nejvyse n takovy, ze

Pn(Iz>:fz7 i:071,...,n.
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Body z;, i = 0,1,...,n, x; # x} pro ¢ # k, budeme nazyvat uzly,
polynom P, interpolacni polynom. Plati nasledujici tvrzeni, které se da
pomeérné snadno dokazat:

Pro (n+ 1) dangch dvojic cisel
(xi, [i), i=0,1,...,n, x; #x proi #Kk,

existuje nejvyse jeden polynom P, stupné mensiho nebo rovného n ta-
kovy, Ze
Pn(l‘z):fz; Z':07].,...,TZ.

Pro dtikaz existence interpola¢niho polynomu pouzijeme Lagrange-
ovu konstrukei, podle niz se interpola¢ni polynom nazyva Lagrangiiv:

Polozme

Li(z) = (x—20) ... (v = 1)(x —2ip1) ... (v — xp) ZHM

($i — I()) e (l’l — xi—l)(xi — .TZ'+1) . (SL’I — In)

Je ziejmé, Ze [; je polynom stupné n a

Ny_J0 proi #j
ll(%)_{ 1 pro i = j.

Definujme nyni Lagrangiv interpola¢ni polynom P, vztahem:
Py(z) =lo(z)fo+ h(@)fi+ ... +1L(@)fo =D L@)fi
i=0

Snadno se ovéri, ze tento polynom spliiuje dané interpola¢ni podminky
a je polynomem stupné nejvyse n.

Polynomy [; se nazyvaji Lagrangeovy fundamentalni polynomy a
tvori bazi prostoru polynomt stupné nejvyse n.

Podivejme se, jaké je vypocetni slozitost Konstrukce Lagrangeova
interpola¢niho polynomu. Pti konstrukci jednoho fundamentélniho po-
lynomu zac¢iname polynomem prvniho stupné x — xy, ktery postupné
nasobime ¢leny x — x;, stupeil polynomu se postupné zvétsuje a pro
jeho nasobeni potfebujeme fadové tolik operaci, jaky je jeho stupen.
Celkovy pocet operaci pro konstrukei /; tedy dostaneme jako soucet
kone¢né aritmetické fady, coz je fadové n? operaci. Abychom sestrojili
vsechny fundamentalni polynomy potfebujeme tedy fadové n® operaci.

P1i prucni konstrukei interpolacniho polynomu ovsem zjistime, ze
spoustu operaci provadim opakované, takze pti vhodném postupu by
bylo mozné konstrukei urychlit. A skuteéné, optimalni konstrukce Lagran-
gova interpolacniho polynomu je zaloZena na funkci w,1(x) = (z —
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zg) ... (x —w,) = [[_y(x — x;). Pro urceni funkce w,;; potfebujem 4-
dové také n? opraci, ale tuto funci konstruujeme jen jedenkrat. Citatel
fundamentalniho polynomu [; ziskdme délenim w,, () : (x — x;), kée-
muz se d& vyuzit Hornerovo schema, které je co se tyce poctu operaci
linearni.

Dale se da odvodit, Zze jmenovatel fundamentalniho polynomu /; je
roven derivaci funkce w, 1 v bodé z;. Pro derivovani polynomu je po-
tfeba také radové m operaci a pro vypocet hodnoty derivace v bodé
jakbysmet. Celkové tedy pro jeden fundamentalni polynom potiebu-
jeme jen linedrni mnozstvi operaci, pro vSechny fundamentalni poly-
nomy je to pak fadové n? operaci.

Matlabovska funkce pro konstrukeci Lagrangeova fundamentélniho
polynomu pak mtze vypadat nasledovné:

function [lip,lfp] = laintpol2(uzly,ff)
% function [lip,lfp] = laintpol(uzly,ff)
% Lagrangeuv interpolacni polynom

% uzly,ff - radkove vektory

% lip - Lagr. interpol. polynom

% 1fp - matice fundamentalnich polynomu

om=poly(uzly); % funkce omega

omd=polyder(om); % omega’

n=length(uzly)-1;

lip=zeros(1l,n+1);

1fp=[1;

for 1ii=0:n
il=ii+1;
xi=uzly(il);
citatel=deconv(om, [1,-x1i]);
jmenovatel=polyval(omd,xi);
1li=1/jmenovatel*citatel; % fundamentalni polynom
1fp=[1fp;1il;

end J konec cyklu

lip=ff*1fp;

end 7 konec funkce
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