Jednoducha korel&ni analyza

Motivace
UvaZzme nahodné vélny X, Y, které jsou aspoordinalniho typu. Tyto ndhodné waity mohou mit éizny vztah:

- 1jedna ndhodna vélna je spjata s druhou ndhodnou &i@lou funkéni zavislosti vy-
jadirenou pedpisem Y = g(X), nap X — polonér nahodr vybrané sério¥ vyrakené kulicky do kulickovych loZzsek, Y =
%T[XS - objem této kuliky. Kazdeé realizaci nahodné vy X (vyswétlujici promennd) je pifazena pravjedna realiza-

ce nahodné valiny Y (vyswtlovana prominnd).
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ijedna nahodna velna ovliviiuje v izné mie druhou ndhodnou veéinu, nag. X — wk pracov-
nika v letech, Y — p@et dni absence za rok. Kazdé realizaci nAhodné€ingliX muze byt fitazeno vice realizaci na-
hodné veliiny Y. Zavislost niZze byt jednostrannd i oboustranna.

stochasticka zavislost
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»xidahodné vetiny se navzajem neoviiviji, nag. hazimel naraz déma kostkami a oziame X
— paiet ok padlych na jedné kostce, Y <€pbok padlych na druhé kostce, pak nahodné€iagliX, Y jsou stochasticky
nezavisle.
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X a 'Y jsou stochasticky nezavislé, kdyz platfx,y)OR? : &(x,y) = ®,(x)®,(y)
X a'Y jsou nekorelované, kdyz plati C(X, Y) = Q ()ezi X a Y neni zadny linearni vztah).
Ze stochastické nezavislosti vyplyva nekorelovarmatak nekorelovanosti nevyplyva stochasticka nezavis



Korelaéni analyza:

» zkouma, zda existuje zavislost mezéoha nahodnymi velinami X, Y, které jsou bdi ordinalniho nebo intervalového
¢i pomeroveho typu. — nelze se spokoijit s formalnim matematickym pemigavislosti, zavislost musi byt
logicky zdivodnitelna!

* pomoci Pearsonoui Spearmanova koeficientu korelaceérirtésnost této zavislosti

* pro nahodné valiny intervalového a podénového typu je zaloZzena néeglpokladu, Ze dvourozitny nahodny vektor
X . ; o 5 ; 2
( ) setidi dvouroznérnym normalnim rozloZzenim (”1} O PO%2 | kde
Y Hz2)\pPO0, O,

M1 = E(X), M2 = E(Y), G12 = D(X)1 G22 = D(Y)’ p= R(X’Y)
e pti vyrazrejSim poruseni fedpokladu dvouroz#énné normality doportuje pouziti metod, které jsoudeny pro nahodn

veliciny ordinalniho typu



koeficient paradove korelace

i Y
Charles Edward Spearman (1863 — 1945): Britskypslpg a statistik, zakladatel faktorove analyzy

Necht’ X,Y jsou nahodné valiny ordinalniho typu (tj. obsahova interpretacen@zna enom u relace rovnosti a relace
uspgadani).

Paidime dvourozrérny ndhodny vybr (X, Y1), ..., (%, Yn) Z rozlozeni, jimz s&di nahodny vektor (X, Y). Oziane R
poradi ndhodné valiny X; a Q poradi ndhodné veliny Y, i=1, ..., n.

n

. 6 2
erg =1- R, -Q;) .
S m;( i QI)
Tento koeficient nabyva hodnot mezi —1 aClim je blizsi 1, tim je sil¥3i piima pdadova zavislost mexielicinami X a 'Y
X

¢im je blizSi —1, tim je sikSi nefima pdadova zavislost mezi vélnami X a Y. Teoreticka hodnota Spearmanova
koeficientL se zndi ps.



Vlastnosti Spearmanova koeficientu ptadové korelace
Pro Spearmaitv koeficient pdadové korelace platil<r, <1. Cim je blizSi 1, tim je silgSi pfima pdadova zavislost mezi

velicinami X a Y,¢im je blizS§i —1, tim je sikSi negima pdadova zavislost mezi vélnami X a Y.

Je-lir, =1 resp.ry = -1, pak realizacéx,,y, )i =1...,n daného ndhodného W lezi na gjaké rostouci resp. klesajici funk-
Cl.

Hodnoty g se nezrani, kdyz provedeme vzestupnou transformdeigalnich dat.
Hodnoty g se vynasobi -1, kdyZ provedeme sestupnou tranafanpivodnich dat.
Koeficient je symetricky.

Koeficient je rezistentnidi odlehlym hodnotam.

Vyznam absolutni hodnoty Spearmanova koeficientu:
mezi 0 az 0,1 ... zanedbateln&gdova zavislost,

mezi 0,1 az 0,3 ... slaba famlova zavislost,

mezi 0,3 az 0,7 ... &dni pdgadova zavislost,

mezi 0,7 az 1 ... silna padova zavislost.

Spearmaiiv koeficient pdadové korelace se pouziva v situacich, kdy
- zkoumana data maji ordinalni charakter

- nelze pedpokladat, Ze vztah mezi wehiami X, Y je linearni

- ndhodny vybBr nepochazi dvourozmérného normalniho rozloze



Testovani nezavislosti ordinalnich vedin

Na hladirg vyznamnosti: testujeme hypotézu o: X, Y jsou pdadow nezavislé nahodné veiy proti
- oboustranné alternatiH: X, Y jsou pdadow zavislé ndhodné velny

- levostranné alternativH;: mezi X a Y existuje négfma pdadova zavislost

- pravostranné alternativH;: mezi X a Y existuje fima pdadova zavislost).

Jako testova statistika slouzi Spearavakoeficient pégadové korelacesr

Nulovou hypotézu zamitame na hlaglityznamnostix ve prosgch

- oboustranné alternativy, kd){irs| > s 1.4/2(N)

- levostranné alternativy, kdyz K - rs 14(n)

- pravostranné alternativy, kdyZ rs 1,(n),

kde K 1,(n) je kriticka hodnota, kterou pro= 0,05 nebo 0,01 a+130 najdeme v tabulkach.



Asymptotickeé varianty testu

rsvn
A1- r
rozlozenim t(n-2).

Kriticky obor pro oboustrannou alternativMy = (—00, - tl—a/z(n - 2)> O <t1—a/2(n - 2)’°°)

Kriticky obor pro levostrannou alternativu:

W= (_°°’_t1—a (n_2)>

Kriticky obor pro pravostrannou alternativu:

W= <t1—a (n B 2)’ °°)-

Hypotézu o ptadove nezavislosti ndhodnych v&li X, Y zamitame na asymptotické hlagivyznamnostii, kdyz ¢ L W.
Systém STATISTICA pouziva tuto variantu testugunvé nezavislosti bez ohledu na rozsah ndhodného

Pro n > 20 Ize pouzit testovou statistiku= -2 , ktera se v fipact platnosti nulové hypotézy asymptotickyi

vyberu.
Pro n > 30 Ize pouZzit testovou statistiksw/n —1 Plati-li Hy, pak r.+/n =1 = N(O, 1). Nulovou hypotézu tedy zamitame na

asymptotické hladivyznamnosti. ve prosgch
oboustranné alternativy, kdyz/n—10(-c,-u, ar2) O{Upq5,)

levostranné alternativy, kdyzvn-10 (— 0, = Uy o),
pravostranné alternativy, kdyz/n-10(u,_,, )



Priklad na testovani p&dadové nezavislosti (jsou znama gadi):
Dva |ékai hodnotili stav sedmi pacieinpo témz chirurgickém zakroku. Postupovali taknépryssi peadi dostal ne§zsi
piipad.

Cislo pacienta 12|3|4/5|6|7
Hodnoceni 1. |ék&|4|1(6|5|3|2|7
Hodnoceni 2. |ék&a|4|2(5|6|1|3|7

Vypocdtéte Spearmaiv koeficient a na hladinvyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, Ze hodnocenil éékai jsou pdadow
nezavisla.

Reseni

Na hladiré vyznamnosti 0,05 testujemey:HX, Y jsou pdadow nezavislé nahodné veainy proti oboustranné alternadivi,:
X, Y jsou pdadow zavislé nahodné velny. V tomto giklade piimo znadme piadi R (tj. hodnoceni 1. [éke) a pdadi Q
(. hodnoceni 2. Iéka). Vypaiteme

fs :1—ﬂ%)[(4-4)2 +(L-2)% +(6-5) +(5-6)7 + (3-1) + (2-3)% + (7-7)?|= osT.
Kritick& hodnota: & 75(7) = 0,745. Protoze 0,8570,745, nulovou hypotézu zamitame na hladgyznamnosti 0,05.



Vypocet pomoci systému STATISTICA
Vytvorime datovy soubor o dvou prémmych X (hodnoceni 1. lek&), Y (hodnoceni 2. I1éka) a sedmi fipadech. Do
prongnnych X a Y zapiSeme zj&ta hodnoceni.

1 2

X Y
1 4 4
2 1 2
3 6 5
4 5 6
5 3 1
6 2 3
7 7 7

Statistiky — Neparametrické statistiky — Korelac®k — vybereme Vytviit detailni report - Progmné X, Y — OK —
Spearmaiiv koef. R. Dostaneme tabulku

Spearmanovy korelace (dva lekari.sta)
ChD vynechany parové

Oznac. korelace jsou vyznamné na hl. p <,05000
Pocet | Spearman t(N-2) | Uroven p
Dvojice proménnych | plat. R

X &Y 7/ 0,857143 3,721042 0,013697

Spearmaiiv koeficient pdadoveé korelace nabyva hodnoty 0,857, testova téatise realizuje ddnotou 3,721, odpovidaj
p-hodnota je 0,0137, tedy na asymptotické hkagiyznamnosti 0,05 zamitame hypotézu éaploveé nezavislosti hodnoceni
dvou lékdn ve prospch oboustranné alternatit



Priklad na testovani pa&adové nezavislosti (pBadi musime stanovit):

Jsou dany realizace ndhodnéhodryte dvourozmirného rozlozeni, kterym s@&li ndhodny vektor (X,Y): (2,5 13,4), (3,4
15,2), (1,3 11,8), (5,8 13,1), (3,6 14,5). Nadnt vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, Zze nahodnéingljsou pdadow
nezavislé proti oboustranné alternativ

Resen:
Xi 25134|13| 58 3,6
Yi 13,4/15,2/11,8/13,1|14,5
R; 2 3 1 5 4
Qi 3 ) 1 2 4
R-Q1 [4 |0 |9 |O
Testova statistikarg :1—H(%)Z(Ri -Q) :1—5%2414: 03
i=1

Kritickd hodnota: pro n = 5@= 0,05 je kritickd hodnota 0,9. ProtoZe testoafistika se realizuje hodnotou 0,3, hypotézu
0 paadoveé nezavislosti vein X a Y nezamitame na hladinyznamnosti 0,05.

Vypocet pomoci systému STATISTICA
Postupujeme Uptnstejre jako v gedeslém fipack. Vystupni tabulka ma tvar:

Spearmanovy korelace (poradova korelace.sta)
ChD vynechéany parové
Oznac. korelace jsou vyznamné na hl. p <,05000

Pocet | Spearman t(N-2) |Uroven p
Dvojice proménnych | plat. R
X &Y 5  0,300000 0,544705 0,623838

Spearmaiiv koeficient pdgadove korelace nabyva hodnoty 0,3, testova statise realizuje hodnotou 0,5447, odpovidajici
p-hodnota je 0,6238, tedy na asymptotické hkasirenamnosti 0,05 nezamitame hypotézu iagoveé nezavislosti vein
X, Y.



Pearsoniv koeficient korelace

Karl Pearson (1857 — 1936): Britsky statistik

Cislo

X-E(X) Y-E(Y))_  C(XY)
E E pro/D(X)~/D(Y) >0
R(X,Y)= { JD(X) DY) | /D(X)D(Y)

0 jinak
se nazyva Pearsiw koeficient korelace.
(Pro vypa@et Pearsonova koeficentu korelace musime znat simmildistribdni funkci®(x,y) v obecném fipadt resp.
simultanni hustotu pra¥godobnostip(x,y) ve spojitém fipack resp. simultanni pra¥godobnostni funkat(X,y)
v diskrétnim pipack.)




Vlastnosti Pearsonova koeficientu korelace
a) R(a, Y)=R(X,a)=R(a, &) =0

b) R(a, + b X, & + bY) = sgn(hb,) R(X, Y) = {

c) R(X, X) =1 pro D(X)#£ 0, R(X, X) =0 jinak

d) R(X, Y) =R(Y, X)

e) [R(X,Y) <1 arovnost nastane tehdy a jen tehdy, kdyZz meilimami X, Y existuje s pravgbodobnosti 1 Gplna linearni
zavislost, tj. existuji konstanty a, b tak, ze pratiobnost P(Y = a + bX) = 1#iBbm R(X, Y) =1, kdyz b > 0 a R(X, ®
= -1, kdyz b < 0. (Uvedena nerovnost se nazyva Bawa — Schwarzova — Bakovského nerovnost.)

R(X,Y)probb, >0
-R(X,Y)prob,b, <0

Z vlastnosti Pearsonova koeficientu korelace vy@|ye se hodi pouze kiteni €snosti linearniho vztahu veéin X a Y.

4

Pii slozitéjSich zavislostech fize dojit k paradoxni situaci, ze Pear®okoeficient korelace je nulovy.

llustrace:

Rt . . . . . . . . .
-1 -08 -06 -04 -02 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1



Definice nekorelovanosti

Je-li R(X, Y) = 0, pakekneme, Zze nahodné utiy jsou £(Znamena to, ze mezi X a Y neexistuje zadna
linearni zavislost. Jsou-li nahodné vely X,Y stochasticky nezavisle, pak jsou samepzk i nekorelovane.)

Je-li R(X, Y) > 0, pakekneme, Zze nahodné ity jsou > (Znamena to, ze sistem hodnot veliny X
rostou hodnoty veliny Y a s poklesem hodnot véy X klesaji hodnoty vetiny Y.)

Je-li R(X, Y) < 0, pakekneme, Ze ndhodné ity > (Znamena to, Ze §stem hodnot veliny X
klesaji hodnoty vetiny Y a s poklesem hodnot vélny X rostou hodnoty veliny Y.)



Vybérovy koeficient korelace
Necht’ (X3, Y1), ..., (%, Yn) nahodny vybr rozsahu n z dvourozimého rozlozeni daného distrimi funkci®(x,y).
Z tohoto dvourozrérného nahodného vghu mizeme stanovit:
vybérové pameéry M, :%in , M, :%ZYi :
i=1 i=1
vybgrové rozptylys, :LZ(Xi -M,)?, S,° :LZ(Yi -M,)?,
n-174 n-1%

n
vybérovou kovariancis,, = ilz(xi -M,)(Y; -M,) a s jejich pomoci zavedeme
n —

i=1
e - 1 ZX_Mle_M%SlZ proS;S, >0 . -
vybérovy koeficient korelac®R,, = n-1< S, S, SS, . Vlastnosti Pearsonova koeficientu korelace se

0jinak
prenaseji i na vyrovy koeficient korelace.
(Spearmaiiv koeficient pdadové korelace odpovida Pearsonovu koeficientudemeeaplikovanému na pexdi.




Priklad: Vypocet realizace vylérového koeficientu korelace

U 65 zandstnand jisté firmy byla zji$ovana délka praxe v letech (v@ha X) a vySka prémii v &(velicina Y). Dvouroz-
merné rozlozenéetnosti je dano kontingeéni tabulkou:

X y

1250 1750[2250] 2750/ 3250/ 3750 4250
1255 |3 |0 Jo |0 |O |O
1752 |4 |4 |o |0 |0 |oO
22500 |1 |6 |7 |4 |0 |oO
27500 o |1 [3 |7 [1 |0
3250 [0 |o |1 |10 |5 | 1

Vypoctéte realizaci 1, vybérového koeficientu korelace Ra interpretujte jeho hodnotu. Pro Uspéasu mate uvedeny na-
sledujici sotity:
5 7 5 7
D on X =15625, %" 0, Yy, =172750 1, x;,° = 40456 n, y,," = 498562500
=1 k=1 =1 k=1
5 7

DD M Xy Yy = 4446875

=1 k=1



Resen:
5 7
Zname tyto sodty: jgn X[ —15625§:nkyW]—17275025n X[ —40456§:nkyW] = 498562500 ) > ny XYy = 4446875

=1 k=1

Vypocteme
pramérnou délku praxem, -% = 24038,
172750

pramérnou vySku prémiim, =

= 2657692

rozptyl délky praxes, —6—14[40456— 65[ﬁ15:525j J 4525

2
rozptyl vySe prémiis,” = 6—14(498562509- 65[@17:;53 } = 616346

kovariance délky praxe a vySe prénsji:= 6—14(4446875— 65D15:52'5 Dl?é;SOj = 45974

45974
\/ 4525./616346

tom, Zze mezi délkou praxe a vySkou prémii ejestiosti silna ima linearni
iém 'e

koeficient korelace délky praxe a vySe prémii= =0,8705

Hodnota koeficientu korelace &&i

0
zavislost— ¢im delSi praxe, tim vySSiém



Pearsoniv koeficient korelace dvouroznérného normalniho rozlozeni
Jak bylo uvedeno v motivaci, koréfd analyza pedpoklada, ze dany nahodny ¥ylpochazi -lvouroznérného normalnih
rozlozeni. Pro je tento pedpoklad tak @lezity? Odpo¥d’ poskytne nasledujicita.

Nech’ nahodny vektor (X, Y) i dvouroznérné normalni rozlozeni s hustotou

e
el s s % prigemzg = E(X), pe = E(Y), 01” = D(X), o2° = D(Y), p = R(X,Y).

o(xy)= P————

Marginalni hustoty jsouq)l(x) = jq)(x, y)dy =..=

(=1, )? (y=p)°

1 a 2 - 1 a 5.2
e )= Joluyies e
1

Je-lip = 0, pak prod(x,y) DR? : ¢(x,y) = &, (x)o, (y), tedy ndhodné veiiny X, Y jsou stochasticky nezavislé. Jinymi slovy:
stochasticka nezavislost slozek X, Y nornéalozlozeného nahodného vektoru je ekvivalentnihejiekorelovanostPro
jina dvourozmdrna rozlozeni to nepla

0,21



nadale budemergdpokladat, ze (X Y1), ..., (%, Yyn) je nahodny vyér rozsahu n z dvourozimého

2
normalniho rozloZeni (“l} % PO
M2 )\poo, O,

Predpoklad dvourozginé normality Ize orientaé¢ ovérit pomoci dvourozriérného tékového diagramu: t&y by mely
zhruba rovnorérné vyplnit vnitrek elipsovitého obrazce. Vrstevnice hustoty dvoom@neho normalniho rozlozeni jsou
totiz elipsy:

Graf hustoty a vrstevnice dvouro#Zmého normalniho rozloZeni s parametry 0,1, = 0,6:°= 1,6,° = 1,p = -0,75:

a-":E;;::;
.;;szigzﬁf,ir;,ffﬂ

a=sccecy

Do dvourozmdrného tékoveho diagramu fizeme jest zakreslit 100(1)% elipsu konstantni hustoty praygbdobnosti.
Bude-li vice nez 10 tetek lezet vi této elipsy, stdci to o porusSeni dvourozimé normality. Bude-li mit hlavni osa
elipsy kladnou resp. zapornou &mici, znamena to, Zze mezi v@hami X a Y existuje Uity stupei ptimé resp. nefimé
linearni zavislosti



Testovani hypotézy o nezavislosti

Na hladirg vyznamnosti testujeme Ip: X, Y jsou stochasticky nezavislé nahodnédmyi (tj. p = 0) proti
- oboustranné alternati\H;: X, Y nejsou stochasticky nezavislé nahodnécusi(tj. p # 0)

- levostranné alternativH;: X, Y jsou zapora korelované nahodné veémy (tj. p < 0)

- pravostranné alternatiH;: X, Y jsou kladr korelované nahodné veiy (tj. p > 0).
R,vn-2
J1-R,,’

Plati-li nulova hypotéza, pakF t(n-2).

Testova statistika ma tvar;, =

Kriticky obor pro test K proti

- oboustranné alternativw = (- o, =, ,(n = 2)) 0 (t,_q»(n - 2), ),
- levostranné alternav W = (- oo, t,_, (n-2)),

- pravostranné alternativw = (t,_, (n - 2),).

Ho zamitame na hladinvyznamnostix, kdyz t, OW .



Priklad: Testovani hypotézy o nezavislosti proti obagtranné alternativé
V diln¢ pracuje 15 dniku. Byl u nich zjis¢n patet snén odpracovanych zadsic (nahodna velina X) a paet
zhotovenych vyrobk (nahodna vetina Y):

X202118172018192120141619 211515
Y 92 93 83 80 91 85 82 98 90 60 73 86 96 64 81.

Predpokladejte, Ze data pochazeji z dvourim@ho normalniho rozlozeni. Vygiste vykerovy koeficient korelace mezi X
a 'Y ana hladia 0,01 testujte hypotézu o nezavislosti X a Y potbustranné alternatiy
ReSeni
Vypocteme realizace
vybérovych pamera: my :%Zn:xi = 18,267, m= %Zn:yi = 83,6,
i=1 i=1

vybsrovych rozptyti: 5,2 = ni_ ' (x, —m,)? = 5,6381, £ = ni_l y, —m,)? = 121,4,
i=1 i=1

vybérové kovariance:;s = ni_lznl(xi -m, )y, -m,) = 24,2571,

i=1

vybérového koeficientu korelace;, = %2 =0,927.
2

22 _ g 917
Ji-1,° o
kriticky 0bOr W = (-0, ~t 465(13) 0 (t 5513 0) =(~ o0, 3012 0 ( 3p12,).

Protozet, OW, hypotézu o nezavislosti véiin X a Y zamitame na hladirvyznamnosti 0,01. S rizikem omylu nejvysSe 1%
jsme tedy prokéazali, Ze mezoctem sngén odpracovanych zadsic a pdtem zhotovenych vyrolikexistuje :avislost

Realizace testoveé statistiky; =




Vypocéet pomoci systému STATISTICA
Vytvoiime datovy soubor o dvou prémmych X, Y a 15 fipadech. Dvourozamnou normalitu dat ai¢ime pomoci dvou-

rozmerného tékového diagramu: Grafy — Bodové grafy — Péome X, Y — OK — odSkrtneme Typ prolozZeni Linearmia-
zalozce Detaily zasSkrtneme Elipsa Normalni - OK.

20

110

Statistiky — Zakladni statistiky/tabulky — Korétd matice — OK — 1 seznam prém — X, Y — OK — na zaloZce Moznosti
vybereme Zobrazit detailni tabulku vyslédk Vypciet.

Korelace (smeny a vyrobky.sta)

Oznag. korelace jsou vyznamné na hlad. p <,05000

(Celé pripady vynechany u ChD)
Prom. X & [ Prdmér [Sm.Odch. | r(X,Y) r2 t p N | Konst. Smér. Konst. | Smérnic
prom. Y zav.. Y zav: Y | zav.: X | zav.: X
X 18,26667 2,37447|
X 18,26667 _ 2,37447[ 1,000000 1,000000 15 0,000000 1,000000 0,000000 1,000000
X 18,26667  2,37447
Y 83,60000 1101817 0,927180 0,859663 8,923795 0,000001 15 5,010135 4,302365 1,562407 0,199812
Y 83,60000 11,01817
X 18,26667 _ 2,37447( 0,927180 0,859663| 8,923795/ 0,000001/ 15 1,562407 0,199812 5,010135 4,302365
Y 83,60000 11,01817
Y 83,60000 11,01817| 1,000000 1,000000 15 0,000000 1,000000 0,000000 1,000000

Vybérovy koeficient korelace se realizoval hodnotoW2@ B8, testova statistika nabyla hodnoty 8,924, aitfaici p-
hodnota j 0,000001, tedy na hladirvyznamnosti 0,01 zamitdme hypotézu o nezavislogtiimeX, Y.



Priklad: Testovani hypotézy o nezavislosti proti levostrannglternativ é

Pracovnik personalniho ogldni ukité firmy zkouma4, zda existuje vztah mezkem zandstnance (nahodna veéia X) a
poétem dni absence za rok (nahodnadnedi Y). Proto nahodhivybral idaje o 10 zagstnancich:

X 27 61 37 23 46 58 29 36 64 40

Y 15 6 10 18 9 7 14 11 5 8

Na hladirg¢ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, Zze X a Y jseravislé nahodné veiiny proti alternati¥, Ze X, Y jsou a-
porne korelované nahodné véiy.

Reseni

Predpoklad o dvourozénné normali¢ dat owiime orient&né pomoci dvourozrrného tékového diagramu.

Vzhled diagramu sid¢i o tom, Ze pedpoklad je oprawmy.
Na hladirg vyznamnosti 0,05 testujemey: p = 0 proti H: p < 0. Vypaitame g, = -0,9325, tedy mezigkem pracovnika a
poétem dnii pracovni neschopnosti existuje silna ey linearni zavislost.

pvn-2 _

Realizace testoveé statistiky, = =-7,3053,
Ji-1,°
kriticky obor W = (- e, ~ t495(8)) = (- 0, ~1,8595.
Jelikoz t, OW, zamitdme na hladinvyznamnosti 0,05 hypotézu o nezavislostidielX a Y ve prospch levostranné alter-

nativy. S rizikem omylu nejvySe 5% jsme prokazadi,mezi ¥kem pracovnika a gtem drii absence za rok existuje ne-
piima lineérni zavislost.



Vypocet pomoci systému STATISTICA
Muzeme vyuzit toho, Ze jiz znamg.rStatistiky — Pravépbodobnostni kalkulator — Korelace — vyplnime n 7118 -0,9325,
odskrtneme Dvoijité, zaskrtneme Vygeb p z r — Vypoet. V okénku p se objevi hodnota 0,000041, tedyladine vy-

znamnosti 0,05 zamitame hypotézu o nezavislostiimeX a Y ve prospch levostranné alternativy.

N__iﬂ] % [T Dboustranné
r[05325 B @ vipesetpar
rfoooosz [& C Viposetrzp

Fisher. 2 [1677221 [§] € Vgpotettzez [ Dopuotokos &




Priklad: Testovani hypotézy o nezavislosti proti pravostrana alternativé

Mame k dispozici vysledky tesze dvou pedn®ti zjisSttné u osmi ndhodinvybranych studeituréitého oboru.
Cislo studenta 1 2 3 4 5 6 7 18

Potet bodi v 1. testu| 8050|36|58|42|60|56|68

Pcacet bodh ve 2. testub5[60]| 35[39|48(44/48|61

Na hladirg vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, Ze vysledkyudiesi nejsou klad#é korelované.

ReSeni

Nejprve se musimer@s\wdcit, Ze uvedené vysledky Ize povazovat za realizéd®dného vyru z dvourozmirného nor-

malniho rozlozZeni. Lze takinit orientatné pomoci dvourozrrného tékového diagramu. B&y by nely vytvotit elipsovi-

ty obrazec.

Obrazek s¥dci o tom, Ze pedpoklad dvourozsrné normality je opraviny a Zze mezi pity bodi z 1. a 2. testu bude exis-
tovat ukity stupe primé linearni zavislosti.

Na hladir® vyznamnosti 0,05 testujemey:hh = O proti pravostranné alternatitd;: p > 0.

Vypoctem zjistime: 1, = 0,6668, ¢ = 2,1917. Stanovime kriticky 0bow = (t ,,(6), ) = (19432 ). JelikoZt, W, zamitame

na hladig vyznamnosti 0,05 hypotézu o nezavislostidielX a Y ve prospch pravostranné alternativy. S rizikem omylu
nejvyse 5% jsme prokazali, ze mezi vysledky 1. @&u exstuje piima linearni zavislos



Vypocet pomoci systemu STATISTICA

Muzeme vyuzit toho, Ze jiz znAmg.rStatistiky — Prav&podobnostni kalkulator — Korelace — vyplnime n +8,0,6668,
odskrtneme Dvojité, zaSkrtneme Vygeb p z r — Vypoet. V okénku p se objevi hodnota 0,035455, tedgladine
vyznamnosti 0,05 zamitame hypotézu o nezavisleditiim X a Y ve prospch pravostranné alternativy.

N;13 E ™ Oboustranné
I ID.BEEE: E i« Viopocetpzr
plomss [ Vpotetizp
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Postup pfi nesplnéni piredpokladu dvourozmérné normality

Mame k dispozici realizace nahodného &nfbrozsahu 12 z dvourozmmého rozlozeni:

X1 3 4 5 6 8 10 11 13 14 16 17

Y 1315 18 16 23 31 39 56 45 43 37 O

Na hladirg vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze nahodnéinglX, Y jsou nezavislé proti oboustranné altervati
ReSeni:

Na hladirg vyznamnosti 0,05 testujemey:hb = O proti oboustranné alternatiid;: p # 0. Pokud neatime gredpoklad
dvouroznérné normality, obvyklym zfisobem vypsteme realizaci vy&rového koeficientu korelace,r= 0,3729 a realizaci

testové statistikypt= 1,271. Stanovime kriticky obow = (—oo,—t0975(10)> 0 (t og7(10), ) = (- 0, - 22281 0 (2,2281). Protoze
t, OW, nezamitame na hladinyznamnosti 0,05 hypotézu o nezavislosti nahodmwgtidin X a Y.

Nyni budeme testovat hypotézu o normndati@dhodné veliny X a ndhodné valiny Y. Grafické oereni pomoci N-P graf
N-P graf pro veliinu X N-P graf pro vellinu Y

2,0 2,0
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Vzhled grafi swd¢i ve prospch normality.



Testovani pomoci Lilieforsovy varianty K - S test® — W testu:

Testy normality

N | max D | Lilliefors w p
Proménnd p
X 12 0,130669 p>.20 0,956714 0,736098
Y 12 0,145742 p>.20 0,968954 0,899540

V obou gipadech hypotézu o normalihezamitame na hladivyznamnosti 0,05.
Ovéfeni dvourozrdrné normality pomoci dvourozitného tékového diagramu:
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Dvouroznérna normalita je siporusena, tky nevyphuji vnitiek elipsovitého obrazce.

Prejdeme tedy testovani hyotézy o pdadové nezéislosti.



Testujeme hypotézuHX, Y jsou pdadow nezavislé ndhodné vélny proti oboustranné alternadi;: X, Y jsou pdado-
vé zavislé nahodné veélny.

Vypocitame Spearmdiv koeficient pdgadoveé korelace.

X1 3 4 5 6 8 10 11 13 14 16 17
Y 13 15 18 16 23 31 39 56 45 43 37 0
R1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Q2 3 5 4 6 7 9 12 11 10 8 1

_ 6 |(@-2P+(2-3+(3-5) +(4-4) +(5-6) +(6-7) +(7-9) +| _
1212 -1)| + (8-12) + (9-11)° + (10-10)° + (L1-8) + (12-1)? )

=1-_9 (1+1+4+0+1+1+4+16+4+0+9+12]) =1- 1 162=04336
12014z 28¢
Stanovime kriticky 0borw =(~1-rg, ,,(n)) O (rs; o /2(N)) = (=11 4676(12)) O(r 54675(12):1) = (- 1-05804 0 (0,58041) .

Testova statistika se nerealizuje v kritickém obaulovou hypotézu nezamitame na hladifiznamnosti 0,05.

S




Porovnani koeficientu korelace s danou konstantou
Neclt ¢ je redlna konstanta. Testujemg: p = ¢ proti H: p # c. (Tento test se provadi rfapehdy, kdyz experimentator po-
rovnava vlastnosti svych dat s vlastnostmi wwdahi v literatde.) Test je zaloZen na statistice

1, 14R;,

U= (Z _Lljpixe J«/ , ktera ma za platnostighbro n> 10 asymptoticky rozlozeni N(0,1)ipemz z = TR
12

2 1-c 2An-1)
je tzv. cKriticky obor pro test biproti oboustranné alternativedy je

W = (-00,=Up_g 1) O (Uyq2,) . Hy Zamitame na asymptotické hlaglingznamnosti, kdyz uow.

Priklad: U 600 vzorki rudy byl stanoven obsah Zeleza&ha analytickymi metodami s vitovym koeficientem korelace
0,85. V literatiie se uvadi, ze koeficient korela¢ehto dvou metod ma byt 0,9. Na asymptotické hkagyznamnosti 0,05
testujte hypotézu

Ho: p = 0,9 proti H: p #0,9.

1 1+ 09 09
— = A/ === / =1 W =(-00,— [ .
12562, U = [1,2562 In ( )j 600-3 52976, W 975 ,96, ( ; 1,96> <1,96,00)

1+ 085
1- 085

ProtoZzeu OW, Hy zamitdme na asymptotické hlaglinyznamnosti 0,05.

Reseni z = %In



Vypo¢éet pomoci systému STATISTICA (pouze piblizny):

Statistiky — Zakladni statistiky a tabulky — Tesbydili: r, %, paiméry — OK — vybereme Rozdil mezi &iwma korelgnimi
koeficienty. Do poldka r1 napiSeme 0,85, do pdda N1 napiSeme 600, do pida r2 napiSeme 0,9, do pika N2 ngiSemq
32767 (¢tSi hodnotu systém neumozni) - Vy¢pt Dostaneme p-hodnotu 0,0000, tedy zamitame aulbypotézu na

asymptotické hladihvyznamnosti 0,05.

Rozdil mezi dvéma korelatnimi koeficienty

m: [e5 ] wefso [ O Jednost. | Vipode
— — - .0ooo

2 [0 [ wefemr [§° = Oboush

Rozdil mezi dvéma priimény [nommalni rozdéleni]

p: [0, [Jsmodrft. [ nifio [ etooo0  Vipoze

[ 5| O Jdedrostr,
Pi2: [0, Elsmod2[1. [ nzfio [ s

VibErovy primer vs. stfedni hodnota
Rozdil mezi dvéma pomény
p1: [so000 [ w0 [ C Jednos,  Vpolet |
P2 E.SDEIDU'@ nNzlio @ 10000 5 Oboustr.

Pokud bychom chlili pomoci systému STATISTICA proveéstgsrEjSi test s vyuzitim statistiky U, iieme
vypoeitat Fisherovu Z- transformaci pomoci Prgwpddobnostniho kalkulatoru — Korelace, kde zadarakzeei vibérovéhc

koeficientu korelace, rozsah Wro. Zajima nas Fisher



Porovnani dvou korelanich koeficienti

Necht’ jsou dany dva nezavislé nahodné &yho rozsazich n a z dvourozrirnych normalnich rozloZeni s koratdmi
koeficientyp ap . Testujeme bl p=p proti Hi: p#p .

Ozname R vybsrovy korelani koeficient 1. vybru a R, vyb&rovy korel@&ni koeficient 2. vybru.

Polozmez-ll LR az 1| ﬂ.
Z_

Plati-li Hy, pak testova statistika = ma asymptoticky rozlozeni N(0,1).

1

n-3  n'-3
Kriticky obor pro test K proti oboustranné alternativedy je W = (-, - Upqrz) O{Uyg/2,9).

Ho zamitame na asymptotické hlaglvwyznamnosti, kdyz uOw.

Priklad: Lékasky vyzkum se zabyval sledovanim koncentraci |At@kB v mai pacient trpicich ué&itou ledvinovou cho-
robou. U 100 zdravych jedia&inil vybérovy korel&ni koeficient mezi koncentracemi obou latek 0,&b122 osob trpi-
cich zmignou chorobou byl 0,37. Na asymptotické hlgdmiznamnosti 0,05 testujte hypotézu, Ze kam@l&oeficienty

v obou skupinach se nelisi.

1, 1+ 065

Reseni Z==In + 037 0,7753- 0,3884

NI a7 = 03884 U= ———"=20242, Uogrs= 1,96, W = (~ 00, ~ 196) 0 (196,0).

100-3 = 142-3

1
=077532 ==
. 2

Protozeu OW, Hy zamitame na asymptotické hlagliyznamnosti 0,05.



Vypocet pomoci systému STATISTICA:

Statistiky — Zakladni statistiky a tabulky — Tesbydili: r, %, paiméry — OK — vybereme Rozdil mezi &ima korelgnimi
koeficienty. Do pollka r1 napiSeme 0,65, do pdda N1 napiSeme 100, do pida r2 napiSeme 0,37, do pida N2
napiSeme 142 - Vyget. Dostaneme p-hodnotu 0,0038, tedy zamitdme aulbypotézu na asymptotické hlaglin
vyznamnosti 0,05.

Boezdil mezi dvema korelatnim koehcienty

r: I,E-E- E N1-_|‘IEIG % ok ¢~ adaatr
2 [ g wefiz @ L7 & Oboustr

Fozdil mezi dvéma pedmény [nomalni rozdéleni]

P [0, [emoaifi. B wfio [ etom  Vipote |
P2 [0, [Hsmodz[i. [ n2fio " Jednostr

[ Wibérow priimér vs. stfedni hodnota  Oboust,
“ﬁa;dfl mezi dvéma pmﬁér}
Pl |,5|3|:IFJFJ r~n;|m r Wipotet
= @ @ p: 1.0000 Jednast 4'
P2 [s0000 (] wzfio [ & Oboush




Interval spolehlivosti pro korelaéni koeficient
Jestlize dvouroz#iny ndhodny vyt rozsahu n pochazi z dvourogmého normalniho rozlozeni, jehoz kortgla
koeficient se fliS neliSi od nuly (je spkna podml'nkeitp | < 0,5) arozsah vyou je dostaténe velky (n> 100), lze

_ 2
odvodit, Ze 100(1x)% interval spolehlivosti prp ma mezer,, + ul_mﬁ.

7Vn-3
Nejsot-li uvedené podminky sptny, pak nelze tento vzorec pouzit, protoze rozloggheéroveho korelaniho koeficientu

je pilis zeSikmené. V takovémifpad vyuzijeme toho, Zze ndhodnéa witia z -%Ini Elz ma i @ malém rozsahu vyiou

12

1 1+p

priblizng normalni rozloZeni seisdni hodnotolE(z) = 2In1 5 2(n— ) (2. gitanec lze p vétSim n zanedbat) a rozptylem

_ 1 . z = - _ Z E(Z) 7 z = > z V4
D(z)=——. Standardizaci vealiny Z dostaneme velinu U =——==, kterd ma asymptoticky rozlozeni N(0,1). Tudiz
(2)=—= y G ymptoticky 0,1)
100(1a)% asymptoticky interval spolehlivosti pl&inﬁ bude mit meze + 1‘“’; Interval spolehlivosti prp pak
n_

dostaneme zjpnou transformaci.

Poznamka Jelikoz Z = arctgh B, dostavame R = tgh Z a meze intervalu spolehlivosti gpronizeme psat ve tvaru

X =X
tgh| Z + —9/2 FicemZ tghx =< ¢
g[ Vn—3) a ? X +e*



Priklad: Pracovnik personalniho o#ldni ugité firmy zkouma, zda existuje vztah mezifon dni absence za rok (Wetia
Y) a wkem pracovnika (valina X). Proto nahodhvybral tdaje o 10 pracovnicich.

prac./1 |2 1314|156 7] 8 9 1p
27161|37]23|46|58[29]|36|64|40
15/6 |10/18|9 |7 | 14/11|5 |8

< | XX

Za predpokladu, Ze uvedené udajeiiviiselné realizace ndhodného ¥glbrozsahu 10 z dvourozmého normalniho roz-
lozeni, vypdtéte vykerovy korel&ni koeficient a na hladénvyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze X a Y jseravisle
nahodné vetiny. Sestrojte 95% asymptoticky interval spolehéitrgpro skutény korel&ni koeficientp.

Redeni Predpoklad o dvouroz#énmné normali¢ dat oime orient&né pomoci dvourozrrného tékového diagramu.

Vzhled diagramu 3d¢i o tom, Ze pedpoklad je oprawimy.

Testujeme it p = 0 proti H: p # 0. Vyp&itame R, = -0,9325, tedy meziékem pracovnika a gtem drii pracovni ne-

schopnosti existuje silna neéma linearni zavislost. Testova statistika: T 8053, kvantil § 9748) = 2,306, kriticky obor
W = (—oo,— 2306) 0 ( 2306 ). JelikoZT 0w, zamitdme na hladinzyznamnosti 0,05 hypotézu o nezavislostidielX a Y.



Vypocet pomoci systemu STATISTICA:

Ve STATISTICE vypéteme meze 100(&}% asymptotického intervalu spolehlivosti pro koefnt korelace tak, ze
otewyeme novy datovy soubor sediva prordnnymi (pojmenujeme je DM a HM) a jednimipadem.

Do Dlouhého jména prognné DM zapiSemeijkaz

= TanH(0,5*log((1-0,9325)/(1+0,9325))-VNormal(0,9@3.)/sqrt(7))

a do Dlouhého jména pramné HM zapiSemeiikaz

= TanH(0,5*log((1-0,9325)/(1+0,9325))+VNormal(0,903.)/sqrt(7))

1 2
DM HM
1 -0,9842% -0,73358

95% asymptoticky interval spolehlivosti pro koediot korelace ma tedy meze —0,98425 a -0,73358. (Protoze nepakry
hodnotu 0, zamitamhypotézu o ezavislosti veléin X, Y na asymptotické adin¢ vyznannosti 0,0%)



llustrace vlastnosti Pearsonova a Spearmanova koeficientu korelace

r.=0,82, =0,82
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3. obrazek ukazuje odolnost Spearmanova koeficitiuodlehlym hodnotam.
6. obrazek dokumentuje schopnost Spearmanova ledfinttit monoténni vztahy.



Vyuziti modulu ,Analyza sily testu” v systému STATISTICA

Testujeme-li na hladinvyznamnosti nulovou hypotézu (v naseniipact Hy: p = 0) proti alternativni hypotéze (v naSem
piipact Hi: p # 0), mizeme se dopustit jedné ze dvou chyb: chyba 1. dsphiiva v tom, Ze Hzamitneme, &ve
skutenosti plati a chyba 2. druhu sfi@a v tom, Ze Hlnezamitneme ¢ave skuténosti neplati.

Pravdpodobnost chyby 1. druhu se Zha a nazyva se

Pravd@&podobnost chyby 2. druhu se 2nhp.

Cislo 1 —B se nazyvé a vyjaduje prav@podobnost, s jakou test vypovi, Zg replati.

Modul ,Analyza sily testinam umozni viesit ti ukoly:

a) pro dany korelai koeficientp a danou hladinu vyznamnoststanovit jaky musi byt rozsah v¢bu n, aby sila testu by
aspa rovna danémdislu 1 —f

b) pro dane, a, n vypcaitat silu testu 1 $

c) pro dany vybrovy koeficient korelace r a danéurcit meze 100(1e)% intervalu spolehlivosti prp.



Ad a) Stanoveni rozsahu vykru

Predpokladame, ze nahodny ¥y§X,, Y,), ..., (X, Yn) pochazi z dvourozénného normalniho rozlozeni rozlozeni s koefi-
cientem korelace = 0,3. Jak velky musi byt rozsah tohoto &yh aby test st p = 0 proti H: p # 0 mel silu 0,8, je-li hladi-
na vyznamnostik = 0,05?

Statistiky — Analyza sily testuWypocet velikosti vzorku — Jedna korelace, t-test — OR6+ 0,3, Alfa: 0,05, Pozadovana
sila: 0,8 — OK — Vypditat N.
Zjistime, Ze minimalni velikost vyou je 84.

Ad b) Vypocet sily testu

Predpokladame, ze ndhodny wyl§X,, Y1), ..., (%s, Y2s) pochazi z dvourozénného normalniho rozlozeni s koeficientem
korelacep, ktery je neznamy. Vydrovy koeficient korelace nabyl hodnoty -0,56. Nadihé vyznamnosti = 0,05 testuje-
me Hy: p = 0 proti H: p # 0. Jaka je sila testu?

Statistiky — Analyza sily testu — Vypet sily testu - Jedna korelace, t-test — OK — B&6, N: 25, Alfa: 0,05 — OK — Vy-
pocetni algoritmus: zaSkrtheme t-statistika — V§ipat silu.
Zjistime, Ze sila testu je 0,8582.

Ad c) Nalezeni intervalu spolehlivosti
Predpokladame, Ze ndhodny eyl§X,, Y,), ..., (Xs, Y25) pochazi z dvourozénného normalniho rozlozeni s koeficientem
korelacep, ktery je neznamy. Vydrovy koeficient korelace nabyl hodnoty -0,56. Nagd95% interval spolehlivosti pio

Statistiky — Analyza sily testu©dhad intervald Jedna korelace, t-test — OK — Pozorované R: -0y585, Spolehlivost:
0,95 — Vypdetni algoritmus: zasSkrtheme Fisherovo A@dni) — Vyp@itat.
Zjistime, ze Doli mez =-0,7821, Horni mez -0,2117



