Parametrické ulohy o jednom nahodném vybru z normalniho rozlozeni

Motivace:
K nejéastji pouzivanym statistickym metodam fidtonstrukce interval spolehlivosti pro parametry normalniho rozlozeni
Ci testovani hypotéz @thto parametrech. Normalni rozlozeni je charakteano d¢éma parametry — &dni hodnotow a

rozptylemo?®. Budeme tedyesit Ulohy, které se tykajgehto dvou parameir K tomu slouzi naip jednovylgrovy z-test, t-
testci test o rozptylu. Mizeme také mit k dispozici nahodny ¥ylz dvourozmirného rozlozeni s vektorentetinich hodot

(ﬁlj a nasSim ukolem bude posoudit rozdilnostdrnich hodnofi,,u,. K feSeni tohoto problému slouzi parovy t-test.
2

Osnova:

- rozlozeni statistik odvozenych z Wbvého ptiméru a vylEroveho rozptylu
- vzorce pro meze intervakpolehlivosti pro $edni hodnotu a rozptyl

- jednotlivé typy tesit pro parametry normalniho rozlozeni

(z-test, jednovyérovy t-test, test o rozptylu, parovy t-test)



RozloZeni statistik odvozenych z vi@sového priméru a vybérového rozptylu

Nech’ X1, ..., %, je ndhodny vyr z rozlozeni N¢, o). Pak plati
a) M~ N(u, %2), tedy U=""H-N(0, 1)

Jn

(Pivotova statistika U slouZiileSeni tloh qu, kdyZo” zname.)
_ (-2 _ >

b) K= ———==~x(n-1).
(Pivotova statistika K slouzieseni tloh @, kdyZu nezname.)

Z(xi ~W)? ,
c) E—— ~Xn).
(Tato pivotova statistika slouZitkSeni tloh @ kdyZp zndme.)
d) T= %~ t(n-1).

Jn

(Pivotova statistika T slouZ feSeni tloh @, kdyZo” nezname



Vysvétleni
ad a) Vylgrovy primér M je linearni kombinace nahodnych vati s normalnim rozloZzenim, ma tedy normalni roztoze

s parametry E(M) :, D(M) = o?/n. Statistika U se ziska standardizaci M.

ad b) Vhodnou tpravou vgtového rozptylu § kde pouzijeme obrat ;XM = (X; - p) — (M - p), Ize statistiku e — 15 Vy-
()

2

jadrit jako sowet kvadrat n - 1 stochasticky nezavislych nahodnych &ialse standardizovanym normalnim rozloZzenim. Ten-
to sowet seridi rozlozenimy?(n-1).

Z(Xi ~W)?
ad c) Statistika=———— je souet kvadral n stochasticky nezavislych nahodnych sialse standardizovanym normalnim
o

rozloZzenimyidi se tedy rozloZeninf(n).

ad d) U ~ N(0, 1), K %*(n-1) jsou stochasticky nezavislé, protoze M §sBu stochasticky nezavislé, tudiZ statistika
u M-pu

T= ~ t(n-1).



Priklad: Hmotnost baliku krystalového cukru baleného na automatické lindédé@ormalnim rozlozenim setretini hod-
notou 1002 g a sénodatnou odchylkou 8 g. Kontrolor nah@drybira 9 ballkt z jedné série a zjidije, zda jejich pirmer-
na hmotnost je alesp®99 g. Pokud ne, podnik musi zaplatit pokutu 20 00QJEka je prawbodobnost, Ze podnik bude
muset zaplatit pokutu?

Reden:

X ~ N(1002, 64), M ~N(10026—94j

P(M <999 = M —ézozs 999_614002 = P[U < —gj = qa(%gj =1- q:[g} =1- (1125 =1-087076= 012924
Vo Vo

Pravdpodobnost, ze podnik bude platit pokutu, je asi 12,9%.

Redeni pomoci systému STATISTICA

Vyuzijeme toho, ze STATISTICA pomoci funkce INormal(x;murs&) umi vypditat hodnotu distribéni funkce normal-
niho rozlozeni seigdni hodnotou mu a smodatnou odchylkou sigma. Ted{M < 999 = ®(999), kded je distribwni
funkce rozlozeni N(1002, 64/9).

Oteweme novy datovy soubor o jedné ptame a jednomifpadu. Dvakrat klikneme na nazev pomé Prom1. Do Dlou-
hého jména této prafnné napiSeme = INormal(999;1002;8/3).

V promgnné Prom1 se objevi hodnota 0,130295.



Vzorce pro meze 100(kx)% empirickych interval @ spolehlivosti prop a ¢*
(vyuZziti pivotové statistiky U)

Oboustranny: (d, h) = (m:% Upqr2, M + % U-o/2)
Levostranny: (dgo) = (m -% Ug.q, )
Pravostranny: ¢e, h) = (w0, m +% Ui)
(vyuziti pivotové statistiky T)
Oboustranny: (d, h) = (m:% tyo2(N-1), M +% tra2(N-1))
Levostranny: (de) = (m - % t14(N-1), )

Pravostranny: ¢e, h) = (eo, m + S t1«(N-1))

/n



(vyuziti pivotove statistiky K)
Oboustranny: (d, h) [ -2 (-2 J

le—alz (n —1) ’XZC(/Z (n —1)

2
Levostranny: (dy) = &’WJ
/ ( QO) (le—u (n-2)

s _ (n_l)SZ
P 6o, h) = | -
ravostranny: e, h) ( = (n—1)j

Z(Xi -p)°
(vyuziti pivotové statistikyﬁlo—z)

£i(x‘ W i(xi ~p)?
i=1

i=1

Oboustranny: (d, h ,
& )LXZM/Z(”) Xar2(n)

Z(Xi —p)°?
Levostranny: (dg) = | 2—— o
X 1-a (n)
Z(Xi -p)°
Pravostranny: ¢e, h) = | -0, 2

X))



Priklad: 10 krat nezavisle na sdbyla zngrena jista konstanta Vysledky néreni byly: 2 1,8 2,1 2,4 1,9 2,1 2 1,8
2,2. Tyto vysledky povaZujeme Ziselné realizace nahodného ¥ Xy, ..., %0 z rozloZeni Ng, o), kde parametry, ¢°
nezname. Najtte 95% empiricky interval spolehlivosti jak protak pros” a to

a) oboustranny,

b) levostranny,

C) pravostranny.

ReSenim = 2,06, $= 0,0404, s = 0,201%,= 0,05, §¢749) = 2,2622,¢049) = 1,8331y% ¢749) = 19,023%%.0249) = 2,7,
vo.049) = 16,9195% 049) = 3,325

a.d a)
=m — /2( ) - — -
II m + — 1a/2( ) I —

1,92 <u < 2,20 s pravépodobnosti aspn0,95.

o (n-1s* _9m0404
X4-a2(n-1) 19023
(h-1s> _ 90404

X2a2(n-1) 27

0,0191 <6” < 0,1347 s pravihodobnosti aspo0,95

=0,0191

h= =01347







ReSeni pomoci systému STATISTIC:

Vytvoiime novy datovy soubor o jedné préimé X a 10 fipadech. Do progmné X napiSeme dané hodnoty.

Statistika — Zakladni statistiky a tabulky — Pogistatistiky — OK — Progmné X — OK — Detailni vysledky — zaSkrtneme
Meze spolehl. gim. a Meze sp. sén. odch. (ostatni volby zruSime) — pro oboustra®s¥ interval spolehlivosti pone-
chame implicitni hodnotu pro Interval 95,00, pednostranné intervaly Zmime hodnotu na 90,00.

Vysledky pro oboustranné 95% intervaly spolehlivpsd stedni hodnotw, pro snérodatnou odchylks a rozptyle*:

Int. spolehl. | Int. spolehl. | Spolehlivost | Spolehlivost |NProm1 |NProm2

-95,000% 95,000 Sm.Odch. Sm.Odch. =v3 /2 =v4 2
Proménné -95,000% +95,000%
X 1,916136 2,203864 0,13832¢ 0,367145 0,019135 0,13479¢&

Vidime, Ze

1,92 <u < 2,20 s pravépodobnosti aspn0,95,
0,1383 <6 < 0,3671 s pravpodobnosti aspn0,95.
0,0191 <6 < 0,1348 s pravgpodobnosti aspio0,95.



Vysledky pro jednostranné 95% intervaly spolehltivpso stedni hodnoty., pro smérodatnou odchylkis a rozptyle™:

Int. spolehl. |Int. spolehl. | Spolehlivost | Spolehlivost |NProm1l |NProm2

-90,000% 90,000 Sm.Odch. Sm.Odch. =v372 =v4r2
Proménna -90,000% +90,000%
X 1,943421 2,17657¢ 0,146678 0,330862 0,021514 0,10947

Vidime, Ze

u>1,94 s pravépodobnosti aspn0,95,

u < 2,20 s pravgpodobnosti aspn0,95,

o > 0,1467 s pravgbodobnosti aspn0,95,
o < 0,3309 s pravbodobnosti aspn0,95,
6°>0,0215 s pravghodobnosti aspo0,95,
6° < 0,1095 s pravghodobnosti aspo0,95,



Jednotlive typy tesfi pro parametry normalniho rozlozeni
a) Necht’ Xy, ..., X, je nahodny vy& N(u, 6°), kdec? zndme. Nechn> 2 a c je konstanta.
Test H: u=c protiH: u #c se
b) Necht’ Xy, ..., X, je ndhodny vy&r N(u, 6%), kdec” nezndme. Nechn> 2 a c je konstanta.
Test H: u = c proti H: p # ¢ se nazyva
c) Necht’ Xy, ..., %, je nahodny vy& N(u, 6°), kdepn nezname. Nee¢n > 2 a c je konstanta.

Test H: °= ¢ proti H: o #C se nazyvéa



Provedeni testi o parametrechp, ° pomoci kritického oboru
a) Provedeni jednovybového z-testu

_m-c
Vypocteme realizaci testoveho kritérta = o - Stanovime kriticky obor W. Pokugll W, H, zamitame na hladénvy-

vn
znamnostb a @ijimame H.
Oboustranny tesfTestujeme kt u = ¢ proti H: p #c. Kriticky obor ma tvarW = (—00,— U1—a/2> [l <u1_a,2,oo)_
Levostranny tesfTestujeme kt u = ¢ proti H: p < c. Kriticky obor ma tvarW = (— 00, = ul—a> :

Pravostranny tesTestujeme kt p = ¢ proti H: p > c. Kriticky obor ma tvarW = <u1_a,oo)_

b) Provedeni jednovyinoveho t-testu
_m-c
Vypocteme realizaci testoveho kritérta = s . Stanovime kriticky obor W. PokuglLl W, Hy zamitame na hladénvy-

N
znamnostb a @ijimame H.
Oboustranny tesiTestujeme It p = ¢ proti H: p #c. Kriticky obor ma tvarW = (—W,—tl_a,z(n —1)> O <t1_q,2(n —1),00).
Levostranny testTestujeme kt pu = ¢ proti H: p < c. Kriticky obor ma tvarW = (—w,—tl_a (n —1)>.

Pravostranny tesTestujeme kt p = ¢ proti H: p > c. Kriticky obor ma tvarW =<t1_q (n —1),00).



c) Provedeni testu o rozptylu

n - 1)s?
Vyposteme realizaci testového kritéria = % Stanovime kriticky obor W. Pokuglo W, Hy zamitame na hladin

vyznamnosto a @ijimame H.

Oboustranny tesfestujeme kt o?= cproti Hy: 6°# c. Kriticky obor ma tvar:.
W = <0,X2a/2(n —1)> [ <x21—a/2(n —1),00)
Levostranny tesfTestujeme kt o = ¢ proti H: o < c. Kriticky obor ma tvarW = <O,x2a (n —1)>.

Pravostranny tesTestujeme kt o = ¢ proti H: ¢® > c. Kriticky obor ma tvarW = <x 2o (n=1),00).



Priklad: Podle udaj na obaluokolady by jejicistd hmotnost ila byt 125 g. Vyrobce dosta€kolik stiznosti od kupuy
cich, ve kterych tvrdili, ze hmotno&bkolad je nizSi nez deklarovanych 125 g. Z tohditeodu oddleni kontoly nahods
vybralo 50¢okolad a zjistilo, Ze jejich imérna hmotnost je 122 g a $rodatna odchylka 8,6 g. Zaqupokladu, Ze hnto
nostéokolad seridi normalnim rozlozenim, i@eme na hladihvyznamnosti 0,01 povazovat stiznosti kupujiciclopei/-
néné?

Reseni Xy, ..., X0 je ndhodny vy z N(u, 6°). Testujeme hypotézu
Ho: p = 125 proti levostranné alternatitd;: u < 125. ProtoZe nezname rozpt§) pouzijeme jednovydsovy t-test.
m-c _122-125

S ritéri = = -2,4667
Testové kritérium— 86 4667
Jn V50

Kriticky obor W = (=0, ~t,_, (0 ~1)) = (- o0, ~ t 160(49)) = (~ o0, - 2,4049
Jelikoz testové kritérium se realizuje v kritick@moru, zamitame nulovou pgtézu na hladivyznamnosti 0,01. StiZznc
kupujicich tedy lze povazovat za opréwe.

Vypocet pomoci systému STATISTICA:

Statistiky — Zakladni statistiky a tabulky — Tesogdili: r, %, paiméry — OK —vybereme Rozdil mezi dwma pamery
(normalni rozdleni) — zasSkrtneme Vyoovy praimér vs. Stedni hodnota a zvolime jednostr. — do gaiPrl napisee 122
do poltka SmOd1 napiSeme 8,6, do pkd N1 napiSeme 50, do ptHa Pr2 napiSeme 125 - Vy®i. Dostaneme -p
hodnotu 0,0086, tedy zamitame nulovou hypotézuamdiri vyznamnosti 0,01



Nahodny vybér z dvourozmérného rozlozeni

X Xo) o . p . o - p
Necht [YlJ ..... (Y”] je nahodny vy&r z dvouroznirného rozlozeni,ificemz n> 2. Ozné&imep =, - yp, a zavedeme
1 n

Zy=X1-Yq, ..., 4= Xp-Y,, 0 BMZ predpokladame, ze sei normalnim rozlozenim.
n n
Vyposteme M :%zL , & =ilz(zi -M)*.
n—15

i=1

Vzorec pro meze 100(kx)% empirického intervalu spolehlivosti pro stredni hodnotu rozdilového ndhodného vyiésu

Oboustranny: (d, h) = (M—= t;ys(N-1), M +—= t;»(n-1))
Vn Vn
% tl_a(n-l), OO)

Pravostranny: ¢e, h) = (<0, m + 2 t1(n-1))

/n

Levostranny: (dgo) = (m -



Priklad: Dvéma rozdilnymi laboratornimi metodami se #éigal obsah chemické latky v roztoku (v procenteBlyjo
vybrano 5 vzorl a prométeno oldma metodami. Vysledky &eni jsou obsazeny v tabulce:

gislovzorkul |2 |3 |4 |5
1. metoda | 2,31,9/2,1/2,4/2,6
2. metoda | 2,42,0/2,0/2,3/2,5

Za predpokladu, Zze data maji normalni rozlozeni, sestB§% empiricky interval spolehlivosti pro rozsdiilednich hodnot
vysledki obou metod.

Redeni:

Prejdeme k rozdilovému nahodnému ¥t jehoZ realizace jsou: -0,1 -0,1 0,1 0,1. ¥yiposteme m = 0,02,%s= 0,012,

s = 0,109545. fedpokladame, Ze tato data pochazeji z normalniozeni N, 6°). Vypoiteme meze 90% oboustranného
intervalu spolehlivosti pra pii neznameénw:

s 0109545 0109545
d=m-—=t,_,,(n-1) = 002-=—"""t . (4) = 002-= 21318=-0,0844
\/ﬁ 1-a /2 \/E 095 \/g
s 0109545 0109545
h=m+—=t,_,,(n-1)= 002+ =—=""t . (4)= 002+= 21318= 01244
\/ﬁ 1 /2( ) \/g 0,95( ) \/g

-0,0844 <u < 0,1244 s pravibodobnosti aspn0,9.



Vypocet pomoci systému STATISTICA:

Vytvotrime novy datovy soubor o 3 prémmych a 5 fipadech. Do 1. proémné X napiSeme hodnoty pro 1. metodu, do 2.
pronenné Y hodnoty pro 2. metodu a do 3. pgome Z rozdily mezi X a Y.

Statistiky — Zakladni statistiky a tabulky — Pogsstatistiky, OK - Prognné Z, Detailni vysledky — zaSkrtneme Meze
spolehl. Pitm. — Interval 90% - Vyp&et. Dostaneme tabulku:

Popisné statistiky (chemicka Iatka)|

Int. spolehl. | Int. spolehl.
Proménna | -90,000% 90,000

Z -0,084438 0,124439

Vidime tedy, Zze -0,0844 k< 0,1244 s pravgpodobnosti aspn0,9.



Parovy t-test

X XY .o . , . . )
Neclt ( 1) ..... ( ”J je nahodny vy&r z dvouroznirného rozlozeni,ijtemzn=2. Ozn&ime u =y, -y, a zavedeme

s =ni_12(zi -M)*. Predpokladame, Ze tento nahodny &ypochazi z normalniho rozlozeni. Test hypotézgzulilu

strednich hodnop, -, se nazyvéarovy t-tesia provadi se stegjrjako jednovybrovy t-test aplikovany na rozdilovy
nahodny vybr z, =X, -Y,,....Z, =X, -Y,.

Provedeni parového t-testu

Vypocteme realizaci testového kriténig:\=%. Stanovime kriticky obor W. Pokugltt W, H, zamitame na hladin

Jn
vyznamnosto a @ijimame H.
Oboustranny testestujeme it p = ¢ proti H: p #c. Kriticky obor ma tvarw = (-eo,~t, ,,(n 1) D (t,., ,,(n—1),).
Levostranny tesfTestujeme bt u = ¢ proti H: p < c. Kriticky obor ma tvarw = (~eo,~t, , (n-1)).
Pravostranny tesTestujeme bt p = ¢ proti H: p > c. Kriticky obor ma tvarw =(t, . (n-1),«).



Priklad: V néasledujici tabulce jsou Udaje o vynosnosti desa 12 nahodnvybranymi firmami pi investovani do
mezinarodniho podnikani (véina X) a do doméaciho podnikani («étia Y):
¢firmy|112[3]4/5/6]/7]|8]|9]101112
X 101214121217 9115911 7 |15
Y 111415112131610131217 919
(Vynosnost je vyjatena v procentech @gastavuje podil na zisku vlozenych investic za)rok.

Za predpokladu, Ze data pochazeji z dvour&arého rozlozeni a jejich rozdil gieli normalnim rozlozenim, na hladin
vyznamnosti 0,1 testujte hypotézu, Ze neexistugditanezi stedni hodnotou vynosnosti investic do mezinarodaiho
domaciho podnikani proti oboustranné alterrgativ

Testovani prowéte

a) pomoci intervalu spolehlivosti, b) pomoci kikého oboru.

(Pro Usporasu zname realizace Wbvého piiméru m = - 1,3 a vyhksrového rozptylu s= 4,78 rozdilového nahodného
V)'/béru Z=X-Y;,i=1, ..., 12)

Redeni:

Testujeme It =0 proti H: p# 0

ad a) 90% interval spolehlivosti pradeini hodnoty: pfi nezndmém rozptyla® ma meze:

4,78

S p—
d=m-—=t,(n-1)=-1,3-—"=—17959=-2,4677
\/ﬁ 0,95( ) \/1_2
S = 4,78
h=m+—t,.(n-1)=-13+-—-17959=-0,1989
\/ﬁ 0,95( ) \/1_2
Protozetislo ¢ = 0 nelezi v intervalu (-2,4677; -0,1989,zZdmitame na hladérvyznamnosti 0,1.
ad b) Vypagitame realizaci testové statistiky= ms_c =18 211085
S 4,78
o

Stanovime kriticky obom = (-, -t 095(12)) O (t gg5(12),00) =(~ 00, ~1,7959 01 (1,7959 )
Protoze testova statistika se realizuje v kritick#yoru, H zamitame na hladinvyznamnosti 0,1.



Vypocet pomoci systému STATISTICA:
Vytvoiime novy datovy soubor o 2 prémmych a 12 fipadech. Do 1. proémné X napiSeme hodnoty pro mezinarodni
podnikani, do 2. prosmné hodnoty pro domaci podnikani.

Statistiky — Zakladni statistiky a tabulky — t-tesb zavislé vzorky, OK - Proénné X, Y — OK — Vypoet. Dostaneme
tabulku:

t-test pro zavislé vzorky (investovani)
Oznac. rozdily jsou vyznamné na hlad. p <,05000

Primér | Sm.odch. | N| Rozdil |Sm.odch. t sv p
Proménna rozdilu
X 11,91667 2,937480
Y 13,25000 3,048845) 12/ -1,33333 2,188122 -2,11085 11 0,058490

Vypoctenou p-hodnotu 0,05849 porovname se zvolenourdadryznamnosti = 0,1. Protoze g a, zamitame nulovou
hypotézu na hladivyznamnosti 0,1.



