Parametrické ulohy o jednom nahodném vybéru z normalniho rozloZeni

Motivace:
K nejcastéji pouzivanym statistickym metoddm patii konstrukce intervalt spolehlivosti pro parametry normalniho rozlozeni
¢1 testovani hypotéz o téchto parametrech. Normalni rozloZeni je charakterizovano dvéma parametry — sttedni hodnotou p a

rozptylem o°. Budeme tedy fesit lohy, které se tykaji téchto dvou parametrti. K tomu slouzi napt. jednovybérovy z-test, t-
test Ci test o rozptylu. Mizeme také mit k dispozici ndhodny vybér z dvourozmérného rozlozeni s vektorem stiednich hodnot

(H‘ J a naSim ukolem bude posoudit rozdilnost stfednich hodnot p,,u,. K feSeni tohoto problému slouzi parovy t-test.
K,

Osnova:
- rozloZeni statistik odvozenych z vybérového priméru a vybérového rozptylu

- vzorce pro meze intervalll spolehlivosti pro sttedni hodnotu a rozptyl
- jednotlivé typy testll pro parametry normalniho rozloZeni

(z-test, jednovybérovy t-test, test o rozptylu, parovy t-test)



RozloZeni statistik odvozenych z vybérového priiméru a vybérového rozptylu

Necht' X, ..., X, je ndhodny vybér z rozlozeni N(u, 6%). Pak plati
2
a) M~N(y, 2, tedy U=M=E N0, 1).
n

N

(Pivotova statistika U sloui k feseni uloh o p, kdyZ o” zname.)

b) K= ;?SZ ~(n-1).

(Pivotova statistika K sloui k feseni uloh o 6%, kdyZ u nezname.)
Z(Xi - M)z )
i=1
c) T2 ~ % (n).
(Tato pivotova statistika slouzi k feseni tloh o o°, kdyZ p zname.)
d) T=M"H_in-1).

Jn

(Pivotova statistika T slouzi k feseni uloh o p, kdyZ 6* nezname.)



Vysvétleni
ad a) Vybéerovy primér M je linearni kombinace ndhodnych veli¢in s normalnim rozlozenim, ma tedy normalni rozlozeni

s parametry E(M) = p, D(M) = o°/n. Statistika U se ziska standardizaci M.

2
ad b) Vhodnou tpravou vybérového rozptylu S?, kde pouZijeme obrat X; - M = (X; - o) — (M - ), Ize statistiku K= (n- ?S vy-

(¢

jadrit jako soucet kvadratii n - 1 stochasticky nezavislych nahodnych veliCin se standardizovanym normalnim rozlozenim. Ten-

W vr 17 v r 2
to soucet se tidi rozlozenim y " (n-1).

> (X —w?
ad c) Statistika =———— je souCet kvadratl n stochasticky nezavislych ndhodnych veli¢in se standardizovanym normalnim
(¢

rozloZenim, #idi se tedy rozloZenim y*(n).

ad d) U ~ N(0, 1), K ~ ¥*(n-1) jsou stochasticky nezavislé, protoze M a S” jsou stochasticky nezavislé, tudiZ statistika
Uu M-pu
K S

n-1 \/H

T= ~t(n-1).




Priklad: Hmotnost balicku krystalového cukru baleného na automatické lince se fidi normalnim rozlozenim se sttedni hod-
notou 1002 g a smérodatnou odchylkou 8 g. Kontrolor ndhodné vybird 9 balickll z jedné série a zjiStuje, zda jejich primér-
na hmotnost je alespoil 999 g. Pokud ne, podnik musi zaplatit pokutu 20 000 K¢. Jaka je pravdépodobnost, Ze podnik bude
muset zaplatit pokutu?

Reseni:

X ~N(1002, 64), M ~ [moz %j

p(M <999)= p| M—1002 _ 9991002 P(Ué—gj:qb(j

AN A

Pravdépodobnost, Ze podnik bude platit pokutu, je asi 12,9%.

j =1- cp(g) =1-®(1,125)=1-0,87076 = 0,12924

Reseni pomoci systému STATISTICA:

Vyuzijeme toho, Ze STATISTICA pomoci funkce INormal(x;mu;sigma) umi vypocitat hodnotu distribu¢ni funkce normal-
niho rozloZeni se stfedni hodnotou mu a smérodatnou odchylkou sigma. Tedy P(M < 999) = CD(999), kde @ je distribu¢ni
funkce rozlozeni N(1002, 64/9).

Otevieme novy datovy soubor o jedné promeénné a jednom ptipadu. Dvakrat klikneme na nazev proménné Proml1. Do Dlou-
hého jména této promeénné napiseme = INormal(999;1002;8/3).

V proménné Proml se objevi hodnota 0,130295.



Vzorce pro meze 100(1-a)% empirickych intervali spolehlivosti pro p a ¢”
a) Interval spolehlivosti pro 1, kdyz 6~ zname (vyuziti pivotové statistiky U)

Oboustranny: (d, h) = (m - % Uj.g2, M+ % Upn)
Levostranny: (d, ) = (m -% Uj_q, )
Pravostranny: (-00, h) = (-00, m +% Uj.q)

b) Interval spolehlivosti pro 11, kdyz o” nezname (vyuziti pivotové statistiky T)
S

Oboustranny: (d, h) = (m - vy t)gn(n-1), m + % t1.n(n-1))

Levostranny: (d, o) = (m - —= t; (n-1), ©)
Jn
Pravostranny: (-o0, h) = (-o0, m + S t1.o(n-1))

n



¢) Interval spolehlivosti pro o7, kdyz p nezname (vyuZiti pivotové statistiky K)

2 2
Oboustranny: (d, h) = (n—1Ds ’ (n—1D)s ]
D (le—a/Z(n—l) % as2(n—1)

2
Levostranny: (d, o) = gn_—l)s,oo
X 1-a (Il - 1)

2
Pravostranny: (-0, h) = | - oo,(;l_—l)s
X « (Il — 1)
2 Z(X1 B H)z
d) Interval spolehlivosti pro o7, kdyz |1 zname (vyuZiti pivotové statistiky =-—————)
(&)

Z(Xi_u)z Z(Xi—u)z
Oboustranny: (d, h) = | = =
HEh 1iea2(m) % w2(n)

Z(Xi - “)2

i=1
% 1w (n)

o0

b

Levostranny: (d, o) =

Z(Xi -’
Pravostranny: (-o0, h) = | — o0, 15—
X o (n)



Priklad: 10 krat nezavisle na sob¢ byla zmétena jista konstanta p. Vysledky méfeni byly: 2 1,8 2,1 24 1,9 2,1 2 1,8 2,3
2,2. Tyto vysledky povazujeme za &iselné realizace ndhodného vybéru X, ..., Xio z rozloZeni N(p, 6°), kde parametry p, 6>
nezname. Najdéte 95% empiricky interval spolehlivosti jak pro p, tak pro o> a to

a) oboustranny,

b) levostranny,

c) pravostranny.

ReSeni: m = 2,06, s> = 0,0404, s = 0,2011, a = 0,05, t5.075(9) = 2,2622, t4.05(9) = 1,833 1, 10.075(9) = 19,023, %%0.025(9) = 2.7,
Los(9) = 16,919, 105(9) = 3,325

ad a) Oboustranny interval spolehlivosti pro stfedni hodnotu p

d=m- % t1.n(n-1) = 2,06 - Ojgl 22622 =1,92
h= m+\/_t1a/2(n1) 206+0j$122622 2,20

1,92 <u<2,20 s pravdépodobnosti aspon 0,95.

Oboustranny interval spolehlivosti pro rozptyl ¢°
i (n-1)> _9-0,0404
Yiwn(n—1) 19,023

e (n—1)>  9-0,0404

- pé oc/2(n 1) 2,7
0,0191 < 6” < 0,1347 s pravdépodobnosti aspoti 0,95.

=0,0191

=0,1347




ad b) Levostranny interval spolehlivosti pro stfedni hodnotu p

d=m- - t,(n-1)=2,06 - 229111 8331 =194
\/H 1 ( ) \/E

1,94 < s pravdépodobnosti aspoii 0,95.

Levostranny interval spolehlivosti pro rozptyl ¢°

i (n-1)> _9-0,0404
Yia(n—1) 16919

6> >0,0215 s pravdépodobnosti aspoii 0,95.

=0,0215

ad ¢) Pravostranny interval spolehlivosti pro stfedni hodnotu p

h=m+ - t,.(n-1)=2,06 + >2°11 1 8331 =2.18
\/E 1 ( ) m

u < 2,18 s pravdépodobnosti asponi 0,95.

Pravostranny interval spolehlivosti pro rozptyl ¢°

e (n-1)> _9-0,0404
ru(n—1) 3,325

6> <0,1094 s pravdépodobnosti aspoii 0,95.

=0,1094



Res$eni pomoci systému STATISTICA:

Vytvotime novy datovy soubor o jedné proménné X a 10 ptipadech. Do proménné X napiSeme dané hodnoty.

Statistika — Zakladni statistiky a tabulky — Popisné statistiky — OK — Proménné X — OK — Detailni vysledky — zaSkrtneme
Meze spolehl. priim. a Meze sp. smér. odch. (ostatni volby zru§ime) — pro oboustranny 95% interval spolehlivosti pone-
chame implicitni hodnotu pro Interval 95,00, pro jednostranné intervaly zménime hodnotu na 90,00.

Vysledky pro oboustranné 95% intervaly spolehlivosti pro stfedni hodnotu p, pro smérodatnou odchylku o a rozptyl 6°:

Int. spolehl. |Int. spolehl. |Spolehlivost | Spolehlivost |NProm1 |NProm2
-95,000% 95,000 Sm.Odch. Sm.Odch. =v3/72 | =v4"2
Proménna -95,000% +95,000%
X 1,916136 2,203864 0,138329 0,367145 0,019135 0,134795
Vidime, ze

1,92 <pn<2,20 s pravdépodobnosti aspon 0,95,
0,1383 <6 <0,3671 s pravdépodobnosti asponi 0,95.
0,0191 < 6* < 0,1348 s pravdépodobnosti aspoii 0,95.




Vysledky pro jednostranné 95% intervaly spolehlivosti pro stiedni hodnotu p, pro smérodatnou odchylku o a rozptyl 6°:

Int. spolehl. |Int. spolehl. |Spolehlivost | Spolehlivost |NProm1 |NProm2

-90,000% 90,000 Sm.Odch. Sm.Odch. =v372 =v4/2
Proménna -90,000% +90,000%
X 1,943421 2,176579 0,146678 0,330862 0,021514 0,10947

Vidime, ze

i > 1,94 s pravdépodobnosti aspoii 0,95,

u < 2,20 s pravdépodobnosti aspon 0,95,

o > 0,1467 s pravdépodobnosti aspon 0,95,
0 < 0,3309 s pravdépodobnosti asponl 0,95,
6> >0,0215 s pravdépodobnosti aspoii 0,95,
6° <0,1095 s pravdépodobnosti aspoii 0,95,



Jednotlivé typy testii pro parametry normalniho rozloZeni
a) Necht X, ..., X, je nahodny vybér N(u, 6%), kde 6* zname. Necht n > 2 a c je konstanta.
Test Hp: = c proti H;: p =c¢ se nazyva jednovybérovy z-test.
b) Necht' Xj, ..., X, je nahodny vybér N(u, 6°), kde o” nezname. Necht’ n > 2 a ¢ je konstanta.
Test Hy: p = ¢ proti H;: p = c¢ se nazyva jednovybérovy t-test.
¢) Necht' X4, ..., X, je ndhodny vybér N(p, 6°), kde 1 nezname. Necht' n > 2 a ¢ je konstanta.

Test Hy: 6°=c proti Hi: 6° %Cse nazyva test o rozptylu.



Provedeni testii o parametrech 1, 6> pomoci kritického oboru
a) Provedeni jednovybérového z-testu
m-—c

=

t, =

Vypocteme realizaci testového kritéria . Stanovime kriticky obor W. Pokud t, € W, Hy zamitdme na hladiné vy-

znamnosti a a pfijimame H;.

Oboustranny test: Testujeme Hy: p = ¢ proti H;: p #c. Kriticky obor ma tvar: W = (— 0, = U /s > U <u1_a/2,oo),
Levostranny test: Testujeme Hy: p = ¢ proti H;: u < c. Kriticky obor ma tvar: W = (— 00, — ul,a> .

Pravostranny test: Testujeme Hy: p = ¢ proti H;: p > ¢. Kriticky obor ma tvar: W = <111,a ) OO).

b) Provedeni jednovybérového t-testu

_m—c
ty=—

Jn

Vypocteme realizaci testového kritéria . Stanovime kriticky obor W. Pokudty, e W, Hy zamitame na hladin¢ vy-

znamnosti o a pfijimame H;.

Oboustranny test: Testujeme Hy: p = ¢ proti H;: u = c. Kriticky obor ma tvar: W = (— ©0,—1,_,/» (n - 1)> U <t1_a/2 (Il - 1),00) .
Levostranny test: Testujeme Hy: pu = ¢ proti H;: p < c¢. Kriticky obor ma tvar: W = (— 0,— 1, (n - 1)> )
Pravostranny test: Testujeme Hy: p = ¢ proti Hy: p > ¢. Kriticky obor ma tvar: W = <t1_a (Il - 1),00).



¢) Provedeni testu o rozptylu

(n-1)’

Vypocteme realizaci testového kritéria t, = . Stanovime kriticky obor W. Pokud ty, e W, Hy zamitdme na hladiné

vyznamnosti a a piijimame H;.

Oboustranny test: Testujeme Hy: 6= ¢ proti H: 6”# c. Kriticky obor ma tvar:.
W = <0,X2a/2 (n - l)> U <X21—a/2 (n - 1),00)
Levostranny test: Testujeme Hy: 6> = ¢ proti H,: 6> < c. Kriticky obor ma tvar: W = <0,X2a (n - 1)> .

Pravostranny test: Testujeme Hy: 6° = ¢ proti H,: 6 > c. Kriticky obor ma tvar: W = <X21—cx (n - 1),00).



Priklad: Podle udajli na obalu ¢okolady by jeji €istd hmotnost méla byt 125 g. Vyrobce dostal n¢kolik stiznosti od kupuji-
cich, ve kterych tvrdili, Ze hmotnost ¢okolad je nizsi nez deklarovanych 125 g. Z tohoto diivodu oddéleni kontroly nahodné
vybralo 50 ¢okolad a zjistilo, Ze jejich primérnd hmotnost je 122 g a smérodatnd odchylka 8,6 g. Za predpokladu, Ze hmot-
nost ¢okolad se fidi normalnim rozloZzenim, mizeme na hlading vyznamnosti 0,01 povaZovat stiznosti kupujicich za opréav-
néne?

Reseni: X, ..., Xso je ndhodny vybér z N(u, 6%). Testujeme hypotézu
Ho: = 125 proti levostranné alternativé H;: p < 125. Protoze nezname rozptyl o°, pouZijeme jednovybérovy t-test.
m-c 122-125

A lepitar = =-2.4667
Testové kritérium S 8.6 ) )

Jn 50
Kritick§ obor W = (o0,~t,_, (n—1)) = (-0, t, o (49)) = (- 0, 2,4049).

Jelikoz testové kritérium se realizuje v kritickém oboru, zamitdme nulovou hypotézu na hladiné vyznamnosti 0,01. StiZznosti
kupujicich tedy 1ze povaZzovat za opravnéné.

Vypocet pomoci systétmu STATISTICA:

Statistiky — Zéakladni statistiky a tabulky — Testy rozdilt: r, %, priméry — OK — vybereme Rozdil mezi dvéma priiméry
(normalni rozdéleni) — zaskrtneme Vybérovy primér vs. Stfedni hodnota a zvolime jednostr. — do policka Pr1 napiSeme 122,
do policka SmOd1 napiSeme 8,6, do policka N1 napiSeme 50, do policka Pr2 napiSeme 125 - Vypocet. Dostaneme p-
hodnotu 0,0086, tedy zamitdme nulovou hypotézu na hladin€ vyznamnosti 0,01



Nahodny vybér z dvourozmérného rozloZeni
X X . /4 14 4 W W /4 W 14 W W W wr
Necht’ (Yl} . ( “J je nahodny vybér z dvourozmérného rozlozeni, pfi¢emz n > 2. Oznalime p = , - Y, a zavedeme
1 n
rozdilovy néhodny Vybér Z:=X-Yy, ..., Zy= Xy-Y,, 0 némz predpokladéme, ze se fidi normalnim rozlozenim.

Vypodéteme M = — ZZI, S? _—Z (z, M)

nig n-1

Vzorec pro meze 100(1- a)% empirického intervalu spolehlivosti pro stifedni hodnotu rozdilového nahodného vybéru

Oboustranny: (d, h) = (m - T tiop(n-1), m+ — \/_ t1.o2(n-1))

=

Pravostranny: (-0, h) = (-co, m+ —=

Levostranny: (d, ) = (m - tio(n-1), 00)

\/— t1 a(n 1))



Priklad: Dvéma rozdilnymi laboratornimi metodami se zjistoval obsah chemické latky v roztoku (v procentech). Bylo
vybrano 5 vzorkii a proméfeno obéma metodami. Vysledky méteni jsou obsazeny v tabulce:

éislo vzorku|l |2 |3 |4 |5
1. metoda (2,3/1,9(2,1|2,4(2,6
2. metoda [2,4(2,0/2,0/2,3(2,5

Za predpokladu, Ze data maji normalni rozloZeni, sestrojte 90% empiricky interval spolehlivosti pro rozdil stfednich hodnot
vysledktli obou metod.

Reseni:

Ptfejdeme k rozdilovému ndhodnému vybéru, jehoz realizace jsou: -0,1 -0,1 0,1 0,1 0,1. Vypocteme m = 0,02, s2=0,012,
s = 0,109545. Pfedpokladame, Ze tato data pochézeji z normalniho rozlozeni N(p, 6%). Vypoéteme meze 90% oboustranného
intervalu spolehlivosti pro p pfi nezndmém o:

s 0,109545 0,109545
d=m-—=t,__,,(n-1)=0,02 - ——F""t,,,(4)=0,02 - —=—="-2,1318 = —0,0844

\/E 1-a/2 \/g 0,95 \/g

s 0,109545 0,109545
h=m+—t,,(n-1)=0,02+=>—"""t,,,(4)=0,02+= 2,1318 = 0,1244

\/H 1 /2( ) \/g 0,95( ) \/g

-0,0844 < <0,1244 s pravdépodobnosti aspon 0,9.



Vypocet pomoci systému STATISTICA:
Vytvotime novy datovy soubor o 3 proménnych a 5 ptipadech. Do 1. proménné X napiSeme hodnoty pro 1. metodu, do 2.
proménné Y hodnoty pro 2. metodu a do 3. proménné Z rozdily mezi X a Y.

Statistiky — Zakladni statistiky a tabulky — Popisné statistiky, OK - Proménné Z, Detailni vysledky — zaskrtneme Meze
spolehl. Prim. — Interval 90% - Vypocet. Dostaneme tabulku:

Popisné statistiky (chemicka Iatka)|

Int. spolehl. | Int. spolehl.
Proménna | -90,000% 90,000

Z -0,08443¢ 0,124438

Vidime tedy, Ze -0,0844 < < 0,1244 s pravdépodobnosti aspoii 0,9.



Parovy t-test

X X . 14 4 4 W W r w 14 W W W w7
Necht [Yl}""(Ynj je ndhodny vybér z dvourozmérného rozlozeni, pti¢emz n > 2. Oznacime p=p, —u, a zavedeme

1 n

rozdilovy ndhodny vybér Z, =X, -Y,,...,Z, =X, - Y, , jehozZ vybérovy primér jeM = lZZi a vybérovy rozptyl je
i=l
S* = %Z(Zi —~M)’ . Pfedpokladame, Ze tento ndhodny vybér pochazi z normalniho rozlozZeni. Test hypotézy o rozdilu
n—14,
sttednich hodnot p, —u, se nazyva parovy t-test a provadi se stejné jako jednovybérovy t-test aplikovany na rozdilovy

nahodny vybér Z, =X, -Y,,....,Z, =X, -Y,.

Provedeni parového t-testu

—C

Vypocteme realizaci testového kritéria t, = M~C  Stanovime kriticky obor W. Pokud t, ¢ W, Hy zamitame na hlading

5

vyznamnosti o a piijimame H;.

Oboustranny test: Testujeme Hy: p = ¢ proti H;: p # c. Kriticky obor mé tvar: W =(-o0,~t, ,(n—1))U(t, ,(n—1),00).
Levostranny test: Testujeme Hy: = ¢ proti H;: p < c. Kriticky obor ma tvar: W = (— o,—t,,(n-1)).
Pravostranny test: Testujeme Hy: p = ¢ proti Hy: p > c. Kriticky obor mé tvar: W=(t,_,(n—1),0).



Priklad: V néasledujici tabulce jsou tidaje o vynosnosti dosazené 12 ndhodné vybranymi firmami pfi investovani do
mezindrodniho podnikéni (veli¢ina X) a do domdaciho podnikani (veli¢ina Y):
CAirmy| 1[2[3[4|5|6]7[8]|9|10]11]12
X 10[12{14{12]12|17| 9 |15|9 |11| 7 |15
Y 11|14{15]1113|16{10{13|11{17|9 19
(Vynosnost je vyjadiena v procentech a predstavuje podil na zisku vloZenych investic za rok.)

Za predpokladu, Ze data pochazeji z dvourozmérného rozlozeni a jejich rozdil se fidi normalnim rozloZenim, na hladiné
vyznamnosti 0,1 testujte hypotézu, ze neexistuje rozdil mezi sttedni hodnotou vynosnosti investic do mezindrodniho a
domaciho podnikéni proti oboustranné alternative.

Testovani proved’te

a) pomoci intervalu spolehlivosti, b) pomoci kritického oboru.

(Pro usporu &asu zname realizace vybérového priméru m = —1,3 a vybérového rozptylu s> = 4,78 rozdilového nahodného
V}”bél'll Zi=X;— Yi, 1= 1, cee 12)

Reseni:

Testujeme Hy: w=0 proti Hi: p#0

ad a) 90% interval spolehlivosti pro stfedni hodnotu p pfi nezndmém rozptylu 6> ma meze:

d=m-——t,4(n—1)=-13- h 17959:—2,4677

N r
“ 1 7959 = —0,1989

Protoze Cislo ¢ = 0 nelezi v 1ntervalu (-2,4677; -0,1989), Hy zamitame na hladin¢ vyznamnosti 0,1.

h=m+

%to,os (n - 1)

ad b) Vypocitame realizaci testové statistiky t, = ms_c \/_i -2,11085
> 4,78
i

Stanovime kriticky obor W = (— o0, — t, (1 D) U (t 05 (11),00) =(= 00,~1,7959) L (1,7959, 0)

Protoze testova statistika se realizuje v kritickém oboru, Hy zamitame na hladin€ vyznamnosti 0,1.



Vypocet pomoci systému STATISTICA:
Vytvotime novy datovy soubor o 2 proménnych a 12 ptipadech. Do 1. proménné X napiSeme hodnoty pro mezinarodni
podnikéni, do 2. proménné hodnoty pro domaci podnikani.

Statistiky — Zéakladni statistiky a tabulky — t-test pro zavislé vzorky, OK - Proménné X, Y — OK — Vypocet. Dostaneme
tabulku:

t-test pro zavislé vzorky (investovani)
Oznac. rozdily jsou vyznamné na hlad. p <,05000

Primér |Sm.odch. | N| Rozdil |Sm.odch. t SV p
Proménna rozdilu
X 11,91667 2,937480
Y 13,25000 3,048845| 12 -1,33333 2,188122 -2,11085 11 0,058490

Vypoctenou p-hodnotu 0,05849 porovname se zvolenou hladinou vyznamnosti a. = 0,1. Protoze p < a, zamitdme nulovou
hypotézu na hladin€ vyznamnosti 0,1.
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