Cviceni 4.: Zakladni pojmy matematické statistiky II, testy normality

Ukol: Métenim délky deseti valeckt byly ziskany hodnoty (v mm): 5,38 5,36 5,35 5,40
5,41 5,34 5,29 5,43 5,42 5,32. Téchto deset hodnot povazujeme za realizace ndhodného
vybéru rozsahu 10 z normalniho rozloZeni s nezndmou stfedni hodnotou p a znamou
smérodatnou odchylkou ¢ = 0,04.

Na hladin€ vyznamnosti 0,1 testujte nulovou hypotézu, ze sttedni hodnota délky valeckt je
5,35 mm. Proti nulové hypotéze postavte

a) oboustrannou alternativu

b) levostrannou alternativu

c) pravostrannou alternativu.

Test proved’te pomoci

a) kritického oboru

b) intervalu spolehlivosti

¢) p-hodnoty.

Systém STATISTICA pouZzijte jako inteligentni kalkulacku.

Navod:
Formulace nulové hypotézy: Hy: p = 5,35, formulace alternativni hypotézy:
ada) Hi: p#5,35,ad b) H;: p<5,35,adc) Hi: p>5,35
Jedna se o jednovybérovy z-test.
M-c

Testova statistika Ty = bude mit rozlozeni N(0, 1), pokud je nulové hypotéza

2P

pravdiva.
Provedeni testu:

Ad a) Pomoci kritického oboru
Kriticky obor pro oboustrannou alternativu:

W = (_ 0, = U4/ > o <u17(x/2 =°O) .
Kriticky obor pro levostrannou alternativu:

W= <— 0,—U,_, )
Kriticky obor pro pravostrannou alternativu:
W= <qu,oo).

Pokud t, € W, Hy zamitdme na hladin€ vyznamnosti a.

Ad b) Pomoci intervalu spolehlivosti
Oboustranny interval spolehlivosti pro p pfi znamém o:
(d,h) = (m - == Upup, m+

c
T ﬁ Uj-a2).

Pravostranny interval spolehlivosti pro p pfi zndmém o:

o
ﬁ U1_a).

Levostranny interval spolehlivosti pro p pfi zndmém o:

d, 00) = (m - —
(d, 0) = (m I

(-o0, h) = (-0, m +

ul-(l’ (D)_



Pokud ¢islo ¢ (v nasem ptipadé 5,35) nepatii do 100(1-a)% intervalu spolehlivosti pro p, Ho
zamitame na hladiné vyznamnosti a.

Ad ¢) Pomoci p-hodnoty

Vzhledem k tomu, Ze testova statistika Ty je spojita ndhodna veli¢ina, mizeme pouzit upravu
P(To = to) = P(Tp > to) = 1 — D(to).

Vzorec pro vypocet p-hodnoty pro oboustrannou alternativu:

pP= 2 l’l’lll’l{P(To < to), P(T() > to)} =2 min{(l)(to), 1- (D(to)}

Vzorec pro vypocet p-hodnoty pro levostrannou alternativu:

p = P(To < to) = O(to).

Vzorec pro vypocet p-hodnoty pro pravostrannou alternativu:

p=P(To>1t)) =1 — D(toy).

Pokud p < a, Hy zamitdme na hladin€ vyznamnosti a.

Zjisténé hodnoty zapiseme do nového datového souboru o 10 ptipadech a jedné proménné,
kterou nazveme X.

Pomoci Popisnych statistik spocteme realizaci vybérového priméru: m = 5,37.

Pro pomocné vypocty otevieme novy datovy soubor o jednom piipadu a 10 proménnych,
které nazveme t0, p1, p2, p3, kvl, kv2, d, h, d1, h2.

Do proménné ty ulozime realizaci testové statistiky. Do jejiho Dlouhého jména napiSeme
vzorec pro vypocet testové statistiky:

= (5,37-5,35)/(0,04/sqrt(10)).

Zjistime, ze to = 1,5811.

Nyni jiz miizeme provést test pomoci p-hodnoty.

Do Dlouhého jména proménné pl napiSeme vzorec pro vypocet p-hodnoty pro oboustrannou
alternativu:

=2*min(INormal(t0;0;1);1-INormal(t0;0;1))

Vypoctena p-hodnota je 0,1138, coz je vétsi nez hladina vyznamnosti 0,1 a nulovou hypotézu
nelze na této hladin€ vyznamnosti zamitnout ve prospéch oboustranné alternativy.

Do Dlouhého jména proménné p2 napiSeme vzorec pro vypocet p-hodnoty pro levostrannou
alternativu:

=INormal(t0;0;1)

I tato p-hodnota (0,9431) je vétsi nez 0,1, coz znamena, Ze nulovou hypotézu nelze na hladiné
vyznamnosti 0,1 zamitnout ve prospéch levostranné alternativy.

Do Dlouhého jména proménné p3 napiSeme vzorec pro vypocet p-hodnoty pro pravostrannou
alternativu:

=1-INormal(t0;0;1)

Vyjde nam 0,0569, tedy na hladiné vyznamnosti 0,1 zamitame nulovou hypotézu ve prospéch
pravostranné alternativy. S rizikem omylu nejvyse 10 % jsme prokézali, Ze sttedni hodnota
délky valecki je vétsi nez 5,35 mm.

Dale provedeme test pomoci kritického oboru, nejprve pro oboustrannou alternativu.
Do proménné kvl uloZime kvantil u;_q» = ug9s:

= VNormal(0,95;0;1).

Vyjde nam 1,6449.

Kriticky obor pro oboustrannou alternativu je tedy W = (— 00, — 1,6449> ) <1,6449,oo).

Vidime, Ze testova statistika nepatii do W, coz znamend, Ze Hy nezamitadme na hladiné
vyznamnosti 0,1 ve prospéch oboustranné alternativy.



Pro testovani nulové hypotézy proti jednostrannym alternativam musime znat kvantil u;., =
Ug 9. UloZime ho do proménné kv2:

= VNormal(0,9;0;1).

Vyjde nam 1,2816.

Kriticky obor pro levostrannou alternativu je tedy W = <— 0,—1,2816).

Vidime, Ze testova statistika 1,5811 nepatii do W, coz znamend, ze Hy nezamitame na hladiné
vyznamnosti 0,1 ve prospéch levostranné alternativy.

Kriticky obor pro pravostrannou alternativu je tedy W = <1,28 16,0)

Vidime, Ze testova statistikal,5811 patii do W, coz znamena, Ze Hy zamitame na hladiné
vyznamnosti 0,1 ve prospéch pravostranné alternativy.

Nakonec provedeme test pomoci intervalu spolehlivosti.

Pro oboustrannou alternativu:

Do Dlouhého jména proménné d (resp. h) napiSeme vzorec pro dolni (resp. horni) mez
oboustranného 90% intervalu spolehlivosti pro p pii zndmém o:

=5,37-0,04*kv1/sqrt(10) (resp. =5,37+0,04*kv1/sqrt(10))

Zjistime, Ze ¢islo ¢ = 5,35 patii do intervalu (5,3492; 5,3908), tedy Hy nezamitdme na hladiné
vyznamnosti 0,1 ve prospéch oboustranné alternativy.

Pro levostrannou alternativu:

Do Dlouhého jména proménné h2 napiSeme vzorec pro horni mez pravostranné¢ho 90%
intervalu spolehlivosti pro p pfi zndmém o:

=5,37+0,04*kv2/sqrt(10)

Protoze 5,35 patii do intervalu (-o0; 5,3862), Hy nezamitdme na hladin€¢ vyznamnosti 0,1 ve
prospéch levostranné alternativy.

Pro pravostrannou alternativu:

Do Dlouhého jména proménné d1 napiSeme vzorec pro dolni mez levostranného 90%
intervalu spolehlivosti pro p pfi zndmém o:

=5,37-0,04*kv2/sqrt(10)

Protoze 5,35 nepatii do intervalu (5,3538; «0), Hy zamitame na hladin€ vyznamnosti 0,1 ve
prospéch pravostranné alternativy.



Kolmogoroviiv — Smirnoviiv test normality dat

Testujeme nulovou hypotézu, ktera tvrdi, Ze ndhodny vybér Xi, ..., X, pochdzi z normalniho
rozloZeni s parametry p a o”. Distribu¢ni funkci tohoto rozloZeni oznaé¢me ®r (x). Necht
Fu(x) je vybérova distribu¢ni funkce. Testovou statistikou je statistika

D, = sup [F,(x)-®; (x)| . Nulovou hypotézu zamitdme na hladiné vyznamnosti a, kdyz D,

n

> Dy(a), kde Dy(a) je tabelovana kriticka hodnota.

V piipadg, Ze neznime parametry p a o> normalniho rozlozeni (coZ je nejéast&jii pripad),
zméni se rozlozeni testové statistiky D,. V takovém ptipadé¢ jde o Lilieforsovu modifikaci
Kolmogorovova — Smirnovova testu. Pfislusné modifikované kvantily byly uréeny pomoci
simulac¢nich studii.

Poznamka ke K-S testu ve STATISTICE

Test normality poskytuje hodnotu testové statistiky (ozn. max D) a dvé p-hodnoty. (p-hodnota
vyjadiuje pravdépodobnost, s jakou ¢iselné realizace xj, ..., X, ndhodného vybéru X, ..., X,
podporuji nulovou hypotézu, je-li pravdiva. P-hodnotu porovnavame s nami zvolenou
hladinou vyznamnosti a. Jestlize p-hodnota < a, pak Hy zamitdme na hladin¢ vyznamnosti a,
je-li p-hodnota > a, pak Hy nezamitdme na hladin€ vyznamnosti a..) Prvni p-hodnota se
vztahuje k ptipadu, kdy stiedni hodnotu p a rozptyl 6 zname predem, druhé (ozn.
Lilieforsovo p) se vztahuje k piipadu, kdy p a 6” nezname. Objevi-li se ve vystupu p = n.s. (.
non significant), pak hypotézu o normalité¢ nezamitdme na hladiné vyznamnosti 0,05.

Shapirav — Wilktv test normality dat

Testujeme hypotézu, ktera tvrdi, Ze ndhodny vybér X1, ..., X, pochézi z rozlozeni N(y, 6°).
Test je zalozen na zjisténi, zda body v Q-Q grafu jsou vyznamné odlisné od regresni piimky
proloZené témito body.

(S-W test se pouziva predevsim pro vybéry mensich rozsaht, n < 50, ale nyni jiz existuje
modifikace pro velkd n. V systému STATISTICA je implementovano rozsifeni na n kolem
5000.)

Andersonuv — Darlingiiv test

Testujeme hypotézu, ktera tvrdi, Ze ndhodny vybér Xy, ..., X, pochdzi z normalniho rozlozeni
N(u, 6°).

Testova statistika ma tvar:

n Xy —m X A —m
AD = -1 Z(zi—l){1ncp(L]+1n(1—cp(%m —n,
n | 55 S S

kde x@ jsou vzestupné uspofddané realizace ndhodného vybéru, @ je distribucni funkce
rozlozeni N(0,1). Hypotéza Hy se zamita na hladin¢ vyznamnosti a, je-li vypocitand hodnota
testové statistiky AD vétsi nez kritickd hodnota Dy,

Ukol 1. : U 48 studentek VSE v Praze byla zjistovana vyska a obor studia (1 — narodni
hospodafstvi, 2 — informatika). Hodnoty jsou uloZeny v souboru vyska.sta. Pomoci
Lilieforsovy modifikace K-S testu, pomoci S-W testu a pomoci A-D testu testujte na hladiné
vyznamnosti 0,05 hypotézu, ze data pochazeji z normalniho rozlozeni. Pomoci N-P grafu
posud’te vizualné predpoklad normality.



Navod:

Provedeni Lilieforsova a S-W testu: Statistiky — Zakladni statistiky/tabulky — Tabulky
¢etnosti — OK — Proménné X — OK — Normalita — zaskrtneme Lilieforstv test a S-W test —
Testy normality.

Testy normality (vyska.sta)

N | max D |Lilliefors w p
Proménna p
X:vyska |48 0,155621 p <,01 0,965996 0,176031
Vystupni tabulka obsahuje pocet pozorovani, hodnotu testové statistiky Lilieforsovy
modifikace K-S testu (max D = 0,155621), p-hodnotu (p < 0,01), testovou statistiku S-W testu
(W =0,965996) a odpovidajici p-hodnotu (p = 0,176031). Vidime, ze Lilieforstv test zamita
hypotézu o normalité na hladin¢ vyznamnosti 0,05, zatimco S-W test nikoli.

Provedeni A - D testu:
Statistiky — Rozd¢leni & simulace — prolozeni dat rozdélenimi — OK — Proménné Spojité: X —
na zaloZce Spojité proménné ponechdme zaSkrtnuté pouze Normalni, na zaloZce Moznosti

vybereme Anderson — Darling — OK — Souhrnné statistiky rozdéleni.
Souhrn rozdéleni for Proménna: X (vyska.sta)

K-S d K-S AD stat. | AD p-hodn. | Chi-kvadrat| Chi-kvadr. | Chi-kvadr. Posun
p-hodn. p-hodn. SV (prah/poloha)
Normalni_(poloha,méfitko) | 0,155621 0,175802 0,660990 _ 0,591425 __ 15,37500 _ 0,017532__6,000000
Vidime, ze Testova statistika A — D testu je 0,661, odpovidajici p-hodnota je 0,5914, tedy

hypotézu o normalité¢ nezamitdme na hladin¢ vyznamnosti 0,05.

Vytvoieni N-P grafu:
Navod: Grafy — 2D Grafy — Normalni pravdépodobnostni grafy — Proménné X — OK.

Ocek. normal. hodnoty

150 155 160 165 170 175 180 185 190

Pozorovany kvantil

Tecky se fadi podél idealni ptimky, normalita je jen lehce poruSena.

Samostatny ukol: Testy normality a grafické ovéfeni normality proved’te jak pro vysky
studentek oboru narodni hospodafstvi, tak pro vyska studentek oboru informatiky.

Pro kontrolu:

Vysledky pro obor narodni hospodaistvi:

Testy normality (vyska.sta)

Zhrnout podminku: z=1

N | max D |Lilliefors w p
Proménna p
X:vyska |28 0,167473 p <,05 0,970969 0,606793




Vidime, Ze Lilieforsova varianta K-S testu zamita hypotézu o normalité na hlading
vyznamnosti 0,05 (p-hodnota je mensi nez 0,05), zatimco S-W test hypotézu o normalité
nezamita (p-hodnota je vétsi nez 0,05).

Souhrn rozdéleni for Proménna: X (vyska.sta)
Zhrnout podminku: z=1

K-Sd K-S AD stat. | AD p-hodn. | Chi-kvadrat| Chi-kvadr. | Chi-kvadr. Posun
p-hodn. p-hodn. SV (préh/poloha)

Normalni (poloha,méritko) 0,167473 0,370570 0,419238  0,828398 2,000000 0,157299  1,000000

A-D test poskytne hodnotu testové statistiky 0,4192, odpovidajici p-hodnota je 0,8284, tedy
A-D test nezamita hypotézu o normalité na hladin¢ vyznamnosti 0,05.

Vysledky pro obor informatika:

Testy normality (vyska.sta)

Zhrnout podminku: z=2

N | max D |Lilliefors w p
Proménna p
X:vyska |20 0,172301 p<,15 0,922747 0,111924

Souhrn rozdéleni for Proménna: X (vyska.sta)
Zhrnout podminku: z=2

K-S d K-S AD stat. | AD p-hodn. | Chi-kvadrat| Chi-kvadr. | Chi-kvadr. Posun
p-hodn. p-hodn. SV (prah/poloha)

Normalni (poloha,méfitko) 0,172301 0,536360 0,566019  0,678546

V tomto ptipadé€ ani jeden z testli hypotézu o normalité nezamita na hladin€¢ vyznamnosti
0,05.

Upozornéni: V archivu zavérecnych praci https://is.muni.cz/auth/th/77721/prif m/ je uloZena
diplomova prace Dominika Grizy ,,Ovéfovani normality*.

Zkoumani vlastnosti testii normality pomoci simulaci je popsano v bakaléaiské praci Marka
Hai¢mana https://is.muni.cz/auth/th/150689/prif b_a2/




