Modely a modelovani

Definice modelu:
Model je napodobenina originalu nebo jeho popis pomypriezenych prvik a vztali mezi

nimi.

Vlastnosti dobrého modelu:

Validita — schopnost modelu vystihnout podstatné viastmogfinalu. Je vyjatena stupém
shody modelu s originadlem v podstatnych vlastndstec

Reliabilita— mira spolehlivosti a opakovatelnosti modelu. dkgsreliabilita znamena, ze
vysledek modelovani je jen nepatmovlivnén nahodou a podstatné vlivy jsou v modelu
zohledrgny. Reliabilni model také umagje @i opakovaném pouziti za stejnych podminek

ziskat podobné vysledky.



Druhy modelu:
- fyzikalni modei fyzicky vytvoreny objekt, ktery napodobuje original (model autbrg
meésta, stroje, atomu, ...)
- abstraktni modeloubor vzorg a pravidel, které zjednodu&epopisuji original.
ZjednodusSeni sgiva ve vykEru t€ch typickych vlastnosti originalu, které jsou vyamse

pro popis jeho chovani.

Druhy abstraktnich modeli:

- deterministicky modet prvky a vztahy mezi nimi jsou pevdany. Chovani modelu za
urcitych podminek je pkapredvidatelné (napmodely fiznych fyzikalnich dja)

- stochasticky modet prvky modelu a vztahy mezi nimi maji charakt@hodnych jei ¢i
nahodnych vetin nebo ndhodnych prodesy modelu vystupuje jedna nebo vice
nadhodnych slozek (n&pregresni model vystiujici zavislost jedné valiny na jinych
velicinach).



Priklady stochastickych modei:

modely systérin hromadné obsluhy

markovské&ettzce a procesy popisujici vyvoj dynamickych systém
modely zasob (umaiiji optimalizovat velikost skladu)

modely obnovy (popisuji proces nahradgfit prvii, které selhaly)
modely geziti (vyuziti ve zdravotnictvi, pojievnictvi, pfimyslu)

modely nabidky a poptavky

Specialni metody pro praci se stochastickymi modely

- stochastické programovani

- stochasticka teoriggzeni

- simulani metody



Specifika simulatnich metod:
- pouzivaji se P studiu slozi¢jSich &jia stochastickeé povahy, kde se analytitégeni
ziskava jen obtizn
- pro experimenty jsou pouzita nahodgsla. Tak Ize simulovat fibéhy realnych &ju pri

raznych hodnotach paraméta pozorovat vlastnosti modelovanéliped

Mozné probléemy pri simulacich:
- neadekvatni popis modelovanéhyged
- nespravna volba pravpdodobnostnich rozlozeni nahodnych &elivyskytujicich se
v modelu
- chybneé odhady paramétr

- nekvalitni generatory pseudonahodnyddel.



Generatory nahodnychg¢isel

Definice nahodné posloupnositisel:
Posloupnostisel je nahodngokud neexistuje kratSi #gpob vyjadeni dané posloupnosti nez
tato posloupnost samotna, tj. tuto posloupnostizeme zhustit do kratSi podoby. Proto zadna

posloupnostisel vzniklych vypdétem nenize byt nahodna, ale jen pseudonahodna.

Nahodn&isla vznikaji nap jako vysledky ndhodnych fyzikalnich progeblelze pedvidat

vyskyt ukité hodnoty a jednotlivé hodnoty jsou nezavislé.



Nahodnacdisla potrebujeme naj¥. v téchto situacich:
- generovani ndhodnych i
- simulace fyzikalnich procés
- simulované ulohy pouzivanét&Seni slozitych matematickych probl&rkteré nelzéesit
analyticky
- modelovani g4, kde se vyskytuji ndhodné jevy nebo nahodn&ivgli
- kryptografie
- pocitacove hry
- atd.



Zpuasoby generovani nahodnychisel

Mechanicky zpsob:losovanicisel zosudi, hazeni kostkami, ruleta. P&Sinu aplikaci je tent

zpasob ilis pomaly.

Fyzikalni zgisob:je zalozen na giteni ugitého jevu, ktery nastava naheadmag. rozpad
radioaktivni latky). Lze také v pravidelnych intalech ngtit Sum na polovodiovych

pirechodech. Problémem j&mojeni generatoru Sumt paocitadi.

Pouziti tabulek nahodnydiisel: K jejich tvorke se pouzivaly rozsahlé soubory dat ziskane
Kk jinym elim (nag. ¢isla v telefonnim seznamu apod.). Kaproku 1927 pochazeji

Tippetovy tabulky. Pro potacové experimenty &tSiho rozsahu jsou ovsem nevhodné.

Softwarovy zfisob:na zaklad n¢jakého algoritmu vytva patitac posloupnostisel, ktera ma

zdanliw vlastnosti nahodné posloupnosti, ale je pouzedm#hodna.



Generovani pseudonahodnyckisel
V¢EtSina algoritni pro generovani pseudonahodnycdel ma rekurentni tvar
Xn+1 = F(%, Xn.1, --., X0), Kde % je vhodna péateEni hodnota zvana nasada nebo seminko (s¢

F je @islusna funkce. Tyto algoritmy umiadji vytvareni jen periodické posloupnosti.

NejrozstensjSimi zdroji pro generovani pseudonahodnyidel jsou tzv. kongrueni

generatory.

Priklady kongruenénich generatoni:
- aditivni generator (Fibonadsi): X +1= X, + X.1 (Mod M)
- multiplikativni generator (Lehma@v): X,..= ax, (mod M)

- smiSeny generator,x= ax, + b (mod M)



Pozadavky kladné na pseudonahodnéisla pouzivana v simulacich:
- dostaténg dlouhé posloupnosti bez opakovafsidow aspaé 10° hodnot)
- rychly vypatetni algoritmus generovani pseudonahodriysél
- splreni dilezitych vlastnosti (musi $&dit danym typem rozlozeni, musi projit testy

nadhodnosti a nezavislosti).



Nahodnacdisla a nahodn&islice

V uzsSim slova smyslu jsou za ndhodigla povazovany realizace nezavislych nahodnych

lprox U (0])

velicin z Rs(0,1), tj. hUStOtﬂx):{o jinak

a za nadhodnéslice (dekadické) realizace
nezavislych nahodnych veéin z Rd(G), kde G ={0, 1, ..., 9}, tj. pra¥édodobnostni funkce

1
T[(X)= EproxDG.
0 jinak



Upozornéni: Nezalezi na tom, zda mame k dispozici nahaisla nebo nahodn#éslice,
protoze mezi nimi plati tyto vztahy:
a) Nechlt’ Xy, ..., X, jsou nezavislé nahodné wafy, X; ~ Rd(G), G ={0, 1, ..., 9}. Pak

transformovana ndhodna watia v = ilO‘iXi ~ Rs(0,1).

Znamena to, ze kdyz mame k dispozici nahatiskéce s rovnorérnym diskrétnim rozlozenim,
tak jejich transformaci Y fizeme povazovat za spojitou nahodnoucuali s rovnondrnym
spojitym rozlozenim na intervalu (0,1).

b) Neclt nahodna vetina Y ~ Rs(0,1). Potom posloupna@stel X, X,, ... desetinného rozvoje

v =Y10"x, tvoil posloupnost nezavislych a st&jmzlozenych nahodnych veéii s rozloZzenim
i=1

Rd(G),G={0, 1, ..., 9}.
Znamena to, ze rozlozenim nadhodnéista z intervalu (0,1) na jednotlivéslice podle
desetinného rozvoje Ize tyttslice povazovat za realizace nezavislych nahodrg@in

z rovnongrného diskrétniho rozlozeni na mnaz{o, 1, ..., 9}.



Generovani ndhodnychéisel z jinych rozlozeni
Mame generovat posloupnost n nezavislych realizalcdodné vetiny sdistribuweni funkci®d(x).

Pfi metoct inverzni transformace se genextigla z Rs(0,1) a vhodrse transformuiji.

a) Diskrétni ndhodna veltina
Postup:
1. krok: Z rozlozeni Rs(0,1) vygenerujerislo u.
2. krok: Polozime x =;akde i = min{i; ®(a) > u}.
Kroky 1 a 2 se opakuji n-krat.



Priklad: Opakovas vypisovanych vybrovychtizeni se dastni vzdy 4 firmy, ozriane je A, B, C, D. Pravgbodobnost, ze

jejich nabidky budou vybrany, jsou posté@h2; 0,3; 0,4 a 0,1. Pro n = 10 simulujte vykledpakovanych vy&rovych
fizeni.

Redeni:Zavedeme nahodnou v@tiu X, ktera nabyva hodnoty 1, kdyZ vyhraje firmahddnoty 2, kdyZ vyhraje B,
hodnoty 3, kdyz vyhraje C a hodnoty 4, kdyz vyhiaje

Najdeme distribéni funkci nahodné valiny X.

Oprox (- o,1)

02prox(1,2)

®(x) =1 05prox0(2,3)

09prox [1(3,4)

1prox [1(4,00)

Vygenerujemeislo u(o1) a transformujeme ho takto:

1proO<u<0,2
2pro0,2<u<0,5
3pro0,5<u<0,9
4pro0,9<u<il

Znamena to, Zze hodnotam sty X je distribueni funkcid(x) prirazena t&ast intervalu (0,1), ktera je proporcionalni
pravéEpodobnosti odpovidajici hodnoty X.

Je-li nap. u = 0,7654321, pak nejmensi index i, p&zmd(g) > 0,7654321 je 3, tedy v tomtdipact vyhraje firma C.



Simulaci provedeme v MATLABuU pomoci funkce simulaB&lV(n,v):

function [realizace]=simulace _DNV(n,v)
% autor: Petra Cabalkova
% funkce generuje n realizaci diskretni nahodnecisi
% pravdepodobnosti realizace zadava vektor rozlqaawdepodobnosti v
% syntaxe: [realizace]=simulace_DNV(n,v)
% vstupni parametr: n ... pocet kroku simulace
% V ... vektor rozlozeni pravddpbnosti diskretni nah.veliciny
% vystupni parametr:
% realizace ... vektor realizaci diskretni nahodekciny
realizace=[];
m=length(v);
for i=1:n

u=unifrnd(0,1,1,1);

if u<v(1,1) x=1;end;

if u>sum(v(1,1:m-1)) x=m;end;

for j=2:(m-1)

if (u>sum(v(1,1:j-1))) & (u<=sum(v(1,1:)))) xsgnd;

end
realizace=[realizace X];
end

plot(realizace,'0")



Funkci zavolame s parametry n = 10, v = [0.2 043M01]. Dostaneme vystup:

realizace =
2 3 3 1 1 2 4 B 2
Vidime, ze pi 1. konkurzu vyhraje firma B,ip2. a 3. firma C atd.

Simulaci mizeme doplnit tabulkou rozloze&gtnosti:
tabulate(realizace)
Value Count Percent
1 2 20.00%
2 4  40.00%
3 3 30.00%
4 1 10.00%



b) Spojitd nahodna veltina
Metoda inverzni transformace je zalozena na dveledajicich ¥tach.

Véta 1.:. Necht’ spojita nahodna velna X ma rostouci distrildmi funkci®(x) (tzn., ze k ni
existuje inverzni funkc@®™(y) — tzv. kvantilova funkce). Pak transformovard@odna vetiina
Y = ®(X) ma rozlozeni Rs(0,1).

Dukaz: Ozna&me @-(y) distribuweni funkci nahodné veliny Y.
®.(y)=P(Y < y)=P(@(X) < y) = P(X < ®(y)) = (0 *(y)) = yproyD(0,1),

®.(y)= OproyD(—oo,0>, ®.(y) = 1proyD<loo)

Tedy Y ~ Rs(0,1).

Véta 2.: Necht X ~ Rs(0,1) a neah® je rostouci spoijita distrildni funkce. Pak transformova
nahodna vedina Y =®*(X) ma distribéni funkci ®.

Dukaz: Ozna&me @-(y) distribueni funkci nahodné valiny Y.
. (y) = P(Y <y)=Pl@*(X)<y)=P(X < ®(y)) = o(y), protoze X ~ Rs(0,1).

Postup:
1. krok: Z rozlozeni Rs(0,1) vygenerujetiisio u.
2. krok: Cislo u transformujeme vztahem x&='(u).
Kroky 1a 2 se opakuji-krat.



Priklad: Generovani z exponencialniho rozlozeni

LA 4

Predpokladame, ze doba metijpzdy aut se€idi exponencialnim rozlozenim. Simulujtéjezd

10 aut k benzinove purap

Resdeni:Ozname X dobu, ktera uplyne mezi&ha po sob nasledujicimi fijezdy aut. Vime,

ze seridi exponencialnim rozlozenim s parametiemO,5.

—AX _ a M e
X):{Nf{ prox >0 cp(x):{l & Prox>0 odtud odvodime:
0 jinak 0jinak

u=od(x)=1-e™ =x= —%In(l— u).

V nasSem pipact A = 0,5, tedyx = -2in(1-u).

Samotnou simulaci provedeme v MATLABuU pomoci funkoa_expon(n,lambda):



function realizace=sim_expon(n,lambda)

% funkce generuje n realizaci spojite nahodne wslic
% s exponencialnim rozlozenim

% syntaxe: [realizace]=sim_expon(n,lambda)

% vstupni parametry:

% n ... pocet realizaci

% lambda ... parametr exponencialniho rozlozeni
% vystupni parametr:

% realizace ... vektor realizaci spojite nahodnews
realizace=[];

for i=1:n

u=unifrnd(0,1,1,1);

x=-(1/lambda)*log(1-u);

realizace=[realizace Xx];

end

plot(realizace,'c



realizace =
3.3718 4.7245 0.2716 4.8924 2.00032053 0.6528 1.5832 6.3168 6.6985

Znamena to, zerptéto simulaci prvni autoipede 3,3718 min po zatku sledovani, druhe auto

prijede 4,7245 min po prvnim autu atd.



Priklad: Generovani z normalniho rozlozeni

Nahodn&isla : normalniho rozlozeni neilikeme generovat metodou inverzni transformace,
_(t=n)?

protoze nelze analyticky vyjétiinverzni funkci k distribani funkci o(x) = jo—jz_ne 2

a) Metoda zalozena na centralni limitni @té

Necht {x,}7, je posloupnost nahodnych & definovanych na témz pragabodobnostnim prostoru, ktera
sphuje tyto podminky:

a) nahodné vetiny X4, X, ... jsou stochasticky nezavislé

b) ndhodnych vetiny X;, X», ... maji vdechny stejné rozloZeni seedhi hodnotow a rozptylens®.

Pak posloupnost standardizovanychcsibu

konverguje v distribuci k nahodné weti¢ U ~ N(0,1), tj. plati:

OxOR: lim P(U, <x) = o(x) , kde®(x) je distribini funkce rozlozeni N(0,1).



Zvolime nahodné veliny s Rs(0,1):

Necht’ X4, ..., X, jsou stochasticky nezavislé nahodnédmyi, X; ~ Rs(0,1), tedy

E(Xi)=%,D(Xi)=1—12,i =1...,n. PakE(izz;xij:éE(xi):

n
2

n

X - YX, - "
Podle CLV nahodna véina u, == T 2 ~N(02).
(0]

12

Stasi volit n = 12 a paku,, =Y x, ~6= N(03).

Generovani provedeme v MATLABuU pomoci funkce clvéigma,n):



function [realizace]=clv(mi,sigma,n)

% funkce generuje cisla z normalniho rozlozeni poin&iV
% syntaxe: realizace=clv(mi,sigma, n)

% vystupni parametr:

% realizace ... vektor realizaci nahodne velicimpzaozenim N(mi, sigma”2)
% vstupni parametry:

% mi ... stredni hodnota

% sigma ... smerodatna odchylka

% n ... pocet realizaci

realizace=[];

fori=1:n

u=unifrnd(0,1,12,1);

x=sum(u)-6;

realizace=[realizace;X];

end

sh=mi*ones(n,1);

realizace=sh+sigma*realizace;

hist(realizace)



Nevyhody

- na jedno nahodnéslo z N, ¢°) je zapotebi vygenerovat 1&sel z Rs(0,1);

- rozlozeni takto vygenerovanych nahodnyidel je oboustrarnuseknuté v bodech -6, 6;
- Aproximace neni uspokojiva ¥mtervalu (u - 3o, +30).

Tento nedostatek I1z&ast&€né napravit tak, ze vygenerovana nahodiséa budeme

transformovat pomoci polynomu.



b) Aproximace polynomem

Realizace generované v l@o@) upravime takto:
y=0,25x

u=ay +ay’+ay’ +ay’ +ay

kde koeficienty jsou:

a = 3,949846138

ag = 0,252408784

as = 0,076542912

a; = 0,008355968

a = 0,029899776.

Hodnoty u Ize povazovat za realizace nahodnéiagls rozlozenim N(O,1).

Funkci clv.m upravime tak, aby poskytovala uspokg§i realizace normalniho rozlozeni:



function [realizace]=clv_polynom(mi,sigma,n)
% funkce generuje cisla z normalniho rozlozeni pon@iV
% pouziva aproximaci polynomem

% syntaxe: realizace=clv_polynom(mi,sigma, n)
% vystupni parametr:

% realizace ... vektor realizaci nahodne velicimggozenim N(mi, sigma”2)
% vstupni parametry:

% mi ... stredni hodnota

% sigma ... smerodatna odchylka

% n ... pocet realizaci

al = 3.949846138;

a3 = 0.252408784;

a5 = 0.076542912;

a7 = 0.008355968;

a9 = 0.029899776;

realizace=[];

for i=1:n

u=unifrnd(0,1,12,1);

x=sum(u)-6;

y=0.25%x;
u=al*y+a3*y"3+a5*y"5+a7*y"7+a9*y"9;
realizace=[realizace;ul];

end

sh=mi*ones(n,1);
realizace=sh+sigma*realizace;

hist(realizace)



c) Metoda zalozena na Boxay/— Millerové transformaci

Nech’ X1, X jsou d¥ nezavisl&isla z Rs(0,1). Pak transformovatigla

z, = /- 2Inx, cos2mx, , z, = /- 2Inx, sin2x, [z€ povazovat za realizace nahodnécug)i s rozlozenim
N(0,1).

Funkce BM_transformace(mi,sigma,n) generuje nahothhé z normalniho rozlozeni prav

timto zpisobem.



function [realizace]=BM _transformace(mi,sigma,n)

% funkce generuje cisla z normalniho rozlozeni ponBM transformace
% syntaxe: realizace=BM _transformace(mi,sigma, n)

% vystupni parametr:

% realizace ... vektor realizaci nahodne velicimpgozenim N(mi, sigma”2)
% vstupni parametry:

% mi ... stredni hodnota

% sigma ... smerodatna odchylka

% n ... pocet realizaci (musi byt sude cislo)

realizace=[];

for i=1:n/2

ul=unifrnd(0,1,1,1);

u2=unifrnd(0,1,1,1);

x1=sqgrt(-2*log(ul))*cos(2*pi*u2)

x2=sqgrt(-2*log(ul))*sin(2*pi*u2)

realizace=[realizace;x1;x2];

end

sh=mi*ones(n,1);

realizace=sh+sigma*realizace;

hist(realizace



