Cviceni 10
Pravdépodobnostni vytvatujici funkce

Definice: Necht’ X je cel@iselna nezaporna ndhodnd diela s pravépodobnostni funkci

p, prok =0,1,2,... ; L ) } . .
P(X = k) = 0jinak . Prava@podobnostni vytviujici funkce ndhodné velny X je

dana vztahemg, (z) = E(zX ) =Y p, 2, kde|7 <1.
k=0
Vlastnosti:
9" @
|

a)p, = prok=0,1,2, ...

z=0
_d _d? 2
b) E(X) =0 (2) . D) =0 (&) +E(X) = [ECQJ”.
c) Xy, ..., % jsou stochasticky nezavislé célleelné nezaporné ndhodné ey, Y = ZXi
i=1

= 0y (2 =0y, (@ U..1gy ().
d) Xy, ..., X, jsou stochasticky nezavislé célgelné nezaporné nahodné viely, které maji
p. prok =0,1,2,...

vSechny stejnou pragdodobnostni funch(Xi = k) = {Ojinak ,i=1,2,...,n.

Pak transformované nahodna vela Y = in mé pravdpodobnostni funkci
i=1

Ojinak
e) Neclt X3, Xy, ... je posloupnost stochasticky nezavislych giskinych nezapornych
nadhodnych vetin, které maji vSechny stejnou prapadobnostni funkci

p. prok =0,1,2,... . _ » i i ., i

P(X, =k)=4"" ,i=1,2, .. NechN je cel@iselna nezdporna nahodna

0 jinak
g, pron=0,1,2,...
0jinak '
Pak ndhodnd velina S = X + ... + Xy (tj. sowet nahodného @tu ndhodnych vetin) ma

velicina nezavisla na X X, ... s pravépodobnostni funkcP(N = n) ={

pravatpodobnostni funkcP(S=k)=h, = ;q“{pk} prok = 0’1’2"".

0 jinak
f) Pro prav@podobnostni vytviwjici funkci ndhodné valiny S = X + ... + Xy plati:

9s(z) = gu(gx(2)).
) E(S) = E(N), D(S) = D(NJ? + E(N)?, kdep = E(X), 6> =D(X), =1, 2, ...



Priklad 1.: Celatiselna nezaporna nahodna diela X ma pravépodobnostni funkci
Lprok=1,2,... ) o i . ,

P(X = k) = k(k +1) . Najctte jeji prav@podobnostni vytviwjici funkci.
0 jinak

o k
Névod: PouZijte rozklad na parcialni zlomky a Tayierozvoj funkceln(1-x) = —ZX?
k=1

Vysledek: g, (z) = 1+L;In(l— z)

Priklad 2.: Pomoci pravébodobnostnich vytvaijicich funkci najéte stedni hodnoty a
rozptyly &chto rozloZeni: ap(9), b) Bi(n,9), c) Ge(9).
Vysledek: ad a)E(X)=9,D(X)=9(1-9), ad b)E(X) = n9,D(X) = n%(1-9), ad c)

()= p(x)= 23

Priklad 3.: Provedemeit nezavislé pokusy, v nichz sledujeme nastoupgumiahsi. V prvnim
pokusu nastava Usgh s pravépodobnosti 0,5, ve druhém 0,2 a katitn 0,1. Najéte
pravdpodobnostni vytviujici funkci nahodné valiny Y, kterd udava peet usgcha v téchto
trech pokusech. Pomoci prapddobnostni vytviujici funkce najdte stedni hodnotu a
rozptyl nahodné veliny Y.

Vysledek: g, (z) = 036+ 049z + 014z% + 001°, E(Y)= 08,D(Y)= 05



