REML Pavla Dokoupilova

Restringovana (rezidualni) metoda maximalni véro-
hodnosti - REML

Jednou z vlastnosti maximalné vérohodného odhadu varian¢ni slozky je, Ze nebere v
uvahu stupné volnosti potfebné pii odhadu pevného efektu. Vysledny odhad varianéni
slozky pak neni nestranny (az na specidlni ptipady).

Tento problém je odstranén pfi pouziti restringované (rezidudlni) metody maximalni
veérohodnosti, jejiz zakladni myslenkou je odhad variancni slozky zalozeny na reziduich
ziskanych pfi odhadu pevnych efektt metodou nejmensich ¢tverct.

Vérohodnostni funkce

Uvazujme n rozmérny normalné rozlozeny vektor y se stredni hodnotou X a kovariancni
matici V(0), tedy y ~ N,(X 3,V (0)). Predpokladejme, ze X je n X p rozmérna matice s
hodnosti p a V je n X n rozmérna pozitivné definitni matice.

REML je zaloZeno na linearni kombinaci A'y, kterd neobsahuje zadné pevné efekty,
tj. AX =0, kde A je n x (n — p) rozmérnd matice. P¥icemz kazda linedrni funkce L'y
takovd, ze L'X = 0, muze byt vyjadiena jako funkce A'y. Tedy A’y ~ N0, A’V A) a

Lrpmi = (QW)—(n—p)ﬂ’A/VAl—l/z o3V AANVA)TIAY (1)
Bézné je vséak REML vérohodnostni funkce uvadéna ve tvaru
Lrenr = (Konst.)|V| VX'V X712 e 2 W= XB) VT (y-XB) 2)
kde 3 = (X'VIX)~1X'V~1y. Déle bude ukazéano, Ze tyto zapisy jsou ekvivalentni.

Pomocna tvrzeni a oznadeni

1. Pokud M a N jsou m x m matice, pak |[MN| = |M||N]|.

2. Uvazujme regularni symetrickou matici

My My
M = :
(]\4{2 MQQ)

Pak
|M| = |Mas||Myy — My My, M.

Dukaz. Plati
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¢imz dostévame tvrzeni.

oy | (M= MMy, M, 0
My, Mz

)‘ = | Maa|| My — My Myy" M|,
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Tvrzeni 1. UvaZujme matice V., X a A vyse uvedenych vlastnosti, pak
VI3=VIIX(X'VIX)TIX'V T 4 A(AVA) A
Diikaz. Plati

(VX ARV, A

(V7IX, AYV(VIX, A)]!

Xv1ix o \ '
0 AVA

((X’le)l 0 )

0 (A'V A~
Dale
V3= (WX, A(VTIX, A'VIVTIX, A)THVTIX, AY
_ (VX 4) ((X'V_OIX " o A)_1> (V-IX, A)
=V IX(X'VIX) X'V AAVA) A
0
Tedy

YAAVA) Ay =y [V = VIX(X'VTIX) T X'V y
— ylvfly . ylvflx(leflx)lelvfly
— y/v—ly o ylv—lX(le—lX)—l(le—lX)(le—lX)—lev—ly
— (y/ . y/v—lX(le—lX)—lX/>V—1(y - X(le—lX)—lev—ly)
= (y — X(X’Vle)lelvfly)’Vfl(y — X(X’Vle)lelvfly)
= (y— XB)'V 'y - XP), (3)
¢imz jsme ukézali ekvivalenci exponentt vyrazi (1) a (2).

Oznaéme déle W =V~ — VIX(X'VIX) X'V = A(AVA) LA a derivaci V; =
0V /06;. Upravami obdrzime

Ol |A'VAl , 0A VAL / —1 4 _
o0, =Tr [(AVA) ) =Tr [(A VA A VlA} =
=Tr [A(AVA)TAV;] = Te[WV)] (4)
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a dale

O |V|+In| X'V 1X]| L1 0X'VIX)

=Tr[V (XVX)~
oV
=Tr[V (X'VIX)TI XX
{ 90; }

=Te[V V] - Tr [(X'V'X) ' X' VIV V X
=Te[V V] - Tr [V X(X'V X)XV V]
=Tr[(V ! = VXXV IX) ' X'V HY]
= Te[WVi]. (5)

Z vyrazu (4) a (5) vyplyva

In|A'VA| = (Konst.) +In|V|+In| X'V 1X]
|A'VA| = (Konst.)|V||X'V1X]. (6)

Celkem jsme tedy pomoci (3) a (6) dokazali ekvivalenci mezi vyrazy (1) a (2).

Restringované maximalné vérohodné odhady

Uvazujme dale ndhodny vektor y ~ N(X 3, V) ve tvaru y = X3+ 54 Zib;, kde cov(y) =
S 027, 7! == V. Potom linedrni kombinace A’y bude tvaru A’y = A'X3 —|— S A Zb;

ML odhady

Jak je ukdzano napftiklad v [2], maximélné vérohodné rovnice jsou

ol

— =XV y—-XV1X3=0 7
5 y 3 (7)
al 1 —1 / 1 Ivyr—1 -1
s = —5 MV ZZ) + Sy — XBYVT ZZV Ty - XB) =0, (8)

7

proi=1,...,s+ 1.

REML odhady

Substituci y = Ay, X = AX =0, Z = AZ aV = AV A dostaneme restringované
maximalné vérohodné rovnice

Te[(AVA) A Z,ZI A = y A(AVA)TTA Z,ZLA(A'VA) Ay, (9)
prot=1,...,5+ 1.

Priklad

Uvazujme nejjednodussi piipad y ~ NM( X3,V = 02I). Tedy i = 1 a Z; = I a podivejme
se, jak se lisi ML a REML odhady 2.
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ML odhady
Dosazenim do rovnice (8) a pouzitim ML odhadu § = (X'V~'X)~' X'V 1y obdrZime

1 ~1 1 R
g g g

n (y—XB)(y—XP)

o2 (02)2
o _ = XB)(y—Xp)
n

REML odhady

Dosazenim do rovnice (9) a vyuzitim rovnosti (3) dostaneme

1 . 1,1 .
Te[ 5 (AA) " A'A] = y A (AA) A S AN A) Ay,

1 TAAA) A
Tr[;l(n—p)x(n—p)] = / ( (0.2))2 y7
n—p _(y—XB)(y—XB)
o2 0?)? ’
o (= XB)'(y—XP)
- =
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