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DALéIE POMOCNE TVRDENIA

Lema 1*. Plat?

om'x
=m
0x ’
/
A
Ox' Ax = 2Ax.
ox

Dokaz. Urobte ako cvicenie.

Nech B je reguldrna n x n matica, ktorej prvky st diferencovatelnymi funkciami
premennej t, ¢ize {B}; ; = b;; = b;;(¢), 4,5 =1,2,...,n,

0B obi;(t) . .
wn je n X n matica, ktorej prvky su ajt( ), i, =12 ...n
odetB . y tica. ktore: v s OdetB 19
e n X n matica, ktorej prvky su i, = ey T
aB -] ) J p y asz ) 7] ) ) ) )
{B}hi1 0 .. 0
0 {B}22 ... O
diagB = .
0 {B}n.n

Znacenie je rovnaké ako v kapitolke 8. ”Pomocné tvrdenia” textu ”Planovanie
regresného experimentu”.

Lema 2*. Pre symetricku reguldrnu n x n maticu B a symetricki maticu C plati

trB~1C
OB=C _ _5B-1GB + diag(B-'CB~).
OB
Dokaz. Plati 5 ) 5
trB-1C B
e F . pCeB Bl =
ab11 " ab11
100 .. 100
00 0 00 0
=—trC¢cB1|0 0 0 Bl=—t]|0 00 B !CB! =
00 0 00 0
— {B~!CB '}y,
trB-'C ) :
7(%12 = —trCB —ablzB =

1



010 010
100 100

=—trCcB~' [0 0 0 Bl'=—tr|0 00 B~'CB™' =
000 000

= —{B7!CB '}5 — {B"!CB '}3; =2{B"'CB '}2.
Uplne analogicky dostdvame

otrB~1C

T —trCB_lgliB_l =
={B'CB '},
aprei#j
8tr£;1c — _4CB-! g(ij_1 _ —2{B_ICB_1}1'J',
teda
otrB~1C

=-—2B"'cB! iag(B~'CB™Y). O
50 C + diag( C )

Lema 3*. Pre symetricki n X n maticu B plati

2B — diagB=0< B =0.

Dokaz. Spravte ako cvicCenie.

Zdruzent funkciu hustoty rozdelenia ndhodného vyberu X,,1 = (X{,...,X})
uvazovanu pri danom x (realizdcia X € RP) ako funkciu vektorového parametra
0 € R? nazyvame funkciou vierohodnosti

L(x;0) = [ [ f(x::0),
i=1
resp. jej logaritmus, teda
I(x,0) =1(x1,%X2,....,%Xp,0) =In L(x;0) = Zlnf(xi;a).
i=1

Vierohodnostnymi rovnicami rozumieme systém

z": Oln f(x;,0)

=0, k=12,..4q.
89k ’ ) < »q

i=1
Majme nahodny vyber X = (X, X5, ..., X])’, kde X; ~ N,(p, %), X je reguldrna.
Potom

)

L %) = 25| 53 Limt (X = 1) 271 — o)



1
I(x;p,X)=InL(x;u,X) = ——In 27X — 3 Z(XZ — )= — p)
i=1
Plati
(i —p) SN —p) = (% —X+X—p)S7 (% —X+X—p) =
= (% —X)'S 7 (x —X) + (X - p)EHE - p)+
12 — XS % — ),
cize

. {Z(xi —X)(x; — x)'} +nX—p)T (X - p)+
i=1
(A) — ntr {E—IS(Teal)} + n(i _ u)'E_l(i _ IJ’)7
lebo
1 n n
S(T’eal) —— Z(Xz _i)(xl _i)/ a Zz(xl —i)/z_l(i — l,l,) =
n
i=1 i=1
-9 {n}1 ngﬂ_l(i —p) —nxX'T (X - N)} =0.
i=1
Dostavame

(B) l(x; 1, %) = —g In|27X| — gtr {E_ls(real)} — gtr {E_l(i— p)(E-—p)}=

= —% In 27 — gln(det(E)) - gtr {2*1 [s“eal) (X ) (E— u)'} } .

Teda vierohodnostné rovnice st

ol

_ =0,
3# p=ji(real) B=33(real)

ol 0
0x N:ﬁ(r6a1)72:2(7‘eal)




4

Ak n 2 p+ 1, pomocou Lemy 1* dostdvame z prvého systému vierohodnostnych
rovnic

_2(2(real))fli+ Q(E(Teal))fl‘u'(real) =0,

Il(real) =X,

teda
n=X.

Dalej budeme pokracovat bez komplikovaného znacenia a vyuzijeme ostatné lemy.
Dostavame z druhého systému vierohodnostnych rovnic

738% {In(det(2)) +tr [B7H(S + (X — p)(X— p))]} =0,
2{Z7' -2 S+ (x—p(x—p) )T} -

—diag {7 =271 (S+ (X - p)(x-p) )T} =0,

SIS+ E-p)(E-p))Z 1t =0.

Vysledne
=8

Chceme ukézat, ze pre kazdu realizdciu xy, ..., X, je

X1,y ooy X3 X, S(T'wl)) — UKLy ey X oy 20)

v
o

Budeme este potreboval niekolko pomocnych tvrdeni.

Lema 4*. Cisla Ay, ..., Ap st korene rovnice |§(real) _ \X| = 0 prdve vtady, ak si
korerimi rovnice |$2 8(rea) =3 — AJ| = 0.

Dokaz. vyplyva z implikacii
(ST 2B =0 = [BHETESC B TE - ADEE =0

s |D2||Z 280 n " _ \J||B3| =0 = |[Z 280 n 3 _ A\ | =0,

préom navyse plati (podia Lemy 8.9 v texte ”Planovanie regresného experimentu”),
ze
P
(B2 80 n=2) =Y ", (BTSN E TR = AL,
=1



Lema 5*. Prex >0 jelnz+1—2 £0.

1
Dékaz. : Pre funkciu f(z) = e*! — z plati, ze f(0) = =, f(1)=0. Prex >0 je
e

minimum tejto funkcie v tom é&fsle z, pre ktoré f/(x) = 0. Teda f'(x) = e 1 -1 =0,
¢ize v = 1. Pretoze (1) = e* Y,=1 = 1 > 0, v bode x = 1 funkcia f(z)
nadobida minimum. A minimdlna hodnota funkcie je f(1) = 0. Pre > 0 preto
e 1 —220, e '22, z—12Inzakonetnelnz+1—z=<0.

Pomocou (A), (B), Lemy 4* a Lemy 5* dostdvame:
l(xlv oy X X, S(Teal)) - l(le ceey Xy by 2) =

— _g ln(dets('r'eal)) _ gtrs(real)*ls(real) _ g(i _ i)/S(Teal)fl(i _ i)—l—

+g In(detS) + gtrz*s“ea” + g(i WS MR- p) 2

n, detSea)  pp
> _ = ., n-iglreal) _
=3 an 2 2"
__ng, detSTY  mp o oy eansy-d

0 _
2 detXidetys 2 2

= —Undet(z-istrealy—3y - P | Ny modglreal -t =
2 2 "2
n np n
:—g{ln)\l+...+ln)\p+1+...+1—)\1—...—/\p} =

n
=~ {n A+ 1= A) + o (I +1-4,)} 2 0.



