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Kapitola 1

Aplikace spojité Fourierovy
analyzy

1.1 Ortogonalni polynomy

Skalarni soué¢in na C([—m,7]):

9) = [, f(2)g(z)dx

— Lo-teorie

Zobecnéni: skalarni soucin s vahovou funkci
r(z) ...vahovd funkce, hladké funkce na intervalu [a, b]
r(z) € C([a,b]) N L([a, b])
Na C([a, b]) definujeme skaldrni soucin (f,g) predpisem

b
(f.9) = / r(@) f(2)g(x)d

Lemma 1.1.1. (f, g) je skaldrni soucin na C([a,b]), tj. plati:

(i) (f,9) = ( 7
(1i) (Af +ug h) = A(f,
(iir) (f,f) €R, (f, ) =0
(iv) (f,f)=0&f=0
Dukaz: -
g??><f 9) = [ r(@)f(@)g(x)de = [} r(2)g(@)f(x)de = (g, f), r =T
ii) zfejmé

(iil) (f.f) = [} r(z) |f(=)Pdz >0

(iv) 0= (£, f) If



Pro kazdy skalarni soucin plati Cauchy - Schwartzova nerovnost:

[(F Dl < 1 £ gl

neboli

(f,9)* < (f, /)9, 9),
tedy

([, r(@)f(@)g(x)de)? < [ r(x)(f(2))*dz [ r(2)(9(x))*dx

Skalarni soucina dava normu:

LA = (f. )2
a plati:
[ASI=[AHIAL
Ifl=0«f=0,
1f+ gl = 1A+ llgll
Lemma 1.1.2. Necht u; je polynom stupné presné j. Jsou-li polynomy ug, uy, . .., Up,

ortonormalni a p je polynom stupne < m, potom

p=Y (fiu;)u
j=0

J

Dikaz: p je linearni kombinaci polynomt wug, 1, . . ., Uy, tedy JAg, A1, ..., A, tak,
Zep =) 1o Ajuy:

indukei: necht tvrzeni plati pro m—1 a p,, je polynom stupné < m, p,, = > /", apx”,
Um(z) = Y1ty a;z%, kde by, # 0, a tedy p, = ﬁamum + Pm—1, kde p,,—1 je polynom
stupné < m — 1,

Pm—-1 = Pm — biamum

(Pyuy) = (3250 Mwur, ug) = A, tedy p = 3700 (f, uj)uy.

Véta 1.1.3. Necht u; je polynom stupné presné j. Tvori-li polynomy ug, uy, us, . . .
ortonormalni systém, pak

— 0

Hf - Z(f? uj)“j

pro n — oo pro viechny funkce f € C(la,b)).

Dukaz: Z Weierstrassovy véty vime, ze pro Ve > 0 existuje polynom stupné, fek-
néme, m tak, ze |P(z) — f(x)| < € pro Vx € [a,b].
Tedy ||P(z) — f(2)]| = (J, r(@)(P(2)—f(2)))?dx)"/? < €K kde K = ([, r(x)dz)"/2.
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Pro g € C([a,b]) oznacme R,g = >7_o(g, u;)u;.
Pak pro n > m mame podle predchoziho lemmatu R, P = P, a tedy
|7 = oty = IF = Rufll < | = PY+ | P = RuP||+ |RuP = Rof|| =
<eK =0
=If = Pl + | Ba(P = [)I| < 2|[P = f]| < 2eK,
—— ———
<[IP-fl
tedy >_7_(f,u;)u; — f pron — oo v normé L2

Priklad 1.1.4.
(i) pro r(x) =1 a [a,b] = [-1,1] mame Legendreovy polynomy
(ii) Cebysevovy polynomy T, : cos(nf) = T, (cos )

Lemma 1.1.5. Polynomy \/LiTo,Tl,Tg, ... tvort ortonormadlni systéem na intervalu
[—1, 1] vzhledem k vdhové funkei r(x) = %\/11_?

Dikaz: (T,,,Tyn) = [, 25T, Tnde =

/ substituce cos = x = dx = —sinfdf = —\/1 — cos? 0df = /1 — z2df /
_qmla _J 1 prom=n,

= [, 2 cos(nb) cos(mb)df = { 0 prom£n

tedy T} tvoii ortogonélni systém.

Priklad 1.1.6. dalsi ortonormélni polynomy:

polynomy [a, b] r(z)
Legendreovy [—1,1] 1
Cebysevovy 1. druhu [—1,1] 11712
Cebysevovy II. druhu | [-1,1] 1 — a2
Hermiteovy (—00, 00) e~ ?
Lagnerrovy 0, 00 %% o< —1
Jacobiho (-L,1) | (1—2)*(1+x)~
Gegenbauerovy [—1,1] (1—2%)*2
1.1.1 Legendreovy polynomy
[CL, b] = [_17 1]7 T($) =1
1 da
Pn — (A2 1)"
(=) 2rn! dam (z )

Lemma 1.1.7.
(i) P, je redlny polynom stupné presné n.
(ii) Pro 0 <r <n je
dT
dx”

(@ = 1)" = (2" = )" Qns(2),



kde Q. (x) je polynom.
4= (2? = 1)" = 0 v bodech x = +1.
(iv) Pro0 <r <mn am >0 plati

1 dm am 1 dn— dm+r
—1 —1)"dx = 2 1) —— (2% — 1)"dx.
/1 dxm (17 ) dr™ (l’ ) Xz /1 den—r (l’ ) d (;p ) T

(v) [*,(x _1ndx_m

[[7oo(2r+1) "
(vz)f P, ( (x)dx =0 pron # m.
(vii) ff1 Pn de = 3o

Dikaz:
(i) zfejmé
(ii) indukei: r — r + 1:
r+1 n n—r n—\r
arr (22 = 1) = (2 = )" Qe (@) = (n = 1) (@? = 1) TD20Q, , (2)+
H(@? = 1)@, (2) = (2° = )"0 (22Qy, (x)(n — 1) + (2* = 1)@, . (2)) =
(12 _ 1)n_(T+1)Qn,r+1(5U)
iii) dosazenim do (ii)
iv) per partes ) ) . »
- d(in( - 1)nd0;l1¢m T (IQ - 1)m|£1 —Ja dcin-kl (‘rz - 1)ndc;ltm—1 (1’2 - 1)m =

opakujeme rx)

I, = f_ll(xQ — )"dx =

N

>

—~
=

Ju =1, v—(:z: —1) :>U—:Uv’:2:cn(x2—1)”_1/
= a(2? = 1)L, — 1, 220%(2% — 1) e = =2 [T ((2% = 1) + Dn(a® — 1) dr =
= —znf 2? = 1)dz — 2n [1, (22 — 1)"dw = —2nl, — 2nl,_y = I, = —an=
indukei: Iy = ffl ldr =2

. _ _op (=) 2n(n—1)! _ (—1)n2ntlipl
n— b= = o e T @)

(vi) v (iv) polozme r = m + 1 a btno pfedpokladejme n > m:

i m—+r
_11 l%_nn(x2 - 1)nfm_mm($2 - 1)mdx = (_1)T _11 dcinr:r (IE2 - 1)n dxm+r (xQ - 1)m dr =0
=0

(vii) v (iv) polozme r = m = n:

1 dzn 2 ny.2 n 1 12 (2n)!(=1)72nt1pl 2

1 2"nl dl’2" ——- (2" = 1)"(2* = 1)"dx = (2n_nl) T @r—1) T 2n+l
~
=(2n)!

Lemma 1.1.8. Necht uy, us, ..., u, jsou ortonormdlni polynomy vzhledem k vdhové

funkci r(z) na intervalu [a,b] a necht u; je polynom stupné presné j. Pak u; md
presné j jednoduchych kotent leZicich v [a,b].

Dukaz: Sporem: Nechf tvrzeni véty neplati. Pak u,, méni znaménko méné nez nx,
feknéme, ze v bodech z1, s, ..., 24 € (a,).



Necht Q(z) = []}_,(x — ;).

Pak Qu, je na [a,b] — {z1,29,..., 2} > 0 nebo < 0.

Tedy (Q, u,) = fabr(:E)Q(x)un(x)dx £ 0.
Ale Q(z) mé stupen < n, a tedy

(Qun) = (351 (@ ug)uy, un) = 3071 (Q, ) (g, un) = 0
——

=0
— Spor.

1.1.2 Aplikace Legendreovych polynomiu v numerice
Gaussova kvadratura

Chceme pocitat fab f(z)dx pomoci linedrni substituce

2 _b—l—a)
5 )

Staci pouzit f_ll f(x)dx

Vypocet z definice Riemannova integralu: pfes Riemannovy soucty

Tato metoda zarucené konverguje, ale velmi pomalu.

Priklad 1.1.9. f(z) = 2?
T.(f) =521, R(C) = 24m”
s pouzitim ' = ( U a

r2 — n(n—lé(?n—l ‘

zljf:ln<<2r2+l>2 =3+ dm
0

2=

Chceme co nejrychlejsi konvergenci — kvadraturni formule, pfesné pro polynomy.

Lemma 1.1.10. Necht —1 < x1 < 29 < ... < z,, < 1. Pak existuji jednoznacné
urcend cisla Ay, As, ..., A, tak, Ze

/_1 P(z)dx = ZAjP(a:j)

pro polynomy stupné < n — 1.
Diikaz:

e existence: Oznacme Q;(x) = —g:’éj((f:zkk))-
=;\Z;j

Plati Q;(x) =0 pro k # j a Q;(x;) = 1.
Necht P(z) je polynom stupné < n — 1. Pak R(x)
R(z) je polynom stupné < n — 1 a plati R(z;) =

P(x) =35y P(;)Q;(x).

0 = R(z) ma n kofent =
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R(z) =0 aplati P(x) = > ", P(z;)Q;(z)
= [ P = [, P(ay)Qs(@)de = X, P(a;) / Q;(x)dz =

-1

= Z?:l AjP(x;).

e jednoznacnost: Necht f_ll P(z)dx = Z;‘:l B;P(z;) pro polynom stupné

< n — 1.
Pro P(x) = Qj(z) dostaneme fjl Q;(z)dr = Y7, _, ByQj(x) = Bj, tedy
Aj=B;
Véta 1.1.11. (Gaussova) Necht xq,xs, ..., z, jsou koreny n—tého Legendreova po-
lynomu. Pak existuji ¢isla Ay, Ao, ..., A, tak, Ze

/_ Pla)dz =30 4;P()

pro libovolny polynom stupné < 2n — 1.

Dukaz: Necht A;, As, ..., A, jsou konstanty z predchoziho lemmatu, prislusné
Legendreovym polynomtm P, (z).

Je-li P(z) polynom stupné < 2n — 1, vydélme jej Py:

P(z) = Pn(x)Q(f) + R(x), kde stQ(x) <n—1astR(z) <n—1

[Y P(z)da = / Py(2)Q(z)dz + [ R(z)dx = Y| A;R(x;),

-1

(. J/

ale P(x;) = P,(x ) Q(:'Toj) + R(z;) = R(x)

= [' P(z)dz = S AjP(a;.

Lemma 1.1.12. Necht —1 <z, <19 < ... <z, <1 a Ay, Ay, ..., A, jsou takové,
Ze f_ll P(z)dz = Z?zl A;P(z;) pro vsechny polynomy stupné < 2n — 1. Pak body

T1, %2, ..., T, jsou koteny Legendreova polynomu P,(x).
Ditkaz: Necht 7'(z) = [[;_, (v — z;). Pak T'P.(x) pro 7 < n mé stupeii < 2n — 1.

Pak [', TP, (x)de = Y1 | AT (x;)Po(z;) = 0
= T'(z) je polynom stupné n, ktery je kolmy na Py, Py, ..., P,_1
= T'(z) je nésobek P,(z) a mé tedy stejné koteny jako P, (x)
= I1,T9,...,T, jsou kofeny polynomu P, (z).

2(j—1)

Poznamka. Newton - Coatesovy formule: z; = —1 + =

en=2— f_ll f(z)dr =~ f(—1) + f(1) — lichobé&znikové pravidlo



en=3— f_ll f(@)dz ~ 3(f(—1) +4f(0) + f(1)) — Simpsonovo pravidlo

e Pro velké n jsou A; velka ¢isla stfidajici znaménko,
napr n=21: A; ~ 10°% Ay ~ 1076

f 1 1+16;r2dx Tgl( ) = —1,93
Pro Gaussovu formuli se toto nestane.

Lemma 1.1.13. Necht —1 < x1 < 29 < ... <z, <1 a Ay, As,..., A, jsou jako
v Gaussové véte. Pak

(i) Ay, As, ..., Ap >0

(i) S0y Ay — 2

Diikaz:
(i) Qj(x) = Hk#(x — ;)% stQ;(x) = 2n — 2, tedy podle Gaussovy véty
S5 Qi(@)de = 375, AvQjlon) = AiQs(w;)

Qj(xk) >0, f Qj(x)dr >0=A4;>0
(ii) Pro P(z ):0mame2—f711dx:Z?:1AjP(Ij)Zzﬂ Aj

J=1

Oznaceni:
(i) Py, ... prostor polynomu stupné < 2n — 1
(i) Gou(f) = 20— Ajf (), kde A; a x; jsou jako v Gaussové vété
(i) [[fllsup = sUP2er-1n]f(2)]

Véta 1.1.14. (Stieltjes) Plati:

_ /_ 11 F(@)dz

< dinf {I£(t) = PW)ll,u,» P(t) € Pon s }

Dukaz: Necht P(z) € Py, 1, pak G f P(x)dz, tedy
‘Gn(f—flfxd‘ ‘G ) (", f(x)dz — [*, P(x) )
< 1Ga(f) = Gu(P)] + | [ >>4<b;1A<<> (3))dz| +

+2||f(z) - ( )Hsup_2||f( ) ( )l gup + 211 () = P() |0 =
= 4[[f(2) = P()]| sy

1.2 Aplikace Fourierovych rad na problém reku-
rence nahodné prochazky

Opakovéni: Fourierovy fady v R!
f(z) ... 2m-periodicka funkce,



= o 02” f(x)e*””.dsz,
pak f(z) =Y."_ crpe™®

Analogicky v R™:
r=(21,...,Tm),
f(z) ... 2m-periodickd funkce ve vSech proménnych, tj.
flzy, . x4+ 2m, . xy) = f(x1, ..., 24, ..., ) PTO Vi,
k= (ki,...,ky) € Z™ multiindex,
k-x=3"" kj x;proke€Z"axecR",
Cr = W f[o,zﬂm f(z)e *da,
pak f(x) = 3, czm cre™

1.2.1 Nahodna prochazka

o VR
Necht X1, Xs,...,X,, je posloupnost nezavislych stejné rozdélenych nahod-
nych veli¢in.

Néahodny proces
Sp=X1+Xo+ ...+ X, So=0

se nazyva Symetrickd jednoduchd nahodnd prochdzka.

Plati:
E(Xj)zg 1+3-(-1)=0
(X7)=E(1)=1
E(S,) = Y E(X,) =0
(Sh)=2XBEX])=>]_,1=n
e VR™

napi. m = 2: Uvazujme Z? = celoéiselné body v R?
Rekurence: Vrati se ¢astice zpét do pocatku? S jakou pravdépodobnosti?

Véta 1.2.1. (Pdlya) Uvazujme cdstici konajici ndhodnou prochdzku na mmnozZiné
7™, kde m € N, splnugict nasledugict podminky:
(i) Jestlize v ¢ase t = n je castice v bodé k = (ky,...,kn) € Z™, pak pravdé-
podobnost p(k, k'), Ze v dase t = n + 1 bude v bodé k = (ky,..., k) € Z™, je
ol B) = { o, je-li Z;”:l I‘k:j — Ki| =1 (sousedni body),

0 pro ostatni k.
(i1) Jednotlivé kroky jsou nezdavislé ndhodné veliciny.
(111) V ¢case t =0 je cdstice v bodé 0 = (0,...,0) € Z™.
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Pak:
(I) P(cdstice se vrdti do pocdtku v néjakém caset >0) =1 prom =1, 2,
(II) P(cdstice se vrati do pocdtku v néjakém case t > 0) < 1 pro m > 3.

Dtsledek 1.2.2.

(i) Pro m < 2 &astice navstivi s pravdépodobnosti 1 nekoneénékrat kazdy bod v Z™.
(ii) Pro m > 2 se vzdélenost ¢éstice od pocatku s pravdépodobnosti 1 blizi co pro
t — o0.

Lemma 1.2.3. Necht ¢, je pravdépodobnost, Ze se édstice vrdti do pocdtku alespori
nx a necht u, je pravdépodobnost, Ze se vrdti presné nx. Oznaéme q = q,. Pak pro
Vn > 0 plati

In =q", U = qn(l - Q)'

Dukaz: ¢,1 = P(vrati se alespoil (n + 1)x) =

= P(vréti se alesponi (n+ 1) X /nX) ¢, =q - qn

G =1=qn=4q"

u, = P(vrati se alespoiil nx) — P(vrati se alespoii (n+1)x) = ¢" —¢"*' = ¢"(1—q)

Lemma 1.2.4.
(i) Je-li ¢ = 1, pak s pravdépodobnosti 1 se cdstice vrdti do pocdtku nekonecnékrdt.
(i1) Je-li ¢ < 1, pak s pravdépodobnosti 1 se castice vrati do pocdatku konecénékrat.

Duikaz: P(nekone¢nékrat) = 1 — P(kone¢nékrat) =

. 1-(1—q)-==1-1=0 prog<l1
g 1 —_ OO i g 1 —_ OO g 1 J— e 00 . 1— 9
2zt 2im @1 =0) {1_Zizlqz.o:1—oz1 pro ¢ = 1.

Lemma 1.2.5. Necht p;. je pravdépodobnost, Ze se édstice vrdti do pocdtku v case k.
Pak:

(i) Jestlize Y .2 | p konverguje, pak g = P(vrdti se do pocdtku v case t > 0) < 1.
(ii) Jestlize Y2, py. diverguje, pak ¢ = P(vrdti se do pocdtku v ¢ase t > 0) = 1.

Dukaz:
(i) Je - li ¢ < 1, pak podle predchoziho lemmatu je pocet navratti do pocatku Z
s pravdépodobnosti 1 kone¢ny, tj. P(Z = oo) = 0.
E(ZO)O: kZiziolkuk’ ZOOZ;?;okqu(l - 161) = . i
[ 30" = 105 X kd" T = g = Xilo ket = i/
- dpp =gy <o
Pro Vj definujeme nahodnou veli¢inu
0, pokud castice neni v pocatku v case j,
Z; = —r e oy . .
1, pokud c¢astice je v pocatku v case j.
E(Z) =320 E(Z;) = 2520 pj <0
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(ii) Necht ¢ = 1. Pro libovolné pevné k € N definujme nadhodnou veli¢inu

7 _ k, pokud se Castice vratila nejméné kx,

71 r, pokud se &stice vratila rx, kde r < k.

7 predchoziho lemmatu vime, ze Z;, = k s pravdépodobnosti rovnou 1.

7 < Z;’;O Z;.

k=E(Zy) < EQ20Z5) = > 2opjs, ale k je libovolné, tedy > 2 p; diverguje.

Lemma 1.2.6. Pro x € A plati:

| 2

2 Ly
|z;|" > 1—cosz; > 2;
4
x2 [e'e) (_$2)n ‘Tzn ?
_J — 2
Dukaz: |cosz; (1-— 2))— ‘E:n:Q on! ) < zj Zn 2 ~omn ) <
) oo 1 21 21 2 =} i
— 21 1 _ <t
< %;anl o7 = Tjgg S Tjy S locoszy— 5 <4
x4
z < 3,2 2
= 4 <1l-cosz; <jri<x

Dikaz: Poélyovy véty: Oznacme k(j) polohu &astice v ¢ase t = j. Chceme zjistit,
zda ), pr konverguje nebo diverguje. Chceme spocitat p; = P(k(j) = 0).
Uvazujme funkei f;(z) : R" — C, f;(x) = 3, cpm P(k(j) = r)e™"® = E(e~*0)),
fi(x) je dna jako soucet Fourierovy fady (analogie charakteristické funkce).
Mame ¢, = f(r) = P(k(j) = r) pror € Z™.

fi(x) = E(e*0)7) = B(e!Za=107), kde s(q) je ¢-t§ krok, tj. s(q) = k(q) —k(q—1),
s(q) jsou nezdvislé, stejné rozdélené, tedy i (@) jsou nezavislé, a tedy

E(elz 15(q)x ) (HJ zs x) H] ( is( x) H] ( is( x) —

= (BEONP = (@Y. |

Mame obecné P(k(j) =r) = f;(r) = @ f[0,27r]m fj(x)e*““'xdx

specialné pro r = 0: P(k(j) =0) = W f[O’mT" [i(z)dx = 2,r o f[o Q,r w f1(z

Déle mame Y% p; = Y7 f[072ﬂ]m Wfl (x)dx = %)m f[o o T f1( -

Spocitame fi(x):

s(1) mize byt (:l:l 0,...,0), (0,£1,...,0), ..., (0,...,0,£1), pravdépodobnost
kazdé moznosti je 5 tedy fi(z) = s (e de™ ™. petmpem) = L3 | cosay,
kdecosszl—gj—i-f—...

Je-li |z;] > 5, pak cosz; <1 — 71 a tedy je-li A=z € (0,27, ||z, < 15,

kde |z, = 27:1 |51

Pak pro « ¢ A plati fi(z) <1 — 55, a tedy [ AT fl(a:) < 2&(27?)’” = 200(2m)™

00
Tedy konvergence zavisi jen na konvergenci | dx

z€A 17f1(x)’
Oznaéme ||z = >y g
Sectenim pies j dostaneme 12 I <m -3 cosz; < |z

12



2 1 2
llz]
= T = 1_EZCOS% <=
7j=1
———
=fi(z)
Tedy konvergence integralu fx cA % je ekvivalentni konvergenci integralu

1
fmeA W

V polérnich soufadnicich: r = ||z|

fOT T%Tmfldr = fOT r™=3dr konverguje < m — 3 > —1 & m > 2.
Tedy prom >2je P<laprom=1, 2je P=1.
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Kapitola 2

Diskrétni fourierova transformace

Motivace

1. Fourierovy rady
rozvoj 2m-periodické funkce do baze e***, kde k € Z

2m-periodickd funkce < funkce na 7'= {z € C, ||z|| =1}
g(z) < g(e™)

T je grupa

- multiplikativni: e’ - e = *+y)

- aditivni: s¢itame thly

e’** je charakter grupy T, tj. e** : T — C, ' — |eh®|

2. Fourierova transformace

rozvoj funkci f : R — C do baze €%, kde £ € R

R je grupa s operaci +
¢® je charakter grupy R

3. Diskrétni fourierova transformace

Uvazujme konec¢nou grupu G fadu N. G ma dveé realizace:
(i) multiplikativni: grupa N-tych odmocnin z 1
W= .. primitivni V1
G= {l,w,wQ, . ,wal}
(ii) aditivni: grupa zbytkovych tiid pii déleni N
G={0,1,2,...,N -1}

Uvazujme prostor funkci na G:

L*(G)={f:G—C}.

14



L*(G) je kone¢nédimenzionalni vektorovy prostor se skaldrnim sou¢inem

(f.9) =~ 3 f@a), f.9 € 1O,

z G

Skalarni sou¢in indukuje normu

Il = (90"
a metriku
p(fr9) =IIf —gll-
Plati Cauchy - Schvartzova nerovnost
1ol < 1fI gl

a Trojuhelnikova nerovnost

1f+gll < I1F11+ gl -

Je-li (f, g) = 0, fekneme, ze funkce f, g jsou ortogonalns.

Lemma 2.0.7. Jsou-li vy,...,v,, ortogondlni funkce a v = Z;nzl a;v;, pak
_ <U>Uj>
;=T
(v3,05)

Dukaz: (v,v;) = (Q_p_; @k, vj) = >y ar (Uk, vj) = a; (v, v5)

Definice 2.0.8. Standartni bazi L2(G) je d-funkce: proi = 0,1,..., N — 1 polozme
0;(7) =1 pro j=1ia d6;(j) =0 pro j #i.

Lemma 2.0.9. 0-funkce tvofi ortogondlni bazi L*(G).

] - 0 proj#1,
Dukaz: (0;,6;) = %Zk 6i(k)0;(k) = { % pro j?é: i

Kazdou funkci f € L?(G) lze tedy psét ve tvaru

kde f(j) = 55 = N (f.4;).

Prostor L?(G) je izomorfni prostoru C" se standartnim skaldrnim soucinem, zob-
razeni T : L*(G) — C" je ddno vztahem

T(f) = —=(£(0), F(1),.., f(N —1).

15



2.1 Cyklicka konvoluce
Pro f,g € L*(G) definujeme
frge) =3 fgle—v)

pro Vz € G.

Lemma 2.1.1.
0; * 0;(x) =

. rox =1+ 7,
Diikaz: 5i*5j<x):%zyecai(y)aj(x—y):{ N P | J

0 jinak
Priklad 2.1.2. N =7, f(z) = 0o(x) + 01(z) + 6a(z), 9(2) = 3 f(x), [ *g(x) =7
f*g(0)=72ye{o ,,,,, 6}f(y)9(0 y):%'%:ﬁ
frg(l) = 7Zye{0 ..... 6}f(y)9(1 y) = %'1:%
fxg(2) = 7Zye{0 ..... 6}f(y)9(2 y) = %'%:%
f*9(3):7zye{0 ..... 6}f(y)9(3 y):%-1:%
Fra@) =322 o6 fWa(-3-y) =% 5 =4
f*g<5):72ye{0 ..... G}f(y)g( 2—y)= %'O:O
fx9(6) =23 0.6 fWg(=1—-y)=3-0=0
Definice 2.1.3. Prom =0,1,..., N — 1 definujme funkci
em(j) = e F = ()" = ()" =W

Tedy e,,(j) je m-ta4 odmocnina, diskrétni analogie exponencialy.

e jsou charaktery grupy G, tvofi grupu vzhledem k nasobeni:
em(J)en(J) = emn(J)-

2.2 Diskrétni fourierova transformace

Definice 2.2.1. Necht f € L*(G). Definujme diskrétni fourierovu transformaci
predpisem

N—
=)= 5 st

m=0

16



proj=0,1,...,N —1.

Lemma 2.2.2. Funkce e,,, m = 0,1,..., N — 1, tvori ortonormdlni bazi prostoru
L*(G).

Dukaz:

. N— N g N— ; N

(1) (em»em) = % 2imo €m(1)ém(d) = % 250 ol(w]) (W)m=5-N=1

.. N-1 I\m i\n N-1 m—n

(11) <€m7€n> = % §=0 em(]) n( ) = NZ (w]) (w]) = %Zj:o (w )j =
1 ¥ 1 11 g

- N 1—wm=—n = N l—wm—n

Vé&ta 2.2.3. (o0 inverzni transformaci) Je-li f € L*(G), pak

N-1

m=0

Dikaz: e; tvofi ortonormalni bazi, tedy f = Z 0 a]e]

= a; = (f7 6]) (f? 6]) (Zk:o akek’ej) = aj

Disledek 2.2.4. Diskrétni fourierova transformace je linearni zobrazeni, které je
injektivni a surjektivni.

Lemma 2.2.5. (Parsevalova rovnost)
N-1
2
=> I(f.e5)]
=0

Drikaz: <Zg_01 arer, Yor g alel> = SN S Y (e e) = Sopy agdy - 1 =
N-1 2
Z |ak| _ijo [(f, el

Priklad 2.2.6. Diskrétni fourierova transformace konkrétnich funkeci
(i) konstanta f(j) =1proVj € G

_ N\ A dim, _ —im _wme
m)_(faem):]vz;\[:olf(]>wj :%Z;V:Oll'wj :11(_T7,2:0p1‘0m7é0
)=+t 11=L.N=1
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Fm) = (f.em) = § S5 0ui)e™ N = Fe =% = {en(m) = Fen(—m)
= (0k) = v 6

(iv) f; = 561 +5.)()) -
f(m) = 361 (m) + 30_1(m) = ggea(m) + gre-1(m) = g (77" +e 3" =
= ﬁ( cos(zﬂTm)) = % cos(zWTm)

Véta 2.2.7. Diskrétni fourierovd transformace prevadi konvoluci na ndsobent, tedy

(f*9)(5) = F(1)a()

Dikaz: (f*9)(y) = § Ly f(2)g(y — )

(f*9) W) = ((f*9) W) e;(m) = £ X0 (F+9)Wes(y) =

= M2 Lo Sono J(@)gly — 2wl = 35 S S f(@)g(y — el Twi ) =

= £ 30 fla)wi S gy — 1)l = £(5)3())

Poznamka. Konvoluce pro funkce na R nemd jednotku, ale na L?*(G) jednotku
maA.

Lemma 2.2.8. Je-li D(r) =0 pror #0 a D(0) = N (tj. D = Néy), pak fxD(x) =
f(x) proVf € L*(G), tj. funkce D je jednotkou na L*(G) vzhledem ke konvoluci.
Diikaz: pfimym vypoctem:

fxD(@)=f(2) =5 X,ea ) D(z —y) =5 Nf(2) = f(=)

| N  proy=u,
| 0 jinak.

Lemma 2.2.9. Necht N > 2. Pak eg,e; # 0, ale egxe; = 0, tj. v L*(G) jsou délitelé
nuly (nent to téleso).

X 1-0 proj=0,
Dukaz: Necht f =eg*e;. Pak f(j) =¢é0(j)é1(j) =< 0-1 proj=1,
PP 0-0 jinak.

A

= f(j)=0=f(z)=0

2.3 Dalsi vlastnosti diskrétni Fourierovy transfor-
mace

2.3.1 Posunuti

Necht



Posunuti Ize napsat pomoci konvoluce s d-funkei:
Ok f(7) = % Loico O()f( —1) = % F( — k)
= f(—k) = (No) = f(j) =
fuld) = Jy - N 5 -enl=) = i)

Tedy koeficienty se otoc¢i a absolutni hodnota se zachova.

Specialné posun o ptl periody: k = % pro N sudé
wh=wr = 1= fi(j) = (1Y ()

2.3.2 Modulace (frekvenéni posun)

Necht f € L*(G). Ozna¢me

k... nosnéa frekvence
f ... signél
gk - .. modulovany signal

N

() = > F()e mfwkﬂ—%z I = k)

j=1

2.4 Transformace sumy a diference

Definice 2.4.1. Necht f € L?(G). Rekneme, 7e g je suma f <

9() =G+ FG+1).

Definice 2.4.2. Podle transformace posunuti dostaneme diskrétni Fourierovu trans-
formaci sumy

g(m) = (14 w™) f(m).

Poznamka. Pro m malé je 1 + w™ velké.

Definice 2.4.3. Necht f € L?(G). Rekneme, Ze g je diference f <
9() = f() = f(G+1).
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Definice 2.4.4. Diskrétni Fourierovu transformaci diference definujeme

g(m) = (1 =w™) f(m).

2.5 Maticova reprezentace diskrétni Fourierovy
transformace

Ve standartni bazi tvofené d-funkcemi je matice diskrétni Fourierovy transformace
obrazy dg, 01, ... do sloupci:

1 1 s} .
d; — —ej(—m) = —ex (=im)

(Ajm)évm:h Aj = %w—(j—l)(m—l)

Priklad 2.5.1.

.N:2:>A:(

N0 [
| N[

[N

v

1 1 1 1
4 4. 4 4
4+ 1 2
_ — 4 4 4 4
4 4 4 4
r 2 _1 _2
4 4 4 4

2.6 Symetricka diskrétni Fourierova transformace

Analyza digitalniho signalu

signal ... posloupnost realnych cisel fo, f1,..., fv_1
pre-procesing of data

post-procesing of data

(i) redlna diskrétni Fourierova transformace

(ii) sinové diskrétni Fourierova transformace (liché funkce)
(iii) cosinova diskrétni Fourierova transformace (sudé funkce)

20



2.6.1 Realna diskrétni Fourierova transformace

Uvazujme realnou funkci f : G — R. Pak

Zl"
MZ
Zl"
s
=
&
Il
=
=

Explicitni tvar diskrétni Fourierova transformace:
2mijk — .
flk) = %3005 f()e ™™ = % 20050 f(4) [cos 25 + isin 2502 ]

Ze symetrie vime, Ze stadi spocitat f(k) pro 0 < k < 2, nebot FIN=Fk) = f(k).

Definice 2.6.1. Realnd usporddand N-tice f(O), Ref(l),lmf(l), . f(%) se na-
zyva Redlnd diskrétni Fourierova transformace funkce f.

. Mame

F(0) = F(N) = [(0) = /(0) je redlnd

F(Z) =f(N=3F)=f(F) = f(§) je redlna
Mame

Ref(k) %Z? olf(J)cosM

2.6.2 Inverzni realna diskrétni Fourierova transformace

Lemma 2.6.2. Pro f(x) € L*(G) s redlnymi hodnotami plati

S

-1

219 219 1
ao+ {amcos b, sin Mm] + g ay cos(jm),

70) = 2 s

1
2

m=1

kde ag = 2f(0), am = 2Ref(m), by, = —2Imf(m), ay = Qf(%)

Dikaz: [(j) = 32,5 f(m)e 8" =

2wijm N

FO)+ 320 [Fm)e™ + f—m)e= 5] + F() cos(j) =
£(0) + 235 2Re(f(m)e™ ) + f(§) cos(jm) =
£(0) + 2%2—11 2Re(f(m) [cos ZZ™ + j sin 27 ]) +f
O, [ZRe(f(m) cos ZH™) — 2Tm( f(m) sin

m

m
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2.6.3 Diskrétni sinova a cosinova Fourierova transformace

Necht f : G — R je sudé funkce, tedy f(j) = f(N — j) neboli f(—j) = f(j). Necht
N je sudé. Pak
27r1]m 1 2mijm 2mwijm

flm) = & 05 FO)e 5 = R0+ S50 10) [ 4 ]

/

Vv
2 cos 2Tim

FEF) cos(mm) = LF(0) + 2 5" F(7) cos 25 4 L f(X) cos(Mn)
(-1

2wigm

fulm) = -7(0) + NzymwsN.+%ﬂ%wwm

se nazyva diskrétni cosinovd transformace funkce f.

Lemma 2.6.4. Pro sudou funkci f plati:

Dtikaz: piimym vypoctem.

Analogicky, necht f : G — R je lichd funkce, tedy f(j) = —f(N — j) neboli
f(=3) =—=10)

Lemma 2.6.5. Je-li f(x) lichd funkce, pak f(m) je taky lichd funkce.
. _ 2mig(N=m)
Dikaz: f(N —m) = ¥ Z;V 01 f()e =

_ 27ig(N—m) 2mij (N — m)]
N

= AX5 ) [

= RS O) [ - ] = —fm)
Je-li f(x) liché a redlna funkce, pak
ﬂm=%<>lﬁxlﬂ>["W+aﬁ%mhﬁﬂ%mer:
—2i si:; B

2 I; 1 27T]m
= —iy > f()sin =
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Definice 2.6.6. Necht f € L?(G). Funkce

se nazyva diskrétni sinovd transformace funkce f.

Lemma 2.6.7. Pro lichou funkci f plati:

1) =23 ) sin 2

Dikaz: pfimym vypoctem.

2.6.4 Aplikace diskrétni Fourierovy transformace

e feSeni diferen¢nich rovnic (okrajovych tloh) — analogie Feseni diferencialnich
rovnic pomoci Fourierovy transformace

Okrajova uloha pro diferen¢ni rovnici 2. radu:

Uvazujme posloupnost uy,...,uy, zadavame uy = A, uy; = B. Pouzitim
diskrétni Fourierovy transformace ptejde diferen¢ni rovnice na algebraickou
rovnici. Po jejim vyfesSeni se najde zpétna transformace feseni.

e v geometrii

Uvazujme f € L?(G). Hodnoty f(0),..., f(N —1) chapeme jako vrcholy mno-
hothelnika IT v C, tj. II = {f(0),..., f(N —1)}.
Necht Df(j) je st¥ed j-té strany (f(j — 1), f(j)), tedy

DIG) = 5(fG = 1)+ FG) = 5 (5o +61) = £

Definujme odvozeny N -thelnik II' = {Df(0),...,Df(N — 1)} a dale
" = (Iry,.... 00 = (me-vy.

Véta 2.6.8. Uvazujme N-vhelnik I1 v C, tj. Il = {f(0),..., f(N — 1)} v kom-
plexni roviné. Necht D f(j) je stred j-té strany a II' = {D f(0),...,Df(N — 1)}
je odvozenyj N-tihelnik a necht TI") = (IIT=VY. Pak pro r — oo 1" konver-
guje k teZisti I1, tedy k bodu P = ~(f(0) + ...+ f(N —1)).
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Diikaz: btino Nechf t8Zist8 P je v pocatku, tedy - ij: L rG) =
Vime, ze Df(j) = (60 + 61) * f(j) = d * f(j), kde d = N(50+51),
tedy D%f = d * (d * f( ) atd. Nas zajima lim, .. d*...* dxf(j).

Vime, 7e <d4<f>< ) =d(j) - f(G) = 50+ 01) - F(G) = 30+ e F) - F(5)
= (dx.. cZT,ch = (1+e 27\;])
. 0 proj #0,

= hm’"ﬁoo { 1 proj=0

= lim, o (d ( )) )—O nebot ~(f(0)+...+ f(N—=1))=0

= hmrﬂood* dxf(j) =0, tedy teziste II.
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Kapitola 3

Z-transformace

Fourierovy fady: funkce — posloupnost
Fourierova transformace: funkce +— funkce
Z-transformace: posloupnost — funkce

Definice 3.0.9. Nechf u, € C, n = 0,1,2,... je posloupnost. Z-transformaci po-
sloupnosti u,, definujme

ZA{u,} =U(2) = Zunz_”,

kde z je komplexni proménné, pro kterou fada konverguje.

Priklad 3.0.10.

e konstantni posloupnost u, =1 pron =20,1,2,...
Z/[(Z) = ZZO:O S 17% = zil
konverguje < ‘ﬂ <l& |zl >1

e geometricka posloupnost u,, = a™,a € C
Z/{(Z) = ZZO:O a"z™" = ZZO:O(%)” = @ = zia
konverguje < || < 1< [z] > |qf

e sinova a cosinova posloupnost
ein9+efin9

U, = cosnf = &—L&—
z predchoziho pro a = € nebo a = e™*" dostaneme

_ einfpe—ind\ 1 inf 1 —inf) _ 1 z z _
Z(COSZL@) =Z(—F—)=32(e")+5Z(e™) = 5(Zm + —%==) =
__ 1 22°—2zcosf __ z—cosf
T 222-2zcosf+1 z72cos9+%

U, = sin nd
analogicky:
Z(sinnf) = — 302

z—2cos 0—0—%
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3.1 Inverzni Z-transformace

Definice 3.1.1. Inverzni Z-transformaci definujme

u, = Z{U(2)}, .

Priklad 3.1.2.

1

zZ—a

-1
= Y omo(8) = e = e

e zakladni parcidlni zlomek: U(z) =
1
-

N——

tvar

1 1,
z

zZ—a

=

{ 0 pron=020,
:>Un: n—1
a pro n > 0.

z4+6 __ z+6 2 1

22—4 7 (2—2)(2+2) =) 242

e inverze pomoci parcidlnich zlomkt: U(z) =
77U E) =27 (5) - 727 ()
u 0 pron =20,
"l 2-2vt -1 (=2t =274 (=2)"  pron > 0.
o dlouhé délent: U(z) = FE2%;
(2422): (®—2z+1)=14+1+5+ 3 +...
=u,=3n+1

3.2 Vlastnosti Z-transformace

1. linearita

Z {au, + bv,} = aZ {u,} +bZ {v,}

2. transformace posunu
Necht {u,} oznacuje posloupnost {uy,us,...}. Pak

ZA{ups1} = —zug + 2U(2),

kde U(z) je Z-transformace ptivodni posloupnosti {uy, }.

Je totiz: Z{upt1} =D oo gUni12 " =2 o qUni12 =20 00 Uy =
= z(—ug+ Y o gunz ") = —zug + 2U(2)

Pro posunuti o 2 doleva dostaneme

ZA{upio} = —2us + 2Z {upi1} = —zuy + 2(—zup + 2U(2)) =

= —z2uy — 2%ug + 22U(2).
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3. derivace obrazu
Existuje-li Z {u,} = U(z), pak existuje také Z {nu,} a plati vztah

Z {nu,} = —Z%U(z).

Je totiz: —2LU(2) = —2L 3™ w2z = —2) o0 ) L(u,2") =

==z 2 (—nu,z7" ) =3 w2 = Z {nu,}

Priklad 3.2.1. Vypoctéte Z-transformaci posloupnosti u,, = n.
Z{n -1} = —z2U(z) = -z (%) = (e

z—1
Z{n*=Z{n n}=—2L( 2= f<2+1>

(z—1)2 z—1)3
2(22+42+
Z {n3} = ((z 41)4 L

Poznamka. Vime (a)” Z —~-. Ozna¢me {a" '} posloupnost {0, 1,a,a?,...}.

S Aty = are T =27 Z{a"} = L. Tedy

—a’

1

z—a

Z {a"‘l} =

3.3 Reseni diferenc¢nich rovnic pomoci
Z-transformace

Priklad 3.3.1. Reste diferenc¢ni rovnici 4,9 = 2un,1 + 3u, s pocateénimi podmin-
kami uy = 1, u; = 0.

1. Reseni je posloupnost {u,}. Jeji Z-transformaci oznacme U(z). Pfetransfor-
mujeme rovnici pomoci pravidla o transformaci posunu:
ZAunio} =27 {upi1} + 37 {un} = 2(—2up + 2(U(2))) + 3U(2) = —22up—
—zuy + 22U(2)

2. Vypoéteme U(z):

3 3
_ —2z+422 _ i _a
U(Z) T 22-22-3 7 1+ z—3 z+1

3. Najdeme Z~*{u,}:
1 pron =0,

$.3v =3 (=1)™' pron>0

Uy =
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Piiklad 3.3.2. Reste diferen¢ni rovnici w49 + 2u, = 0 s poc¢ateénimi podmin-
kami ug =1, u; =1
ZA{Unio} + 27 {u,} = —2%ug — zuy + 22U(2) + 2U(2) = 0

Z/{(Z) _ 22ug+zur _ 2242 =1+ z=2 _ 1 %‘i‘\/il %—\/52
2242 2242 2+22 2—/2i 24/2i

|1 pron=0,
o = { {4V B B (B o
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Kapitola 4

Laplaceova transformace

- spojita analogie Z-transformace: Misto posloupnosti s kladnymi indexy uvazujeme
funkce pro kladné hodnoty t.

Definice 4.0.3. Pro funkci f(t) : (0,00) — C definujme Laplaceovu transformaci

F(s) = / f(t)e *dt
0
pro ty hodnoty s, pro které integral konverguje.

Poznamka. Fourier: f(&) = [°° f(t)e " !dt, le=t =1
e %' — 0 rychle pro t — oo

Laplaceova transformace existuje pro daleko vice funkci néz Fourierova transformace.

Oznacdeni:

F(s) = L(f)

inverzni transformace: f(t) = L7(f)

Priklad 4.0.4.

e Pro f(t) =1, t > 0, mame

F(s)= [ e *tdt = [-Le™] " =1 pro s >0

e Pro f(t) =e™, t >0, a € R mame

F(s) = [ etestdt = [T ettt = L [l ° = L pro s >a
e Pro f(t) =t", ¢t >0, méme F(s) = - pro s > 0

indukei: pro n = 0 méme f(t) =1a L(t") =1

[,(tTH_l) — fooo tn+1€_3tdt —

Ju=t" v = u = (n+ 1)t v = —2e )/

= [t LT [ Dt et = = L) = o = B
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Lemma 4.0.5. Plati:
I'(a+1)
Sa—i—l ?

L) =

kde T je Gamma funkce T' = [[° 2" e "dx.

Dukaz: L(t*) = [;° t%e *dt =
[st=x=1t=2%= sdt =dov=dt = tdz/

_ [zl —x _ 1 x a,— _ 1
= Jo S—age dx_saﬁfo xre de—FF<(I+1)

Poznamka. L(e®) = -1 platiipro a € C, tedy

s—a
wty _ 1 _ stiw __ w
E(e ) T os—iw | s2+4w? T 2+w2 +1 s24w?2?

tedy L(coswt) = 57— a L(sinwt) =

T os24w?e

4.1 Existence Laplaceovy transformace

Véta 4.1.1. Necht f(t) je po castech spojita na (0,00) a plati odhad
[f@O) < M-

pro nejake konstanty M a ~. Pak Laplaceova transformace existuje pro vsechna
5> .

Dikaz: Pro s > vy mame

LD = [ et f@dt] < [ e (O] de < M [ estertd = M [ 0t <
< 400,

protoze

J5° e09)tdt konverguje < v — s < 0.

4.2 Laplaceova transformace derivace

Lemma 4.2.1. Necht f(t) je spojitd pro t > 0 a spliiuje odhad |f(t)| < M - €. Pak
L(f)=s-L(f)— f(0).
Drikaz: = [ e (t)d

/u—f’v—eSt:>u—fv’ —seSt/

= [fe™g = Jy (=se'f(t))dt = 0 — f(0) + sL(f) = sL(f) — £(0)

Analogicky dostaneme
L(f") = sL(f") = £'(0) = s°L(f) — sf(0) = f(0)
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a obecné

L(f™) = s"L(f) =" f(0) = s"2f(0) =

= f"79(0).

Pi¥iklad 4.2.2. Reste diferencialni rovnici ¢ —y = ¢, y(0) = 1, ¢/(0) = 1.

1. Laplaceova transformace:

Lly)=Y
s?Y —sy(0) —/(0) —Y = %
Y —s—1-Y =%

2. Vypocteme Y':

V(-1 =5+s+1=>Y =L+ %

Zpétnou transformaci dostaneme
y(t) = e' +sinht — ¢

4.3 Véty o posunu

Véta 4.3.1. (posun v proménné s) Necht F(s) =

L F(s—a)) = F(t)e"

neboli
F(s—a) = L(fe™).
Dukaz: L(fe™) = [7 f(t)e tedt = [ f (s=a)tdt = F(s — a)
Oznaceni:
/0 prot<0, .. «
u(t) = | prot>0 Heavisideova fukce (1 krok v bodé 0)

u(t —a)...1krok v bodé a

Véta 4.3.2. (posun v promeénné t) Plati

L(F(t —a)u(t —a)) = F(s)e

nebolt

LY F(s)e ™) = f(t — a)u(t — a).
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Dikaz: L(F(t —a)u(t —a)) = [;° f(t —a)e ™ u(t — a)dt = [[° f(t —a)e *dt =
/w—t—a:>d:c—dt/
= [7 flx)es@Hdy = e=5 [ f(2)e **dx = e **L(F(z))

Laplaceova transformace je vhodna pro nespojité vstupy, napt. -funkce:

q(x) = { 0 proz#a, ... Diracova d-funkce v bodé a € R*
o0 pror=a

7 f(@)da(2)de = f(a)
(50—>1

L(d,) = /o Sa(t)e™tdt = e

Piiklad 4.3.3. Reste harmonicky oscilator y” + 4/ +y = do, y(0) = 3/(0) = 0:
systém je nejprve v klidu, v ¢ase ¢ = 0 mu ddme ranu kladivem...

Y = L(y)
2y—s5-0—0+sY —0+Y =1

_ 1 1 _ 2 v3
:>Y_s2+s+1_(s+§)2+§_75'(s+§2+%

sinwt = tQ_Fsz
y=L(y) = Z - sin e st

Véta 4.3.4. (Lerchova véta o jednoznacnosti) Necht existuji ¢isla a > v (z odhadu
If®)]| < M-e) ab tak, Ze
L(f)(a+ub) =0

pro ¥n € N. Pak

Dikaz: pomoci Hausdorfovy véty o momentech:
f:(0,1) = R, M = fol f(z)dz ... k-ty obecny moment
M, =0proVk=0,1,...= f(z) =0

Oznacme a(t) = e f(t).

Méme «(0) =0 a limHOO a(t) =0, nebot a > v a «a je spojita

0=Lfla+ub)= [ f(t)e e vdt = [~ aft)e ""'dt =
Ju=e" du=—b- e‘btdt du — _bdt,

t:—%lgu t—O:u—l t—oo=>u:0/

== fol p(u) ncvlf =% fo Ju"~tdu = My_y,

kde f(u) = a(——lgu) pro 0 < u < 1, (0) =0, 5(1) =1, 8 spojita
= podle Hausdorfovy véty M, 1 =0proVn = [G(u) =0=a=0= f=0

V definici Laplaceovy transformace mtzeme misto s € R uvazovat z € C:

= /O h f(t)e *tdt
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e pro redlnou hodnotu z — Laplaceova transformace

e pro ryze imaginarni hodnotu z — Fourierova transformace f(t) dodefinovana
f&)=0prot <0

2 =il = F(i€) = [~ f(t)e ®tdt = [* f(t)e "dt = f(¢).
Plati-li odhad |f(¢)] < M - €, pak F(z) je pro Re(z) > 7 holomorfni.
Véta 4.3.5. (o linedrni Laplaceové transformaci) Necht f(t) je spojitd funkce na

R, f(t) =0 pro t <0, kterd spliiuje odhad |f(t)] < M - €. Pak pro libovolné b > ~
ate (0,00) je

ft) = % /_ h Lf(b+i&)erOtge,

Dukaz: PouZijeme vétu o inverzni Fourierové transformaci na funkci e % f(t).
Mame f(£) = *(F()e ) - 2 [° fen(€)eiSide = L [ LF(b+i)tde,
nebot Lf(b+if) = fe~tt(¢) = 2 f@)ettetde = [20 f(t)e g,
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Kapitola 5

Hartleyho transformace

Definice 5.0.6. Necht h(z) € LY(R), tj. [~ |h(x)| dz < co. Hartleyho transformace
funkce h(x) je definovand vztahem

e - [ " h(@)eas (€x) de,

o0

kde cas (z) = cosx + sin .

Hartleyho transformace je Cisté realna transformace.

Definice 5.0.7. Inverzni Hartleyho transformace funkce H(x) je definovana vzta-
hem

) = 5= [ H(eas (0)de.

tedy H ! = L H.

5.1 Suda a licha ¢ast Hartleyho transformace

Suda a licha ¢ast Hartleyho transformace jsou dany vztahy

E() = H() + H(=¢) = /_OO h(x) cos (§x) dx

2 o0
o) = T HEE) | wtaysin(en)as,

tedy od Hartleyho transformace k Fourierové transformaci prejdeme vztahem

f(&) = E(©) —i0(¢).
Naopak, prechod od Fourierovy transformace k Hartleyho transformaci je dan vzta-
hem

A ~

H(§) = Ref(§) — Im[(§).
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5.2 Diskrétni Hartleyho transformace

Definice 5.2.1. Diskrétni Hartleyho transformace posloupnosti h,,, n =0,..., N—1,

je posloupnost
( 27rkn)
nCas )

MZ

Definice 5.2.2. Inverzni diskrétni Hartleyho transformace posloupnosti Hy, k =
0,...,N —1, je posloupnost

N-1
2k
hkcas( T n) .
k=0

Prechody mezi diskrétni Hartleyho transformaci a diskrétni Fourierovou trans-
formaci jsou analogické jako u spojité verze.

Poznamka. Plati ortonormélni vztahy:

2mkn 2rgn\ [ 0  pro j #k,
cas( >cas<—N)—{N pro j = k.

:Mz
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Kapitola 6

Radonova transformace

- tomografie: rekonstrukce obrazu z projekci

Motivace
Paprsek prochazejici homogennim télesem
Iy ... intenzita na pocatku
I ... intenzita na konci
Rychlost ttlumu je pfimo tmérnd intenzité:
I'=—u-1=1=1Iy e " kde u je koeficient ttlumu.
Pro téleso slozené ze dvou castije [ = Iy - e~ TS
Je-li téleso nehomogenni, u(z) je koeficient utlumu v bodé z, pak dostaneme
I =1y e Jou®de kde L jsou piimky.
Obvykle u(x) odpovida hustoté v bodé .
Oznaleni: x = (1, x9) ... soufadnice v R?
Necht u(z1, x2) je hustota materidlu v bodé (z1, x2),

1
I1=1- e_fLu(aﬂham)ds = _lg_ = / U(l’l,ﬂfz)d&
Iy Jo

Definice 6.0.3. Nechf u(z1, x2) je omezend, integrovatelna (ne nutné spojita) funkce
definovan4 v omezené oblasti D C R?. Radonova transformace funkce u(zy,xs)
je funkce R, proménnych (r,w) € R x S1(0), kde S;(0) = {x € R?/2? + 22 = 1},
definovana vztahem

R,(r,w) = / u(zy, xe)ds,

kde x x w je standartni skaldrni sou¢in v R? a ds je jednorozmérna Euklidovsk4 mira
na pfimce r X w = r.

Priklad 6.0.4. Vypoctéte radonovu transformaci charakteristické funkce kruhu
o poloméru R:
[ 1 proa?+a3 <R3
u(wn, 22) = { 0 proz?+ 22> R%
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r>R= R,(r,w)=0
r<R=1L1=VR—1r2=R,(rw)
7 _ 2
— Ry(r,w) — 2V R? —1r? pror <R,
0 pror > R.

6.1 Inverzni radonova transformace

Ozna¢me R, (p,w) jednodimenzionéalni Fourierovu transformaci funkce R, (r,w)
v proménné 7.

Véta 6.1.1. Necht w € S1(0) a p € R. Pak

éu(p’ w) — /&(517 62) — / u<x17 1-2) . 6*i(§1$1+§212)dx1dx2’
R2

kde (&1,&2) je vektor p - w.
Dukaz: U fR2 gl,ég i(§1x1+§2x2)dl’1d$‘2 =

e <fw m) st)dr—fi’;e—@( /

. u(w)ds) dr = R,(p,w)

-~

Ry

Tedy Fourierova transformace radonovy transformace v proménné r je dvouroz-
mérna Fourierova transformace funkce u z(zené na primku urcenou vektorem wv.

Oznacime-li R,(r,w) = g(r,w), F1 jednorozmérnou Fourierovu transformaci
v proménné r a Fy dvourozmérnou Fourierovu transformaci v proménné r, pak

u=7%y" (Fi(9))-
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Kapitola 7

Jednotici pohled na Fourierovy
rady, Fourierovu transformaci a
diskrétni Fourierovu transformaci
s vyuzitim zobecnénych funkci

7.1 Zobecnéné funkce (distribuce)

s... prostor testovacich funkci
s = C§°(R) ... prostor funkei nekoneéné hladkych s kompaktnim nosic¢em

supp(f) = {x € R/f(x) # 0} ... nosi¢ funkce f

Priklad 7.1.1.

1
e 2 prox >0, (R
0 prox<0 £ o (R)

. 1) ={

[ f@—=2* proze(-1,1), o
Definice 7.1.2. Spojity linearni funkcional

g:s—R
se nazyva distribuce. Je-li g distribuce, pak jeji hodnotu na testovaci funkci ¢ ozna-

céujeme
9(p) = (g, ) -
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Je-li f spojita funkce na R, pak f prifadime jednoznacné definovanou distribuci,
kterou budeme oznacovat stejnym pismenem, predpisem

z/ZfMM@Mw

Jsou-li f a g dvé rizné spojité funkce, pak jim prislusejici distribuce jsou také
rizné:
Necht xg je takové, ze f(zo) # g(zo). Pfedpokladejme, ze f(xo) > g(zo). Ze spojitosti
plyne, ze de > 0 tak, ze f(y) > g(y)Vy € (xo + €, 29 — €).
Necht’ cp € C°(R) je takové ze supp(yp) € (CEO + €29 —€)
f F@)pl)de = [ fa)p(r)de > [ gla)p(a)dr =
= f x)dx = < )

= f ;é g Jako dlstrlbuce.

Priklad 7.1.3. Diracova d-funkce v bodé a je distribuce 0, takova, ze (d4, p) =
¢(a). Specialné pro 6 = dg je (g, @) = p(0).

Distribuce tvori linearni prostor. Plati:

(ur + ug, ) = (u1, p) + (u2, ) .

Poznamka. Fyzikalni motivace (kvantova teorie)
veli¢iny se neméri "bodove”, ale jako vysledky experimentu
f ... veli¢ina (distribuce)

¢ ... testovaci funkce (popisuje parametry pokusu)

(f,p) ... vysledek experimentu

7.2 Operace na distribucich

Necht T je operator, T : Cg°(R) — C°(R), ke kterému existuje adjungovany ope-
rator T, tj. takovy, ze (T'f,g) = (f,T*g). Pak operdtor T rozsifime na prostor
distribuci predpisem

(Tf, ) =(f,T"p).

Piiklad 7.2.1. derivace T : C°(R) — C°(R), T = <
pro f,g € C(R ) :
(Tf,9) = [2 (= = f(2)9(2)/%% — 7, f(2)g'()dz = (f, -Tg)
ST =-T=-4
Tedy pro distribuci u € C§°(R) definujeme derivaci vztahem

(W', 0) = = (u,¢).

39



Priklad 7.2.2. Vypoctéte 1. a 2. derivaci funkce f(z) = |x| ve smyslu distribuci.
-1 proz € (—00,0),

fl(x)=< 1 prox=0, = sgn(x)
1 pro x € (0,00)

<f/>‘P> — |5 f@)@ ()de = — [ sgn(z = [°_¢(x)dz—
—Jo ¥ de = ( )/ + (=) /= = 20(0)
= f(z ) = 250
' (x) = 26(:
<56v 90> - <507 90,> = _90,(0)
= f"(z) = —¢p

Priklad 7.2.3. Fourierova transformace T

= [°0 F(©eTdE a f(z) = & [7 f(&)eiwde

Zékladni identita pro Fourlerovu transformam
(F(@). () = [ F@i(a)de = [, f@)g()de = (@), g(x))
= T* = T

Tedy pro distribuci u definujeme jeji Fourierovu transformaci predpisem

(@, ¢) = (u, ) .

) Piiklad 7.2.4. Vypoctéte f pro flz) = 1 A
(Lg) = (1) = [, 1p(@)da = [, p(x)e ™ dz = $(0) = 2mp(0)
=1= 27T(50

Piiklad 7.2.5. Vypoététe f pro f(z) =
(, 90> = <$,¢> = [T vp(a)dr =
/f = 3 f f Je'srdg
( ) = Zﬁf(ﬁ)eigxdf

=>f()=g S iEf(€)de/
:—27m'-<p(0)——27rz 5
= T = 2mid

7.3 Zobecnéna Fourierova transformace

C°(R) ... prostor testovacich funkci

CP(R) C s... Schvartziv prostor (prostor rychle klesajicich funkei)
fese feCPR)aproVkl e N:limg o |2*fO ()] =0

napf. P(x) - em@=10)* ¢ 5 4> 0,29 € R
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Definice 7.3.1. Temperovand distribuce je spojity linearni funkcional na s.
CP(R) C s = (CP(R))" C (s), tj. temperovana distribuce je distribuce.

Uvazujme operaci posunuti o a doprava: f,(z) = f(z — a)
T.f = ta
f9€ CFR) : (Taf, g) = (f, T59)
[Z f@—a)g(x)de = /o' =z —a=z=0+a/ = ["_f(2)g(z' + a)da’
=T =1,

Definice 7.3.2. Posunuti distribuce: Je-li u distribuce, definujme u(z—a) pfedpisem

(u( = a),¢(2)) = (u(z), p(z +a)).

Definice 7.3.3. Distribuce u je periodické s periodou p, jestlize u(z — p) = u(x) ve

smyslu distribuci, tj.
(u(z = p), o(x)) = (u(z), p(z))
pro ¢ € C§°(R).

Poznamka. Funkce periodickd na R nemiize patfit do L', neméa definovanou Fou-
rierovu transformaci.

Plati: 6 = 1
(o0 = (G0, 8) = 9(0) = [, () - 1z = {1, g)
Podobné: §, = e
(Buvp) = (60 @) = Bla) = [ pla) - o = (=, )

Piiklad 7.3.4. Vypoctéte zobecnénou Fourierovu transformaci funkei e¥, sint
a cost.
(6% o) = (e, p) = ffooo et@(t)dt = 2mp(1) = (2701, @) = % = 276,
(678, ) = (2761, ) = e~ =216,

e - elt _e—it o 8§1—6_1 - .
sint = 55— =71 25— = 7mi(d_1 — 01)

T i w S 1+0-1
cost = S — =7 2= = q(0_y + 0y)

7.4 Zobecnéna Fourierova transformace zobecné-
nych periodickych funkci

Budeme uvazovat soucty d-funkci. Pro nekone¢né soucty budeme potiebovat pojem
limity:.
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Definice 7.4.1. Necht uy, us, ... je posloupnost distribuci.
Rekneme, Ze lim,_.ou, = u, jestlize

ViMoo (Un, ) = (u, p) Vo € C5°(R).

Analogicky, > 7 _ u, = u, jestlize posloupnost ¢asteénych souctit s, = > ;_ wuy

n=—0oo

konverguje k u, tj. lim,, S, = u, ve smyslu predchozi definice.

Piiklad 7.4.2. (3700 6,.0) = limy—oo (e 0k ) = liMyoo S ope Pk =

v: Z'zo:—oo ¥n
Rada konverguje, nebot ¢ € C§°(R).

Definice 7.4.3. Svazkem 0-funkci rozumime soucet » .- apdi.az, kde a € R.
Az se nazyva (prostorovy) krok svazku.

Fourierova transformace svazku d-funkci je

co T o o - '
(O alkar) = D re o WOkAs = Y e Qe FATE

coz je periodicka funkce (pokud fada konverguje) s periodou 2&

Azx”
Je-li f(z) ”rozumnd” funkce, pak ma konvergentni Fourierovu fadu a plati
x) = Y% e Tedy zobecnénd Fourierova transformace funkce f(z) je
k=—00 y J

—

rovna f(z) = (Z;i:o?ke*“m) =>0 cre—iht = o S ore Ok, tedy f(x) je
svazkem o-funkei.

Véta 7.4.4. Necht p > 0 je perioda. Oznacme Aw = }D a necht f a F jsou dvé
distribuce takove, Ze F' je zobecnénd Fourierova transformace funkce f. Je-li splnéna
jedna z ndsledujicich dvou podminek:

(i) f je periodicka distribuce s periodou p,

(ii) F je svazek d-funkci s krokem Aw = %,

pak plati © druhd podminka a navic existuji jednoznacné urcend cisla

{. . ,f_l, fo, fl; f2, .. } tak‘ovd, ze

f(t): Z fkei27rkAwt

k=—o00

F(w) =27 Z fkékAw(w).

k=—00
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Kapitola 8

Rychla Fourierova transformace

Misto f € L*(G) budeme uvazovat kone¢nou posloupnost ¢isel

Loy, L1y TN-1

a misto f(m) = + Z;V:_Ol f(z;)e”"FI™ budeme uvazovat

1 N-1
— E —jm
Xm = N : TiWn
J=0

j2m , ey , .
kde wy = €'~ je N-ta primitivni odmocnina z 1.

Necht N je sudé, N = 2M. Rozdélme {zg, x1,...,xy_1} na sudou a lichou ¢ast:

{zo,2,...,xN_2} a{x1,23,...,TNy_1} a 0znacme y, = Ty, a 2, = Topi1.
N N
N_1 _9; . N_1q . _ .
£ _ 2 . Jm o —(2j+1)m _ 2 o, 2 \—im m, ( 2 \—jm
Méme X, = > 2 yjwy " + 2w =D 70 Yi(wx) 7" Hwy (W), ale

Wi =w N
, N1, .. . . N1
Necht {Y;,},2_, je diskrétni Fourierova transformace posloupnosti {y,,}2_,, ana-
logicky pro Z,,. Pak plati Rekombinac¢ni vztah
X =Y +wy"Zm,
Xm+% =Y, —wy"Zn
prom:O,l,...,%—l.
Porovnani poc¢tt operaci:
e transformace z definice: N x N néasobeni

e transformace pomoci Rekombina¢niho vzorce: 2(5 x &) + 2N = NTQ + 2N
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Pro N >> 1 je N? >> N, tedy usetfime cca polovinu operaci.

Je-li N = 2P, mizeme v déleni pokracovat, Y,, a Z,, pocitat pomoci déleni atd.
Po p krocich dostaneme diskrétni Fourierovu transformaci délky 1, kdy Xy = x¢ a
pocitani kondi.

Pocet operaci pro N = 2P:
p = logy N — celkem 2N log, N operaci oproti N x N operaci z definice
napi. pro N = 103
z definice: 10° operaci
ze vzorce: log, 1000 ~ 10
= cca 50X méné operaci
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