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Cil prednasky

V této prednasce se pokusime o stucny Uvod do historie teorie
koédovani véetné teorie informace a popiSeme metody teorie
kddovani.
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Uvod
Teorie kédovani je interdisciplinarni teorie, ktera v sobé spojuje
metody a postupy informatiky, matematiky a spojovaci techniky.

Ulohou teorie kddovani je tvorba postupti a metod, které nam
zajisti bezpe€ny pfenos zprav komunika¢nim systémem.
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Z dlvodU technické realizovatelnosti se zpravy prevedou
nejprve do fady znaku nad néjakou kone¢nou abecedou
(nejlépe nad koneCnym teélesem).

Tato fada znaku se pak rozlozi do blokt pokud mozno stejné
délky k. Kbédovaci zafizeni nam pak utvofi z kazdého bloku
délky k blok délky n,kde n > k.

Redundance ziskana v pfipadé kdy n > k slouzi pozdéji k
rozpoznani a pripadné opraveé pokud mozno co nejvice
prenosovych chyb.
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Aplikace

Prenos blokl délky n pomoci spojovaciho systému, které
reprezentuji kddované zpravy a které se jako celek oznacuji
blokové kédy délky n, si lze pfedstavit bud’ prostorové (pres
satelit, telefonem, televizi, radiem atd.) nebo také v ¢ase (CD,
DVD, gramodeska, magnetofonova paska atd.).
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Aplikace

Prenos blokl délky n pomoci spojovaciho systému, které
reprezentuji kddované zpravy a které se jako celek oznacuji
blokové kédy délky n, si lze pfedstavit bud’ prostorové (pres
satelit, telefonem, televizi, radiem atd.) nebo také v ¢ase (CD,
DVD, gramodeska, magnetofonova paska atd.).

Podil k/n se nazyva mira informace blokového kodu a
reprezentuje mnozstvi energie potrebné k pfenosu kédovanych
Zprav.
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zprav vyskytnout chyby dvojiho typu. Nejprve je myslitelng, ze
nékteré z vysilanych zprav nedojdou vibec k pfijemci nebo ze
je prijemce obdrzi nedplné.
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Oprava prenosovych chyb

Pro opravu eventualné se vyskytujicich se prenosovych chyb
jsou rozhodujici dvé veliginy:

» mira opravitelnosti chyb, ktera ndm udava v kazde
koédované zprave podil opravitelnych chyb, a

» komplexita dekdderu, ktery méa za ulohu pro pfijatou
kddovanou zpravu zjistit vyslanou zpravu.

Hlavnim cilem teorie kddovani je tvorba kédu s pokud mozno
co nejvétsi mirou informace a s co mozna nejvétsi mirou
opravitelnosti chyb pfi sou¢asné co mozna nejmensi komplexité
dekodéru.
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Teorie versus praxe

Shannonova véta o kapacité kanalu nam zarucuje existenci
blokovych kodu s mirou informace libovolné blizce pod
kapacitou kanalu, tzn. s mirou informace, ktera je tak vysoka
jak nam to pouzivany kanal vibec dovoli a s libovolné velkou
mirou opravitelnosti chyb. Nekonstruktivni charakter této
skutec¢nosti byl zrodem teorie kddovani.
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Shannonova véta o kapacité kanalu nam zarucuje existenci
blokovych kodu s mirou informace libovolné blizce pod
kapacitou kanalu, tzn. s mirou informace, ktera je tak vysoka
jak nam to pouzivany kanal vibec dovoli a s libovolné velkou
mirou opravitelnosti chyb. Nekonstruktivni charakter této
skutec¢nosti byl zrodem teorie kddovani.

V mnoha pfipadech je v§ak ¢asova naro¢nost pro dekédovani
kodu tak velkd, Ze neuplné vyuziti kapacity kanalu ma mnohem
mensi dulezitost nez prilis komplikovany dekdédovaci postup. Z
tohoto duvodu se v teorii kddovani zkoumaji zejména kody s
relativné jednoduchym realizovatelnym dekddovacim
algoritmem.
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Pro urceni vlastnosti opravujicich se chyb daného kédu se
ukazala dulezitd dodate¢nd znalost jeho struktury. Proto se v
teorii k6dovani zkoumaji blokové kédy opatfené dodatecnou
algebraickou strukturou, u kterych Ize doufat, Ze budou mit v
praxi pouzitelné teoretické vlastnosti.
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Dodatecna struktura

Pro urceni vlastnosti opravujicich se chyb daného kédu se
ukazala dulezitd dodate¢nd znalost jeho struktury. Proto se v
teorii k6dovani zkoumaji blokové kédy opatfené dodatecnou
algebraickou strukturou, u kterych Ize doufat, Ze budou mit v
praxi pouzitelné teoretické vlastnosti.

Linearni kody reprezentuii jistou tfidu blokovych kédul a jsou
opatfeny dodatec¢nou algebraickou strukturou — strukturou
vektorového prostoru.
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Linearni kédy
Linearni kod nad koneCnym télesem K je reprezentovan jako

k-rozmérny podprostor n-rozmérného vektorového prostoru
nad K.

Strukturu linearnich kédu Ize pak analyzovat prostiedky a

metodami lineérni algebry.

K nejznaméjSim prikladim praktického pouZziti linearnich kédu

patfi

» binarni Reed-Mullerovy kédy — vesmirna sonda Mariner

pouzila binarni Reed-MullerGv kéd prvniho fadu délky 32
pro prenos datového materialu fotodokumentace planety
Mars,

» Reed-Solomonovy kédy — napt. se pouzivaji pro ukladani
opticky kédovanych zvukovych signalti na CD dva linearni
kody, které byly odvozeny zkracenim Reed-Solomonova
kodu délky 255 nad télesem GF(28).
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Claude E. Shannon
(1916—2001)

A mathematical theory
of communication,

Bell Systems Tech.

& . Journal, 27, pp.
Shannonova 623—656, October
vaia o 1948.
kapacité Jak ale najdeme kédy
kanalu ze Shannonovy véty?
Algebraicka a Odpovédi dneska je nova, pravdépodobnostni

kombinatoricka teorie  teorie kodovani 1994 —
kddovani 1948 —
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Kratka historie Il - VyfeSeni Shannonova problému

Turbokody a LDPC kody:

Jedna se o kédy definované na grafech s
iterativnimi dekdédovacimi algoritmy!

Tyto kddy jsou dostate¢né nahodné, aby
se opravdu hodné priblizily kapacité
kanalu, zaroven ale jsou dostatecné
konstruktivni, aby bylo mozno iterativné
dekddovat v polynomialnim (linearnim)
Case.
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Ve stejné dobé, v roce 1947, Richard W.
Hamming byl jednim z prvnich uzivatelt na
soucasné pomeéry primitivnich pocitact v Bell
Laboratories.
Frustrovan jejich praktickou nepouZzitelnosti se
zamefil na problém jak pocita¢ muze ovéfit a
F pripadné opravit své vlastni vysledky.
Vysledkem pak byla znama kontrola parity a jeji
zobenéni znamé nyni jako Hammingovo
kddovani.

"{:

Error Detecting and Error Correcting Codes, Bell System
Technical Journal, vol. 29, pp. 147-160, 1950.

Moderni pocitace by bez objevu W. Hamminga a podobnych
kdédovani jim inspirovanych nemohly existovat.
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Miliony kédl opravujici chyby jsou dekdédovany kazdou minutu
a to pomoci efektivnich algoritmd implementovanych v béznych
VLSI-obvodech.

Alespon 75% téchto VLSI-obvodu je dekédovano pomoci
Reed-Solomonovych kédu.

I.S. Reed and G. Solomon, Polynomial codes over certain finite
fields, Journal Society Indust. Appl. Math. 8, pp. 300-304, June
1960.
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Definice

Zdroj je proud symbolli jisté konecné abecedy. Zdroj ma
obvykle néjaky nahodny mechanismus, ktery je zaloZen na
statistice situace, ktera je modelovana.

Problém feSeny v teorii kédovani je nasledujici:
Predpokladejme, Ze mame zdroj bez paméti S, ktery vysila
symboly z abecedy W = {wjq, ..., w,} s pravdépodobnostmi
{p1,...,pn}.

Prvky W budeme nazyvat zdrojova slova a ptat se na
nasledujici otazku:

Je-li © abeceda D symbolU, jak mizeme zakddovat zdrojova
slova w; pomoci symboll z ¥, abychom dostali co mozna

vvvvvv
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Kdédovani neboli kod je zobrazeni f z {wy,...,w,} do T*, kde
Y * oznacuje soubor konec¢nych fetézcl symbolli z X.

Zprava je kazdy konecny fetézec zdrojovych slov a, je-li

m=w...W
a je-li f kédovani, pak rozsifeni f na W* je definovano

obvyklym zplsobem pomoci zietézeni

f(m) = f(w,)...f(w,).

Kédovani f je jednoznacne dekddovatelné, jestlize kazdy
koneCny fetézec z X* je obraz nejvySe jedné zpravy.
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Retézce f(w;) se nazyvaji kédové slova a ptirozena &isla |f(w;)|
jsou slovni délky kodovani f.

Pramerna délka (f) kédovani f je definovana jako

() =>_" pilf(w).
i—
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Nase snaha bude urcit jak efektivni takové kddovani maze byt.

Lze dokazat, Ze pro kazdy zdroj S existuje Cislo, které
nazyvame entropii zdroje S takové, ze primeérna délka
kazdého jednoznacné dekddovatelného kdédovani pro S musi
byt vétSi nebo rovna entropii S.

Je tedy entropie spodni hranici pro kazdé jednoznacné
dekddovatelné kddovani.

Ugelem entropie daného zdroje je méfit mnozstvi informace ve
zdroji.
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NasSe predstava o méfeni informace bude nasleduijici:

Cim ma zdrojovy symbol menéi pravdépodobnost vyskytu, tim
vice informace obdrzime z vyskytu tohoto symbolu a obracené.

Informaci pak budeme chapat jakozto funkci pravdépodobnosti
vyskytu symbolu a nikoliv jako funkci tohoto symbolu.

Budeme ji pak znacit /(p), kde 0 < p < 1.
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Predpokladejme, Zze E; a E, jsou dvé udalosti v
pravdépodobnostnim prostoru Q2 spojené jistym experimentem
a predpokladejme, Ze funkce / je naSe mira informace.

Maiji-li E; a E, pravdépodobnosti p; a ps, pak mizeme
argumentovat tim, ze kazda prirozena mira obsahu informace
by méla splnovat

I(p1p2) = I(p1) + I(p2)

na zakladeé toho, ze, pro dvé nezavislé realizace experimentu,
informace, pro kterou vysledky téchto experimentd dopadnou
jako E; nasledovano E,, by méla byt souctem informaci
ziskanych provedenim téchto experimentl zvlast.



Teorie informace VI

Predpokladejme, Zze E; a E, jsou dvé udalosti v
pravdépodobnostnim prostoru Q2 spojené jistym experimentem
a predpokladejme, Ze funkce / je naSe mira informace.

Maiji-li E; a E, pravdépodobnosti p; a ps, pak mizeme
argumentovat tim, ze kazda prirozena mira obsahu informace
by méla splnovat

I(p1p2) = I(p1) + I(p2)

na zakladeé toho, ze, pro dvé nezavislé realizace experimentu,
informace, pro kterou vysledky téchto experimentd dopadnou
jako E; nasledovano E,, by méla byt souctem informaci
ziskanych provedenim téchto experimentl zvlast.

Dale si pfejeme mit nasi miru nezapornou a spoijitou v p, coz
jsou oba pfirozené predpoklady.



Teorie informace VII

Véta

Funkce I(p), definovana pro vSechna 0 < p < 1, splriuje
podminky I(p) > 0, pro véechna0 < p <1,

I(p-q)=I(p)+ I(q) pro vSechny 0 < p,q < 1 takové, Zep aq
jsou pravdépodobnosti navzajem nezavislych jevd, a podminku
spojitosti vzhledem k p pravé tehdy, kdyZz je tvaru

I(p) = ~log,p,

kde )\ je kladna konstanta.



Teorie informace VII

Véta

Funkce I(p), definovana pro vSechna 0 < p < 1, splriuje
podminky I(p) > 0, pro véechna0 < p <1,

I(p-q)=I(p)+ I(q) pro vSechny 0 < p,q < 1 takové, Zep aq
jsou pravdépodobnosti navzajem nezavislych jevd, a podminku
spojitosti vzhledem k p pravé tehdy, kdyZz je tvaru

I(p) = ~log,p,

kde )\ je kladna konstanta.

Definice
Informaci / udalosti E kladné pravdépodobnosti definujeme jako

I(E) = —log, P(E).



Teorie informace VI

Jednotkou miry informace je bit, coZ je zkratka pojmu binary
unit.
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Spojeni mezi pojmem binary unit a pojmem binary digit (rovnéz
se nékdy zkracuje jako bit) plyne z nasledujiciho:
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Jednotkou miry informace je bit, coz je zkratka pojmu binary
unit.

Spojeni mezi pojmem binary unit a pojmem binary digit (rovnéz
se nékdy zkracuje jako bit) plyne z nasledujiciho:

Mame-li zdroj S = {0, 1} s pravdépodobnostmi py = % a

pi = % pak informace od kazdého zdrojového symbolu je
log,2 = 1.



Teorie informace VI

Jednotkou miry informace je bit, coz je zkratka pojmu binary
unit.

Spojeni mezi pojmem binary unit a pojmem binary digit (rovnéz
se nékdy zkracuje jako bit) plyne z nasledujiciho:

Mame-li zdroj S = {0, 1} s pravdépodobnostmi py = % a

pi = % pak informace od kazdého zdrojového symbolu je
log,2 = 1.

Jinak fe€eno, emituje-li zdroj nahodné jeden binary digit (bit),
pak je informace ziskana z jedné emise jeden binary unit (bit).



Teorie informace IX

Definice
Bud'S zdroj s rozdélenim pravdépodobnosti py, . .., pn.
Entropii zdroje S definujeme jako primérnou informaci

Zpk (px) = Zpk log, pk

k=1

(suma se bere pouze pres ta k, pro ktera je px > 0).



Teorie informace IX

Definice
Bud'S zdroj s rozdélenim pravdépodobnosti py, . .., pn.
Entropii zdroje S definujeme jako primérnou informaci

Zpk (px) = Zpk log, pk

k=1

(suma se bere pouze pres ta k, pro ktera je px > 0).

Véta o kodovani bez Sumu pro zdroje bez paméti

Véta

Ma-li zdroj bez paméti entropii H, pak kazdé jednoznacné
dekddovatelné kédovani pro tento zdroj v abecedé o D
symbolech musi mit prumernou délku alespori H/log, D. Navic
existuje takové jednoznacné dekddovatelné kédovani, které ma
prumérnou délku slov mensi nebo rovnu 1 + H/log,D.



Komunikacni kanaly |

Nas model komunikace — "Cerna skrinka", ktera prijima
individualni symboly na vstupu a vytvari na kazdy vstupni
symbol néjaky vystupni symbol.



Komunikacni kanaly |

Nas model komunikace — "¢erna skfinka", ktera prijima
individualni symboly na vstupu a vytvari na kazdy vstupni
symbol néjaky vystupni symbol.

Definice
Diskrétni kanal bez paméti je charakterizovan vstupni
abecedou X1 = {ay,...,am}, vystupni abecedou

Yo ={by,...,bp} amatici P kandlu

P11 P12 ... ...  Pip- P1n
P21 P2 ... ... P2n—1 P2n
P= : : : :
Pm-11 Pm—12 .- .- Pm—1n—1 Pm-1n
Pm1 Pm2 ... ... Pmn-1 Pmn

zde p; = P(symbol b; je obdrZen|symbol a; je odeslan).



Komunikacni kanaly Il

Zpusob pouzivani kanalu je nasledujici: kazda posloupnost
(uy, Us, ..., uy) symboll ze vstupni abecedy ¥ 1 na vstupu se
prevede na posloupnost (vy, va, .. ., vy) téZe délky symboll z
vystupni abecedy ¥, na vystup tak, ze

P(vk:bj|uk:a,-):p,-j (1 <i<m1 gjgn),

a to nezavisle pro kazdeé k.
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Zpusob pouzivani kanalu je nasledujici: kazda posloupnost
(uy, Us, ..., uy) symboll ze vstupni abecedy ¥ 1 na vstupu se
prevede na posloupnost (vy, va, .. ., vy) téZe délky symboll z
vystupni abecedy ¥, na vystup tak, ze

P(vk:bj|uk:a,-):p,-j (1 <i<m1 gjgn),

a to nezavisle pro kazdeé k.

Implicitné je ve vySe uvedeném obsazeno, ze pro kazdé i,

1 <i< mplati
Zpij:1'
J



Komunikacni kanaly Il

Zpusob pouzivani kanalu je nasledujici: kazda posloupnost
(uy, Us, ..., uy) symboll ze vstupni abecedy ¥ 1 na vstupu se
prevede na posloupnost (vy, va, .. ., vy) téZe délky symboll z
vystupni abecedy ¥, na vystup tak, ze

Plvk =bjluk=a;)=p; (1<i<m1<j<n),
a to nezavisle pro kazdeé k.

Implicitné je ve vySe uvedeném obsazeno, ze pro kazdé i,

1 <i< mplati
Zpij:1'
J

Matice P s nezapornymi hodnotami takova, Zze soucet prvka v
kazdém fadku je roven 1, se nazyva stochasticka matice; v
teorii nahodnych procest mluvime o matici prechodu
markovského fetézce.



Komunikacni kanaly Il

vstup Vstup—bin. Bin.—bin. 5
— | Prevodnik Kodér hiEelllERel; —{
Komunikaéni
kanal
vystup | Bin.—vystup Bin.—bin. : J
Prevodnik Dty | LoeellklE)

Obrazek: Konkrétni sdelovaci systém.



Komunikacni kanaly Il

vstup Vstup—bin. Bin.—bin. Modulat
Prevodnik Kodér oduiator —{
Komunikacni|
kanal
vystup | Bin.—vystup Bin.—bin. 5 J
Prevodnik Datertr [Pt

Obrazek: Konkrétni sdelovaci systém.

Kodéry (pfevodniky) prfevadi znaky jedné abecedy na znaky
abecedy jiné. Modulator na vstupu pfijima jednotlivé znaky a ke
kazdému znaku vytvari proudovy impuls, ktery vstupuje do
kanalu.



Komunikacéni kanaly IV

Priklad
Binarni vypoustéci kanal ma vstupni abecedu 1 = {0, 1},
vystupni abecedu ¥, = {0,1,x} a matici P kanalu

1—¢ 0 ¢
P_< 0 1-¢ 5)'



Komunikacéni kanaly IV

Priklad
Binarni vypoustéci kanal ma vstupni abecedu 1 = {0, 1},
vystupni abecedu ¥, = {0,1,x} a matici P kanalu

1—¢ 0 €
P_< 0 1-¢ zs)' 420
N
Oe
Diagram odpovidajici tomuto kanalu ma tvar \‘:
; ® X
1e/



Komunikacéni kanaly IV

Priklad
Binarni vypoustéci kanal ma vstupni abecedu 1 = {0, 1},
vystupni abecedu ¥, = {0,1,x} a matici P kanalu

1—¢ 0 €
P_< 0 =g E>' /@00
N
Oe
Diagram odpovidajici tomuto kanalu ma tvar \‘:
To odpovida situaci, pro kterou ma kazdy e
symbol pravdépodobnost ¢, Ze se spatné /
pfenese a to na «. Ale jak 1 tak 0 nelze Ter
S

navzajem zameénit.



Kodovani a dekodovaci pravidla |

Kédovani a dekédovaci pravidla

Bud' dan kanal bez paméti se vstupni abecedou
Yy ={ay,...,am} avystupni abecedou ¥5 = {by, ..., by}.
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Kédovani a dekédovaci pravidla

Bud' dan kanal bez paméti se vstupni abecedou

Yy ={ay,...,am} avystupni abecedou ¥5 = {by, ..., by}.
Kdd délky n je libovolny systém C rtznych posloupnosti délky
n symboll ze 4.
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Bud' dan kanal bez paméti se vstupni abecedou

Yy ={ay,...,am} avystupni abecedou ¥5 = {by, ..., by}.
Kdd délky n je libovolny systém C rtznych posloupnosti délky
n symboll ze 4.

Prvky z C se nazyvaji kédova slova.
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Kédovani a dekédovaci pravidla

Bud' dan kanal bez paméti se vstupni abecedou

Yy ={ay,...,am} avystupni abecedou ¥5 = {by, ..., by}.
Kdd délky n je libovolny systém C rtznych posloupnosti délky
n symboll ze 4.

Prvky z C se nazyvaji kédova slova.

Je-li dan kod délky n s kédovymi slovy ¢4, ¢Co, ..., Cp,
dekddovaci pravidlo je libovolny rozklad mnoziny moznych
obdrzenych posloupnosti do disjunktnich mnozin

Ry, R, ..., Ry se ziejmou interpretaci toho, Ze je-li obdrzena
posloupnost y prvkem mnoziny R;, je y dekodovano jako
kodoveé slovo c;.



Kodovani a dekodovaci pravidla Il

Formalné vzato, pfedpokladame-li, ze kéd C neobsahuje napf.
symbol "?" jakoZto kdédové slovo, rozhodovaci (dekodovaci)
pravidlo pro kod C je funkce f: ¥ — C U {?}.
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Formalné vzato, pfedpokladame-li, ze kéd C neobsahuje napf.
symbol "?" jakoZto kdédové slovo, rozhodovaci (dekodovaci)
pravidlo pro kod C je funkce f: ¥ — C U {?}.

Aplikaci dekédovaciho pravidla nazyvame dekddovani.
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Formalné vzato, pfedpokladame-li, ze kéd C neobsahuje napf.
symbol "?" jakoZto kdédové slovo, rozhodovaci (dekodovaci)
pravidlo pro kod C je funkce f: ¥ — C U {?}.

Aplikaci dekédovaciho pravidla nazyvame dekddovani.

Je-liy (obdrzené) slovo v X7, pak rozhodovaci pravidlo
dekdduje y jakozto kédové slovo f(y) nebo v opacném piipadée
nahlasi dekddovaci chybu, jestlize f(y) =7?.



Kodovani a dekodovaci pravidla Il

Formalné vzato, pfedpokladame-li, ze kéd C neobsahuje napf.
symbol "?" jakoZto kdédové slovo, rozhodovaci (dekodovaci)
pravidlo pro kod C je funkce f: ¥ — C U {?}.

Aplikaci dekédovaciho pravidla nazyvame dekddovani.

Je-liy (obdrzené) slovo v X7, pak rozhodovaci pravidlo
dekdduje y jakozto kédové slovo f(y) nebo v opacném piipadée
nahlasi dekddovaci chybu, jestlize f(y) =7?.

Vybér dekbédovaciho pravidla je podstatny k Uspéchu kazdého
komunikacniho systému.



Kodovani a dekodovaci pravidla I
Hammingovo paradigma
Jsou-li x a 'y vektory z Fg, definujme Hammingovu

vzdalenost d(x,y) mezi x a y jako pocCet mist, ve
kterych se x a y lisi.
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Hammingovo paradigma

Jsou-li x a 'y vektory z Fg, definujme Hammingovu
vzdalenost d(x,y) mezi x a y jako pocCet mist, ve
kterych se x a y liSi. Minimalni vzdalenost kédu C
je Cislo

d= d(C) = min d(C,’, Cj),

kde je minimum brano pres vSechny navzajem
rizné dvojice kddovych slov z C.
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vzdalenost d(x,y) mezi x a y jako pocCet mist, ve
kterych se x a y liSi. Minimalni vzdalenost kédu C
je Cislo

d= d(C) = min d(C,’, Cj),

kde je minimum brano pres vSechny navzajem
riizné dvojice kédovych slov z C.

Ma-I kédovani minimalni vzdalenost d, mizeme jej
povazovat za rozmisténi navzajem disjunktnich
kouli o poloméru t = |(d — 1)/2] v Hammingové
prostoru Fg.
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Jsou-li x a 'y vektory z Fg, definujme Hammingovu
vzdalenost d(x,y) mezi x a y jako pocCet mist, ve
kterych se x a y liSi. Minimalni vzdalenost kédu C
je Cislo
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Takovyto
kod opravi
az t chyb.



Kodovani a dekodovaci pravidla I
Hammingovo paradigma

Jsou-li x a 'y vektory z Fg, definujme Hammingovu
vzdalenost d(x,y) mezi x a y jako pocCet mist, ve
kterych se x a y liSi. Minimalni vzdalenost kédu C
je Cislo

d= d(C) = min d(C,’, Cj),

kde je minimum brano pres vSechny navzajem
riizné dvojice kédovych slov z C.

Ma-I kédovani minimalni vzdalenost d, mizeme jej
povazovat za rozmisténi navzajem disjunktnich
kouli o poloméru t = |(d — 1)/2] v Hammingové
prostoru Fg.

Lze tedy pohlizet na teorii k6dovani jako na
kombinatorickou Ulohu o rozmisténi kouli husté a
efektivné v metrickych prostorech.

Takovyto
kod opravi
az t chyb.



Kodovani a dekodovaci pravidla 1V

Jaké jsou nejlepsi kédy?

Aq(n, d) = nejvétsi pocet vektorl délky n nad
abecedou s g pismeny tak, ze kazda dvé pismena
maji vzdalenost alespon d.
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Jaké jsou nejlepsi kédy?

Aq(n, d) = nejvétsi pocet vektorl délky n nad
abecedou s g pismeny tak, ze kazda dvé pismena
maji vzdalenost alespon d.
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Jaké jsou nejlepsi kédy?

Aq(n, d) = nejvétsi pocet vektorl délky n nad
abecedou s g pismeny tak, ze kazda dvé pismena
maji vzdalenost alespon d.

Sq(n, d) = objem Hammingovy sféry o poloméru d

ve vektorovéem prostoru n-tic nad abecedou s g
pismeny.




Kodovani a dekodovaci pravidla 1V

Jaké jsou nejlepsi kédy?

Aq(n, d) = nejvétsi pocet vektorl délky n nad
abecedou s g pismeny tak, ze kazda dvé pismena
maji vzdalenost alespon d.

Sq(n, d) = objem Hammingovy sféry o poloméru d

ve vektorovéem prostoru n-tic nad abecedou s g
pismeny.
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Kodovani a dekodovaci pravidla 1V

Jaké jsou nejlepsi kédy?

Aq(n, d) = nejvétsi pocet vektorl délky n nad
abecedou s g pismeny tak, ze kazda dvé pismena
maji vzdalenost alespon d.

Sq(n, d) = objem Hammingovy sféry o poloméru d

ve vektorovéem prostoru n-tic nad abecedou s g
pismeny.

Véta (Gilbert-Varshamova hranice)
qn qﬂ
AQ(”? d) > =
_1( n Sg(n,d — 1
= G CE

E.N. Gilbert, A comparison of signaling alphabets, Bell
Systems Technical Journal, October 1952.




Kédovani a dekddovaci pravidla IV

Dukaz Gilbert-Varshamovy hranice
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Dukaz Gilbert-Varshamovy hranice

Fixujme libovolny vektor x z dané mnoziny vektor(, pridejme jej
do konstruovaného kédovani a odstrafime z dané mnoziny
Hammingovu sféru o stfedu x a polomeéru d — 1.
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Fixujme libovolny vektor x z dané mnoziny vektor(, pridejme jej
do konstruovaného kédovani a odstrafime z dané mnoziny
Hammingovu sféru o stfedu x a polomeéru d — 1.

Postup opakujme.



Kédovani a dekddovaci pravidla IV
Dikaz Gilbert-Varshamovy hranice

Fixujme libovolny vektor x z dané mnoziny vektor(, pridejme jej
do konstruovaného kédovani a odstrafime z dané mnoziny
Hammingovu sféru o stfedu x a polomeéru d — 1.

Postup opakujme.
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Jestlize po M krocich nic v dané mnoziné nezlstane, nutné M
sfér se stredy, jez jsou kddova slova, pokryva cely prostor Fg.



Kodovani a dekodovaci pravidla 1V
Dukaz Gilbert-Varshamovy hranice

Fixujme libovolny vektor x z dané mnoziny vektor(, pridejme jej
do konstruovaného kédovani a odstrafime z dané mnoziny
Hammingovu sféru o stfedu x a polomeéru d — 1.

Postup opakujme.

¢ |6

Jestlize po M krocich nic v dané mnoziné nezlstane, nutné M
sfér se stredy, jez jsou kddova slova, pokryva cely prostor Fg.

Nutné tedy M > 9- ( Z )(q —1)k>qg".



Kédovani a dekdédovaci pravidla V

Hammingova hranice a perfektni kédy
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Hammingova hranice a perfektni kédy

qn
Sq(n, 26)

qn
< <
< Ag(n,2e+1) < 5.0, 9)



Kédovani a dekdédovaci pravidla V

Hammingova hranice a perfektni kody

qn qn
— < 2 1) <
Sq(n, 2e) < Aq(m2e+1)

~ S4(n,e)
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Hammingova hranice a perfektni kédy

qn qn
—— < <
S,(n.26) = Ag(n,2e +1)

~ S4(n,e)

Idealni situace z ekonomického pohledu je najit kod C nad Fg
tak, Ze pro jisté kladné t > 0 jsou vSechny prvky z F3 obsazeny
v disjunktnim sjednoceni kouli, jejichz stfedy jsou navzajem
rlizna kédova slova. Takovy kod se pak nazyva perfektni.
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Hammingova hranice a perfektni kédy

qn qn
— < <
San.2e) = M2e TN = g ()

Idealni situace z ekonomického pohledu je najit kod C nad Fg
tak, Ze pro jisté kladné t > 0 jsou vSechny prvky z F3 obsazeny
v disjunktnim sjednoceni kouli, jejichz stfedy jsou navzajem
riizna kédova slova. Takovy kéd se pak nazyva perfekini.
Priklady perfektniho kédu:
1. kazdy koéd s pravé jednim

kédovym slovem,
2. kazdy binarni kéd s prave

dvéma slovy lichych délek,

napf.00...0a11...1.

Trivialni perfektni kody
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Hammingova hranice a perfektni kédy

qn qn
— < <
San.2e) = M2e TN = g ()

Idealni situace z ekonomického pohledu je najit kod C nad Fg
tak, Ze pro jisté kladné t > 0 jsou vSechny prvky z F3 obsazeny
v disjunktnim sjednoceni kouli, jejichz stfedy jsou navzajem
riizna kédova slova. Takovy kéd se pak nazyva perfekini.
Priklady perfektniho kédu:

1. k:flzdy Ikod S prave jednim 3. (n,n — m,3) Hammingovy
kédovym slovem, , m
ket binarni K _ kédy pron=2M —1,

& a%dy bmaml. oc:] > prgve 4. (28,12,7) binarni Golayiv
dvéma slovy lichych délek, kod

napf.00...0a11...1.

Trividin perfekinf kédy Netrivialni perfektni kody
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Singletonova hranice a MDS kody
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Kodovani a dekodovaci pravidla VI

Singletonova hranice a MDS kody

Seznam vSech kédovych slov
1
” 8 8 I8 d -1

}nfdJrl

Kdédy, pro které nastane v Singletonové hranici rovnost, se
nazyvaji MDS kody (maximum distance separable).

Priklady MDS kodu

» Reed-Solomonovy kédy a zobecnéné Reed-Solomonovy
kody

Aq(n, d) < qn—d+1
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Kédovani a dekdédovaci pravidla VI
Konstrukce Reed-Solomonovych kédu

Popiseme kédovani pomoci kédovaciho predpisu € : Fg — F{.
Zafixujme prirozena Cisla k < n < g a n rdznych prvku
X1,...,Xn € Fq. Pak z k informacnich symbold obdrZzime n
koédovych slov.

o, U1, ..., Ug—1

4

fu(X) = ug+u X+ ---+ ll/\—qufl

4

1= fu(:"'l)/ Cy = ,fu('\'l)r cee,Cn = fri(-"u)

4

(c1,¢2,+ 4+, Cn)



Kodovani a dekodovaci pravidla VI
Konstrukce Reed-Solomonovych kédu

Popiseme kédovani pomoci kédovaciho predpisu € : Fg — F{.

Zafixujme prirozena Cisla k < n < g a n rdznych prvku
X1,...,Xn € Fq. Pak z k informacnich symbold obdrZzime n

koédovych slov.

o, U, ..., g1

fu(X) = ug+u X+ ---+ 1 X1
c1 = fu(x1), c2 = fu(x2), -+, cu = fulxn)

(c1,¢2,+ 4+, Cn)

Reed-Solomonovy kddy jsou linearni. Maji pomér R = k/n a
vzdalenost d = n — k + 1, ktera je nejlepSi mozna (MDS).
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Algebraické dekodovani Reed-Solomonovych kodu

» Kazdé kddové slovo Reed-Solomonova kodu Cq(n, k)
sestava z néjakych n hodnot polynomu f(X), ktery je
stupné < k. Tento polynom muzeme jednoznacné zpétné
urcit interpolaci jeho libovolnych k funkénich hodnot.

» Tedy Reed-Solomoniv koéd Cq4(n, k) muze opravit az
(n—k)/2 = (d—1)/2 chyb.

Lo

Error—locator polynomial




Kdédovani a dekddovaci pravidla VIII

Algebraické dekodovani Reed-Solomonovych kodu

» Kazdé kddové slovo Reed-Solomonova kodu Cq(n, k)
sestava z néjakych n hodnot polynomu f(X), ktery je
stupné < k. Tento polynom muzeme jednoznacné zpétné
urcit interpolaci jeho libovolnych k funkénich hodnot.

» Tedy Reed-Solomoniv koéd Cq4(n, k) muze opravit az

(n—k)/2 = (d—1)/2 chyb.

» Berlekamp-Masseyho algoritmus je velmi efektivni zpisob
pro takovéto dekodovani.

Error—locator polynomial




Kodovani a dekodovaci pravidla IX

Algebraické soft-decision dekodovani
Reed-Solomonovych kédu



Derekamp-Welch
Gurswami-Sudan

GND.
Soft-decoding (L 32)
Soft-decoding (L= ]
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