Domaci ukol z 28. tinora 2013

Definice. Nechf P je komutativni pologrupa, G' komutativni grupa a
n : P — G homomorfismus. Grupu G (spolu s homomorfismem 7) nazveme
Grothendickovou grupou pologrupy P, jestlize pro kazdou grupu H a kazdy
homomorfismus ¢ : P — H existuje pravé jeden homomorfismus ¢ : G — H
takovy, ze 1 on = .

Existenci Grothendickovy grupy pro libovolnou komutativni pologrupu
dokézeme konstrukci. Necht je tedy dédna libovolnd komutativni pologrupa
(P,+). Na kartézském soucinu P x P zavedme relaci = takto:

p,e)=0.¢) & FHePpt+tqd+t=p+q+t.

Vcelku snadno se ukéze, ze je = relaci ekvivalence na P: ihned je vidét, zZe je
to relace reflexivni a symetricka. Pro dikaz tranzitivnosti predpokladejme,
ze (p,q) = (p/,q') a soucasné (p',q¢") = (p”,q"). Pak existuji ¢,t' € P tak, ze
p+q +t = p'+q+t, p'+¢"+t = p"+¢' +t'. Dohromady p+q¢”+(p'+¢ +t+t') =
P'+q+ @ +qd +t+1t), atedy (p,q) = (p”,q"). Necht G je rozklad P
podle této ekvivalence, tj. G := (P x P)/=, tfidu rozkladu obsahujici dvojici
(p,q) € P x P budeme znadit [p, q] € G.

1. Chceme zavést operaci + na G, a to pfedpisem

[p,ql + [r,t] :==[p+7,q+1]

pro libovolné p,q,r,t € P. Ovérte, ze tento predpis definuje korektné
operaci na G a ze (G, +) tvofi komutativni grupu.

2. Zavedme zobrazeni ) : P — G piedpisem n(p) = [p + p, p|] pro kazdé
p € P. Dokazte, ze 1 je homomorfismus pologrup.

3. Necht (H,+) je grupa (nemusi ani byt komutativni) a ¢ : P — H je
homomorfismus pologrup. Ukazte, Ze existuje jediny homorfismus grup
Y : G — H spliujici ¢ on = ¢. [Ndvod: wvédomte si, Ze pro kazdé
p,q € P plati [p,q] = n(p) + (—n(q)) v G. Proto jedind moznost, jak
definovat ¢ spliiugici ¢ on = ¢ je ¥([p,q]) = o(p) + (—p(q)). Ovéite
tedy, Ze takto definované v je homomorfismus grup./



