Domaci kol z 11. dubna 2013

1. Zvolme pevné r € N, r > 1 a definujme pro kazdé n € N

") 1, jestlize r { n,
a =
" 1—r, jestlize r | n.

Dokazte, ze Dirichletova rada

fols) =) al)-n
n=1

konverguje v poloroviné Re(s) > 0 k holomorfni funkci.

[Navod: uzijte Proposition 9 a 6.]

2. Dokazte, ze v poloroviné Re(s) > 1 pro Riemannovu (-funkei plati

C(s) =@ =r") 7" fils), (1)

coz definuje analytické prodlouzeni Riemannovy (-funkce na polorovinu
Re(s) > 0. Podle véty o jednoznacnosti (viz napt. skripta Kalas: Ana-
lyza v komplexnim oboru, str. 99) jsou tato prodlouzeni pro vSechna
r > 1 stejna.

3. Uzitim pfedchozi rovnosti (1) pro r = 2 a r = 3 ukaite, Ze analytické
prodlouzeni Riemannovy (-funkce na poloroviné Re(s) > 0 miZze mit
pol jediné pro s = 1.

[Navod: uziteéné je zjistit, pro kterd s € C plati 2!7* = 1 a soucasné
3175 =1

4. Vypoctem limity lim,_ 1+ ((s) pro redlnd s jdouci k 1 zprava ukazte, Ze
((s) ma v s = 1 singularitu, z rovnosti (1) odvodte, Ze jde o jednoduchy
pol.

[Navod: zkoumejte limitu lim,_,1(s—1)((s) pomoci rovnosti (1), mtizete
uzit L’Hospitalovo pravidlo (viz nap¥. zminiovana skripta, str. 114).]



