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TEMATICKE OKRUHY Z DIDAKTIKY MATEMATIKY

1. Ciselné obory

Vylozte vyvoj predstav o ¢islech u zakt od prvni t¥idy po ma-
turitu. Popiste zapisovani realnych cisel v desitkové soustave
(véetné rozdilti v zapisech raciondlnich a iracionalnich ¢isel) a
znazornovani ¢isel na ¢iselné ose. Uvedte zékladni vlastnosti arit-
metickych operaci s cisly, usporadani cisel pomoci nerovnosti,
pravidla zaokrouhlovani, vlastnosti délitelnosti v oboru celych
Cisel a kritéria délitelnosti vybranymi pfirozenymi ¢isly. Objas-
néte zavedeni mocnin ¢isel s prirozenym a celym exponentem.

2. Zaklady matematické logiky
Objasnéte vyznam pojmui vyrok a vyrokova forma, kvantifika-
torll a spojovani vyroka pomoci logickych spojek a pravidla pro
jejich negace. Uvedte zdkladni typy matematickych dikazu a vy-
svétlete pojmy opacna a obménénd implikace.

3. Linearni rovnice a nerovnice s jednou neznamou
Vylozte postup ekvivalentnich tprav vedouci k feseni linedrnich
rovnic a nerovnic. Reste piiklady takovych rovnic a nerovnic
se zlomky, s zévorkami a s nezndmou ve jmenovateli. Reste
rovnéz soustavy linearnich nerovnic plynouci z diskuse o moznych
znaménkach ciniteld nerovnic v souc¢inovém a podilovém tvaru.

Pro pripad vice ¢initeld vysvétlete metodu nulovych bodi.
Priklady:
o . 2 3 8

A. V oboru R feSte nerovnici (a: — §) : (5 — x) + 3 <0.

(3 —2x)(2x+ 1) >0,
x2(z2—-1) —

4. Kvadratické rovnice a vztahy mezi jejimi kofeny a
koeficienty
Reste pamétnym rozkladem kvadratické rovnice s malymi ce-
lo¢iselnymi kofeny. Odvodte vzorec pro feSeni obecné rovnice
metodou doplnéni na ¢tverec. Objasnéte vyznam diskriminantu.
Uvedte a dokazte Viétovy vzorce.
Priklady:
A. Ukazte, ze jeden kofen rovnice (1 + v/3)x? — 2(2 4+ v/3)z +
+ 34+ /3 = 0 je pfirozené &islo, zatimco druhy kofen je druhé
odmocnina z prirozeného cisla.
B. Urcete celé &islo k tak, aby rovnice 422+ (8k—4)z+4k+13 = 0
méla v oboru readlnych cisel dva rizné kofeny a soucet jejich
druhych mocnin byl co nejmensi.

B. V oboru R feSte nerovnici




C. Urcete, pro ktera ¢isla p € R ma rovnice 2- (z —p)? = 14— px
v oboru realnych cisel takové dva rtizné koteny, ze trojnasobek
jejich souctu je mensi nez dvojnasobek jejich soucinu.

D. Pro ktera p € R ma rovnice 22 — 8z — 5 = p? — 9p v oboru R
dva razné koreny, které lze oznacit 1 a o v takovém poradi, ze
plati zo + 221 = 117

. Kvadratické nerovnice

Reste kvadratické nerovnice s kladnym diskriminantem meto-
dou rozkladu na kofenové cinitele, vysvétlete pripad zaporného
diskriminantu (metodou doplnéni na ¢tverec). Podejte geomet-
rickou interpretaci feSeni ivahou o grafu kvadratické funkce.
Priklady:

A. V oboru R feste nerovnici 10 < E — 4 .

r—2 r -3

B. V oboru R feste nerovnici |22 +2pz+1| > 1, kde p je redlny
parametr, pro ktery plati a) p > v/2, b) p € (0,1).

C. V oboru R vyfeste nerovnici 3|z| + /7 (12 + 42 — 22) <
< 2(z+6).

. Rovnice a nerovnice s absolutni hodnotou

Uvedte zakladni vlastnosti absolutni hodnoty véetné vyznamu
|a — b| na ¢iselné ose. Na piikladech vylozte zakladni pFistupy
k FeSeni rovnic a nerovnic s absolutni hodnotou (diskuse o zna-
ménkach vyrazii v absolutni hodnoté, metoda nulovych bodi,
odstranéni absolutni hodnoty umocnénim).

Priklady:

A. V oboru R feste nerovnici . 4' >z + 4.

B. Nerovnici ||z — 1| — 4] <3 feSte v oboru R.

C. V oboru R reste nerovnici 8-z <1

12— |22 — 62— 4| —

. Rovnice a nerovnice s odmocninami

Popiste zakladni metody Teseni rovnic a nerovnic, objasnéte pro-
blematiku jejich umocnovéani. Na ptikladech nerovnic s odmocni-
nami zduraznéte, proc¢ je pred umocnénim obou stran nezbytna
diskuse o jejich znaménkach. Podtrhnéte vyznam predbézného
urcovani defini¢nich obort feSenych rovnic a nerovnic. Uvedte
téz rovnice na uziti substituce a nasobeni sdruzenym vyrazem
(skripta MU: Herman, Kudera, Simsa, Metody feseni matema-
tickych tloh I, kap. 1, § 6).

Priklady:

A. Stanovte defini¢ni obor a pak vyfeste rovnici v/xz\/x — x +

+ VT ==z



B. V oboru R feste nerovnici  2x + /3 — 22 — 22 > 0.
C. V oboru R feste nerovnici \/z + vz + 2 < 2.
43 (1—+2z-2)
2—Vr—1

E. Stanovte definiéni obor nerovnice 2-+/21 + 4z — 22 4 |5z —
— 1| > 32+ 17 a pak ji vyfeste. Pomficka: 1722 + 60x + 43 =
= (z+ 1)(17z + 43).

F. Naleznéte definiéni obor nerovnice v/4z — /19 — 3z < 3v/2

a pak ji vyfeste. Podetni pomiticka: plati rozklad 16z2 — 141z +
+ 305 = (x — 5)(16x — 61).

. Soustavy linearnich rovnic
Soustavy dvou a tii linedrnich rovnic reste dosazovaci a sluc¢ovaci
metodou, popiste priklady, kdy feseni takové soustavy neexistuje
nebo neni jediné.
Priklady:
A. Zasoba mouky ve skladu jidelny se vycerpa o 4 dny dfive,
jestlize se pocet stravnikt zvysi o 40, vystaci vsak o 6 dni déle,
snizi-li se pocet stravniki o 40. Kolik je ptvodné stravniki
v jidelné?
B. Najdéte vSechna feSeni soustavy rovnic:

x+1+ Y x—|—1_3‘ Y :1.

Tty xT—yY

< 0.

D. V oboru R feSte nerovnici

3
== 2.
2 r+y r—y 2
. Rovnice, nerovnice a soustavy rovnic s parametry
U linearnich a kvadratickych rovnic a nerovnic s koeficienty
zavislymi na paramtrech vysvétlete obecné, jaké komplikace tato
zavislost pfinasi a vynucuje diskusi o tvaru a poctu feseni.
Priklady:
Pismena a, b, p, ¢ znaci redlné parametry.

A. V oboru R feste

a) rovnici TP + 2 g 2, b) nerovnici —— 3P
r—q T—9p r—p—3

B. Pro ktera a je aspon jedno feSeni nerovnice 2z —3 > a rovnéz

feSenim nerovnice x — a < 37

C. V oboru R feste rovnici |2z + 3| + |22 — 3| = az + 6.

D. V oboru R feste soustavu s nezndmymi z, y (a # 0):

< 0.

E—sz:a, a:1:+g:1.
E. Urcete, pro lgteré a, b maji obé goustavy rovnic
ar +2y=5b+1 20 +y =a’® + 2
{ r+y=3 {x+3y:3

stejné mnoziny feseni.
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F. Zjistéte, pro kterd p ma rovnice
plz?+1)—3=x-(z—2p)
v oboru R dva rtzné koreny. Pro které z nalezenych hodnot p jsou
oba tyto kotfeny a) kladné, b) zaporné, c) opacénych znamének?
Lx2 b b b

G. V oboru R feste rovnici — + —- = — + —

a2 a a?
H. Pro kterd p méa rovnice |pr? — x| = 1 prave tfi feseni?

, kde a,b # 0.

I. V oboru R feste rovnici |72 — p| = (p — 1)x.
2
< . <(a+1)% kde a > 0.

K. Reste rovnici vz +2 — vz —a+2=1.

L. V oboru R uvazujme rovnici 2z ++/4x? + 4x — p = p. Nejprve
urcete, jak (v zavislosti na p) vypadé defini¢ni obor dané rovnice.
Rovnici pak vyfeste disledkovymi tpravami a poté provedte
zkousku. Diskusi o tvaru a poctu reseni zapiste do tabulky.

J. V oboru R fesSte nerovnici

Uhly v kruznicich a mocnosti bod

Odvodte vlastnosti stiedovych, obvodovych, tsekovych thla a
vyuzijte je pti konstrukcich trojihelniki. Zformulujte a dokazte
tvrzeni o mocnosti bodu ke kruznici.

Priklady:
A. V libovolném ostrotthlém trojihelniku ABC oznacme S stied

kruznice opsané a P patu vysky z vrcholu A. Dokazte, ze uhly
BAP a SAC jsou shodné.

B. Kruznice ki(S1,71) a ka(Sa,r2) se protinaji v bodech K a
L. Vyberme libovolné body X € k1 a Y € ky tak, aby bod K

byl vnitinim bodem tsecky XY. Zdivodnéte, pro¢ velikost thlu
X LY nezavisi na vybéru boda X a Y.

C. V jedné z polorovin s danou hrani¢ni pfimkou p je dana
kruznice k a na ni dva rtizné body P a (). Sestrojte rovnoramenny
trojuhelnik ABC' tak, aby jeho zakladna AB lezela na ptfimce p,
vrchol C' na kruznici k£, bod P na rameni AC a bod () na rameni
BC.

D. V roviné jsou dany body S, K, L nelezici na jedné primce.
Sestrojte rovnostranny trojuhelnik ABC tak, aby bod S byl
sttedem strany AB, bod K vnitinim bodem strany AC' a bod L
vnitinim bodem strany BC'. Provedte rozbor, popiste konstrukci
a zdivodnéte, pro¢ mé uloha nejvyse jedno feseni.

E. V roviné je déna kruznice k(S,5cm) a bod M tak, zZe
|SM| = T7cm. Bodem M prochazi piimka p, kterd na kruznici k
vytind tétivu AB délky 2cm. Vypoctéte |[MA| a |MB|.
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Podobnost trojuhelniki, Euklidovy véty

Vyslovte véty, podle kterych rozhodujeme o podobnosti trojuhel-
nikt. Pak vyuzijte podobné pravoiihlé trojuhelniky k dikazim
Euklidovych vét o odvésné a o vysce.

Priklady:

A. Je déna kruznice k(S,r), jeji primér AB a tecna t v bodé A.
Vypoctéte polomér R té kruznice k1 (O, R), kterd prochézi bo-
dem B, dotyké se pfimky ¢ a ma stfed O na kruznici k. Navod:
Uzijte jednu z Euklidovych vét k trojuhelniku ABO.

B. Pro libovolny pravouhly trojuhelnik ABC' odvodte vzorce,
podle kterych se vypoctou délky odvésny b a prepony ¢ pomoci
délky odvésny a a vysky v..

Konstrukéni ulohy resené uzitim mnozin bodu dané
vlastnosti

Popiste situace, kdy pfimky a kruznice (pfipadné jejich ¢ésti)
tvoii mnoziny bodd vyznamnych vlastnosti. Tyto mnoziny pak
vyuzijte pri feSeni konstrukénich tloh. Jaké etapy ma mit postup
jejich tplného feseni?

Priklady:

A. Sestrojte trojuhelnik ABC, je-li dana délka a strany BC),
velikost vy, vysSky BBy a délka t. téznice C'C. Urcete pocet feSeni
v pripadé, kdy pro dané tidaje plati nerovnosti t. > %a > %vb.
B. Sestrojte trojuhelnik ABC, znate-li jeho vnitini tihel 3, jeho
vysku v, a rozdil d = b —a > 0 délek jeho stran a a b. Navod:
Pfi rozboru tlohy prodluzte stranu BC' za vrchol B.

C. Sestrojte trojuhelnik ABC, je-li ddno a + b, ¢ a v,. Zapiste
rozbor, popis konstrukce a provedte diskusi o poc¢tu feSeni.

D. Uvnitt pasu omezeného danymi dvéma rovnobézkami a, b jsou
dany dva rizné body M a N. Sestrojte rovnobézky m a n tak,
aby M € m, N € n a aby prtseciky pfimek a, b, m, n tvorily
vrcholy kosoctverce. ZapiSte rozbor, popis konstrukce a provedte
diskusi o poctu reseni.

E. V roviné je dan pravy tthel X VY, jeho vnitini bod @) a tisecka
délky d. Sestrojte bod A na rameni VX a bod B na rameni VY
tak, aby tusecka AB méla danou délku d a aby thel AQB byl
pravy. (Navod: Uvazte, v jakych geometrickych mistech lezi stied
S tsecky AB.)

Uziti shodnych zobrazeni v konstrukénich tlohach

Popiste obecné vlastnosti shodnych zobrazeni roviny a poté spe-
cifické vlastnosti jednotlivych druhti: osové a stiedové soumér-
nosti, otoceni a posunuti. Vyberte né€kolik typickych tloh, pfi
jejichz reseni se vyuzivaji jednotlivé druhy shodnych zobrazeni.



Priklady:

A. Ve vngjsi oblasti kruznice k se stfedem S je dan bod A.
Sestrojte primku p, kterd prochazi bodem A a protina kruznici k
v nékterych bodech X a Y tak, ze trojuhelnik SXY ma nejvétsi
mozny obsah. (Reste pomoci otocent.)

B. V roviné je dana primka p a mimo ni bod C. Kromé toho
je dana usecka délky d a thel velikosti w. Popiste konstrukci
trojuhelniku ABC, jehoz vnitini tthel u vrcholu C' ma velikost w
a jehoz strana AB lezi na pfimce p a ma délku d.

C. Jsou dany usecky délek a, b, c. Umistéte je v roviné tak, aby
vSechny tfi mély spolecny krajni bod a aby jejich druhé krajni
body lezely v jedné primce tak, Ze krajni bod usecky délky b
je stejné vzdalen od krajnich bodt tsecek délek a a c. Zapiste
rozbor, popis konstrukce a diskusi o poc¢tu feseni této nepolohové
ulohy.

D. Sestrojte pravouhly trojihelnik ABC', znate-li délku ¢ jeho
prepony AB a velikost t, jeho téznice AA;.

E. Dané dvé kruznice ki a ko se protinaji ve dvou bodech.
Jeden z nich je oznacen pismenem 7. Sestrojte rovnostranny
trojuhelnik ABC' tak, aby bod T byl jeho tézistém, vrchol A
lezel na kruznici k1 a vrchol B na kruznici k.

F. Uvnitt kruznice k o stfedu S jsou dany dalsi dva body K a L,
pritom tthel K'SL neni pravy. Sestrojte dvé shodné a navzijem
kolmé tétivy kruznice k tak, aby na prvni z nich lezel bod K a na
druhé bod L. Provedte rozbor, popiste konstrukci a zdivodnéte,
kolik mé zadan4 tiloha Teseni.

G. V roviné je dan ostry tthel XVY a jeho dva rtzné vnitini
body C a T'. Sestrojte trojuhelnik ABC' s tézistém T tak, aby
vrchol A lezel na rameni V X a vrchol B na rameni VY. Zapiste
rozbor tlohy a presny postup konstrukce.

H. V roviné je déna kruznice k a dva body A, B lezici vné kruhu
omezeného kruznici k. Sestrojte jeji primér KL tak, aby krajni
bod K mél od bodu A stejnou vzdalenost jako krajni bod L od
bodu B. Zapiste rozbor tlohy, postup konstrukce a urcete, kolik
miize mit Gloha feseni, pfitom pro kazdy mozny pocet feSeni
nacrtnéte obrazek prislusné situace. (Navod: vyuzijte vhodnou
stfedovou soumérnost. )

I. V roviné je ddna kruznice k(S,r), pfimka p a tsecka délky
a < 2r. Sestrojte c¢tverec ABCD o strané délky a, jehoz vrcholy
A, B lezi na kruznici k a vrchol C na pfimce p. Zapiste rozbor,
presny postup konstrukce a nacrtnéte situaci, kdy ma tuloha
nejvétsi mozny pocet feseni.
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Stejnolehlost a jeji uziti v konstrukénich tlohach
Objasnéte definici stejnolehlosti jako zobrazeni a uvedte jeji
vlastnosti. Piiklady dolozte vyuziti stejnolehlosti pfi feseni kon-
struk¢nich uloh.

Priklady:

A. Jsou déany dvé soustfedné kruznice k1(S,3cm), k2(S,2cm)
a bod A vzdaleny 4cm od stifedu S obou kruznic. Popiste
konstrukci rovnostranného trojuhelniku ABC, jehoz vrchol B
lezi na kruznici ki, zatimco stfed K jeho strany AC' lezi na
kruznici ks. Navod: Pfi rozboru dlohy uvazte, kde lezi stied L
strany AB hledaného trojihelniku ABC', kromé stejnolehlosti
vyuzijte i otoceni.

B. Na kruznici k jsou dany tfi rtizné body A, B, C'. Na tom
oblouku BC' kruznice k, na kterém nelezi bod A, sestrojte
bod X tak, aby tétiva BC' rozdélila tétivu AX na dvé usecky
stejné délky. Provedte rozbor, popiste konstrukeci a zjistéte mozné
pocty FeSeni (dolozte je nacrtky pfislusnych situaci). (Misto
stejnolehlosti lze vyuzit i Thaletovu kruznici.)

C. V daném c¢tverci ABCD oznacme FE stied strany CD.
Sestrojte rovnostranny trojuhelnik K LM tak, aby bod K lezel
na strané AB, bod L na strané BC', bod M na strané AD a aby
usecky KM a BE byly rovnobézné.

D. Je dan ostrotuhly trojuhelnik ABC' a vnitini bod K jeho
strany AB. Na strané AC' sestrojte bod X a na strané BC bod
Y tak, aby lomena ¢ira C' XY K byla slozena ze tii shodnych
usecek.

Funkce s linearnimi vyrazy v absolutni hodnoté

Na konkrétnich ptikladech vysvétlete postup, jak sestrojit graf
funkce s linedrnimi vyrazy v absolutni hodnoté. Ukazte, jak 1ze
téchto ptikladd vyuzit pri procvicovani zakladnich charakteristik
funkei (omezenost, monoténnost, extrémy).

Priklady:

A. Sestrojte graf funkce f: y = |1 —z| — 3|z +2| a's jeho pomoci
urcete pocet feseni rovnice |1 — x| — 3|z + 2| = p v zdvislosti na
realném parametru p.

Kvadratické funkce

Vylozte, jak metodou doplnéni na ¢tverec ziskat idaje potfebné
k sestrojeni grafu kvadratické funkce a popiste jeji vlastnosti
(obor hodnot, extrém, monoténnost). Uvedte piiklad uziti grafu
kvadratické funkce pii feSeni rovnic nebo nerovnic. Vyklad
doplnte ukazkami graft ,kvadratickych“ funkci, jejichz vzorce
obsahuji ¢leny v absolutni hodnoté.
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Priklady:

Grafy funkci f1:y = 22 +4x +q a fo: y = ax?® + 2bx + 5 jsou
paraboly soumérné sdruzené podle osy s rovnici y = 1. Urcete
neznama cisla a, b, q.

Linearni lomena funkce

Definujte funkci nepfima tmeérnost a popiste jeji graf a vlast-
nosti. Pak zavedte vzorcem linearné lomenou funkci a popiste
zpusob urceni jejiho grafu pomoci posunuti grafu nepfimé timeér-
nosti. Priklad doplite ukazkami grafi funkci urcenych lomenymi
vyrazy se Cleny v absolutni hodnoté.

Priklady:

A. V roviné z kartézskou soustavou souradnici znazornéte mno-
zinu v8ech bodu P[z,yl, jejichz soufadnice vyhovuji rovnici
2 — 3y + xy = 2. Které body z této mnoziny maji obé sou-
fadnice celociselné?

Mocniny s racionalnim exponentem

Vysvétlete, kdy a jak je definovana n-t4 odmocnina z daného
realného c¢isla i n-t4 odmocnina jako funkce. Poté prejdéte
k mocninam, jejichz exponenty jsou raciondlni ¢isla s dirazem na
nezéavislost vybéru zlomku, ktery dané ¢islo reprezentuje. Uvedte
pravidla o pocitani s mocninami. Popiste, jaké predstavy by méli
mit zaci o mocniné s iraciondlnim exponentem.

Priklady:

A. Pro ktera cela é&isla k je rozdil 4 — —1

V3 6+kV3
B. Upravte vyraz (y/a- Va2 - Va3) : ( Vall).

racionalni ¢islo?

Exponencialni funkce, rovnice a nerovnice

Popiste vlastnosti exponencialni funkce (v zévislosti na jejim
zakladu) a nacrtnéte jeji graf. Vyberte a feste obvyklé druhy
exponencialnich rovnic a nerovnic.

Priklady:

A. V oboru R Feste rovnici 43 V#=3 = 4.272%,

B. V oboru R feste nerovnici  (|o2 — 13| +3)1#=21=5 > 15l2—2I=5,
C. V oboru R feste nerovnici |4 — 9| < |2* — 3| + 6.

Logaritmicka funkce, rovnice a nerovnice

Popiste vlastnosti logaritmické funkce (v zavislosti na jejim
zékladu) a nacrtnéte jeji graf. Vyberte a feste obvyklé druhy
logaritmickych rovnic a nerovnic.



21.

22,

Priklady:

A. V oboru R feste nerovnici log, z < lo&%.

B. V oboru R feste nerovnici

logs_Tx(:L’ +18) <1 —log_s_(4a +23).

C. V oboru R feste nerovnici log, 55—z |8 — 22| > 0.

D. V oboru R Feste nerovnici vV zlogz V& > 2.
E. V oboru R feste nerovnici (/z)! 7108057 > 8.

F. V oboru R feste nerovnici /log,= (1+ $x) < 1.

5lz| + 11z + 2
3 >

G. Urcete defini¢ni obor nerovnice log, , 1
pak ji vyfteste.

5log, 3
log,, V/3z2

jako sjednoceni intervalii a pak danou rovnici vyreste.

H. Defini¢ni obor rovnice log, 27 — =1 vyjadrete

I. Pro které hodnoty realného parametru p ma rovnice
z +log1 (97 — p) = 0 pravé dvé feSeni v oboru redlnych cisel?

J. Stanovte defini¢ni obor a pak vyfeste nerovnici

5
log 2 (2_33 - 1) > 2. kde &slo p je kladng realng parametr.
=\ 2p

Goniometrické funkce a jejich zakladni vlastnosti
Vysvétlete zptsob zavedeni funkci sinus, kosinus a tangens
v oboru realnych ¢isel. Uvedte ty jejich vlastnosti, které jsou
geometricky nazorné, a doplite je ukazkami typickych uloh
(véetné uloh na sestrojeni grafi).

Priklady:

A. Urcete pocet Feseni rovnice |sin2z| = p v intervalu realnych
Cisel x € (—4m, 11m) v zavislosti na redlném parametru p.

Vzorce pro goniometrické funkce a jejich uziti

Z jednoho souctového vzorce (ktery nemusite dokazovat) odvodte
ostatni souctové a rozdilové vzorce. Dale odvodte vzorce pro
dvojnasobny a polovicni argument. Podobné z jednoho vzorce
pro soucet odvodte ostatni vzorce pro soucet a rozdil. Posuzované
vzorce uplatnéte pii reseni konkrétnich tuloh.

Priklady:

A. V trojihelniku ABC o obvodu 10cm plati cosa = % a
cos 3 = g. Ukazte, ze délky a, b, ¢ stran tohoto trojihelniku
jsou (v cm) vyjadieny racionélnimi ¢isly a tato ¢isla urcete.

10



23.

24.

25.

B. Ze souctovych vzorci pro goniometrické funkce nebo pomoci
Moivreovy véty odvodte vzorec sin 3t = 3sint — 4 sin® t. Vyuzijte
ho pak k fesSeni rovnice sin 6x = 2 sin 2x.

Sinova véta a jeji uziti

Odvodte sinovou vétu jednak pres vysku trojuhelniku, jednak
pres stfedovy a obvodovy tihel v kruznici trojuhelniku opsané.
Uvedte typické priklady na vypocet pomoci sinové véty.
Priklady:

A. V daném trojihelniku ABC' pii obvyklém oznaceni stran a
vnitfnich ahlt platia : b =2:3 a a : § =1 : 2. Zjistéte, zda
rovnéz pomeér a : ¢ je pomérem dvou celych ¢isel (v kladném
ptipadé tato ¢isla najdéte).

B. Uzitim sinové véty dokazte tzv. tangentovou vétu pro obecny
trojuhelnik ABC, ktera je pfi obvyklém oznaceni jeho prvki
vyjadiena tmérou (a —b) : (a +b) = tg (O‘—;'g> :tg <°‘T+B>

C. Do kruznice o poloméru R = 3v/6cm je vepsan trojahelnik
ABC, ve kterém plati a = 2v/30cm, v, = 2v/5cm a o > 90°.
Vypoctéte délky zbylych stran b a c.

Kosinova véta

Odvodte kosinovou vétu pomoci Pythagorovy véty pies vysku
trojuhelniku. Uvedte typické priklady na vypocet uzitim kosi-
nové véty (m.j. vysvétlete, jak se z délek stran trojuhelniku u-
soudi, zda je trojuhelnik tupouhly).

Priklady:

A. V trojuhelniku ABC o obsahu 12cm? plati ¢ = 5cm a
tga = 0,75 (pfi obvyklém oznaceni stran a uhlid). Ukazte, Ze
rovnéz délky b, ¢ zbylych dvou stran trojuhelniku jsou (v cm)
vyjadieny racionalnimi ¢isly a tato cisla urcete.

B. Kruznice vepsana trojuhelniku ABC' se dotyka strany AB
v bodé T, pticemz tsecky AT a BT maji po fadé délky 5 a
9. Vypoctéte délky vsech stran trojuhelniku ABC, vite-li navic,
ze jeho vnitini dhel pfi vrcholu C' ma velikost 120°. (Névod:

Uvazujte o dalsich dvou bodech dotyku vepsané kruznice.)

2
C. V trojihelniku ABC plati ¢ = 3cm, b= 2v/5cm a siny = 3

Vypoctéte stranu ¢, sin «v a cos 3 (pfesné, tj. bez uziti pribliznych

hodnot goniometrickych a cyklometrickych funkei z kalkulacek).

Goniometrické rovnice a nerovnice
Vysvétlete, co jsou to zakladni goniometrickd rovnice a pomoci
jednotkové kruznice popiste pocet a rozlozeni jejich feSeni v in-

vvvvvv
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26.

rovnic a metody jejich feSeni. Reste rovnéz jednoduché goniomet-
rické nerovnice (substituéni metoda, vyuziti jednotkové kruznice
¢i grafi zékladnich funkei.)
Priklady:
A. V oboru R feste rovnici sinz 4+ cos2x = 1.
B. V oboru R feste rovnici sinx + sin 2z + sin 3z = 0.
C. V oboru (0, 27) feste rovnici 2sin2zsinz + cos 2z = 1.
D. V oboru (0, 27) Feste rovnici (v/3—1) sinz—2sin (§ — z) = 0.
E. V oboru (0, 27) feste rovnici sin 2z + cos 2z — tgx = 1.
F. V oboru R feste rovnici 2 sin? <x — %) =2sin’z — tgz.
G. Pro které hodnoty parametru £ € R ma rovnice 5sin2z —
—6cosx =k (bsinx — 3) v oboru x € (0, ) pravé dvé feseni?
H. V oboru (0, 7) feSte rovnici
sin <g + 2x) - cotg 3x + sin (7 4 22) = /2 cos 5z.

cos 2x

1+tga’
J. V oboru (0, 7) feSte rovnici 2 cos? 3z + cos(2x + ) = 1.
K. V oboru (0, 7) Feste rovnici sin 3z = cos 5z. (Navod: Rovnici
nejdfive upravte do tvaru sin A = sin B.)

I. V oboru (0, 27) Feste rovnici cotgz — 1 =

L. Popiste obecnou metodu feseni rovnice a cosz+bsinxz+c = 0
s parametry a, b, c € R. Rovnici interpetujte téz geometricky jako
hledani priseciki jednotkové kruznice a primky s danou obecnou
rovnici. Nakonec stejnou metodou feSte rovnici sinz + cosx =
= 1/2sin 2z.

M. V oboru (0, 27) feste rovnici sin 2z—+/2-(sin z+cos z)+1 = 0.
Navod: uzijte substituci ¢ = sinx + cos x.

N. V oboru (0, 27) feste rovnici

T 0
2cos<2:1:+ 5) 4cos<x+ 10) =1.
Polohové vlastnosti pfimek a rovin v prostoru
Na prikladu krychle popiste mozné vzajemné polohy dvou pfi-
mek, pfimky a roviny, dvou a tfi rovin. Vysvétlete postup pfi
konstrukei fezu krychle danou rovinou a jeho zobrazeni ve vol-
ném rovnobézném promitani.
Priklady:
A. Zobrazte krychli ABCDA'B'C'D’ o hrané délky 7cm. Vy-
znacte na ni stted M hrany A’D’, stifed N hrany D'C” a ten bod
P hrany BB’, pro ktery plati |[BP|: |B’P| =1 : 3. Pak sestrojte
fez krychle rovinou, kterd prochazi body M, N a je rovnobézna
s pfimkou C'P.

12



27. Odchylky pFimek a rovin prostoru

28.

29.

Vysvétlete teoretické zavedeni odchylek dvou primek, pfimky od
roviny a dvou rovin. Na prikladech hranolt a jehlant urcujte
konkrétni odchylky metodou vypocth pres vhodné trojuhelniky.
Priklady:

A. Vypoctéte sina, kde « je odchylka dvou stén pravidelného
CtyTsténu.

B. Kouli o polomeéru r je opsan rotac¢ni kuzel o vysce v. Vypoctéte
cos a, kde « je odchylka povrsek kuzele od jeho podstavy.

Vzdalenosti v prostoru

Vysvétlete, jak se definuje vzdalenost bodu od pfimky a od ro-
viny, vzdalenost dvou ptfimek, vzdalenost primky od roviny a
vzdalenost dvou rovin. Na ptikladech hranolt a jehlant urcujte
konkrétni vzdalenosti metodou vypoctid pres vhodné trojuhel-
niky.

Priklady:

Na vodorovné roviné « jsou polozeny tii shodné koule o poloméru
r tak, Ze se navzajem dotykaji. Na téchto tfech koulich lezi ¢tvrta
koule o témze polomeéru r. Vypoctéte vzdalenost nejvyssiho bodu
¢tvrté koule od roviny a.

Zakladni kombinatorické pojmy a vzorce

Popiste, které konfigurace prvkl nazyvame permutace, variace a
kombinace (bez i s opakovanim). Pak odvodte vzorce pro jejich
pocty. Nakonec uvedte nékolik méné trividlnich pfiklada typu
rozmistovani knih do policek.

Priklady:

A. Ke zkousce na vysoké skole dostali studenti seznam 30
otazek. TTi z nich si kazdy student na zacatku zkousky vylosuje;
zkousku slozi, umi-li aspon dvé z vylosovanych otazek. S jakou
pravdépodobnosti slozi zkousku student, ktery se nauci prave 20
otéazek?

B. Pan Novék ma v Satniku celkem 9 riznych kosili (z toho 2
modré) a 8 ruznych kravat (z toho 2 zelené). Na sluzebni cestu
si chce vzit 4 kosile a 2 kravaty tak, aby mezi nimi nebyla modra
kosile spolecné se zelenou kravatou. Kolik moznosti vybéru kosil
a kravat pan Novak ma?

C. Urcete pocet téch pétimistnych prirozenych cisel, které ve
svém zapisu nemaji ani nulu, ani devitku a maji pritom lichy
pocet lichych dislic. Napriklad c¢islo 44433 mezi takova cisla
nepatfi, protoze ma dvé liché cislice.

13



30.

D. Urcete pocet vsech Sestimistnych ptirozenych cisel, ktera lze
zapsat cislicemi 1, 2, 3 a ktera ve svém zapise neobsahuji trojéisli
123. Napriklad c¢islo 112 322 trojcisli 123 obsahuje, ¢islo 122 333
nikoliv. (V jednotlivych ¢islech nemusi byt vyuzity vSechny tii
Cislice.)

E. Uvazujme ta osmimistnd prirozena cisla, kterd jsou délitelna
deviti a kazda jejich cislice je 1, 2 nebo 3.

a) Uvedte ptiklad dvou takovych ¢isel zapsanych riznymi skupi-
nami ¢islic.

b) Urcete pocet vSech takovych ¢isel.

F. Urcete pocet vSech Sestimistnych ptirozenych cisel délitelnych
Ctyrmi, kterda ve svém zapisu nemaji zadnou ¢islici riiznou od 5,
6, 7 nebo 8. (V jednom ¢isle nemusi byt vSechny ¢tyfi ,,povolené®
¢islice, napiiklad ¢islo 888 888 je vyhovujici.)

G. Urcete pocet vsech Sestimistnych ptirozenych cisel délitelnych
deviti, kterd ve svém zapisu nemaji zadnou cislici rtiznou od 1,
2 nebo 3. (V jednom ¢isle nemusi byt vSechny ¢tyfi ,povolené®
¢islice, napiiklad ¢islo 333 333 je vyhovujici.)

H. Urcete pocet vSech Sestimistnych pfirozenych cisel, ktera
maji ve svém zapisu vice lichych nez sudych C¢islic. Takové
je napriklad ¢islo 120111 se ¢tyimi lichymi a dvéma sudymi
¢islicemi. Vysledek miizete ponechat ve tvaru k - 5°, kde k € N.
I. Urcete pocet vSech Sestimistnych prirozenych Ccisel, které
neobsahuji ¢islici nula a ve kterych se kazda zastoupena ¢islice

vyskytuje alesponn dvakrat. Tuto vlastnost mé naptiklad cislo
131 333, ne vsak cislo 132 233.

Binomicka véta

Binomickou vétu zformulujte a dokazte jednak kombinatorickou
uvahou, jednak indukci vyuzivajici vztaht mezi kombina¢nimi
¢isly umoznujicimi snadnou konstrukci Pascalova trojuhelniku.
Binomickou vétu pak vyuzijte pfi reseni typickych uloh.
Priklady:

A. Uréete nejvetsi koeficient mnohoclenu (5x + 3)1°.

B. Pro ktera cisla x je ¢tvrty ¢len rozvoje mocniny

6
< \2/ xT 1+110gz _|_ 1%)

roven ¢islu 2007
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31. Rovnice primky v roviné a prostoru
Popiste jednotlivé typy rovnic primky a souvislosti jejich koefi-
cientll se smérovym vektorem a v pfipadé primky v roviné i se
smeérnici a normalovym vektorem. Vysvétlete, jak se podle rov-
nic dvou pfimek pozna jejich kolmost nebo rovnobéznost a jak se
vypocte jejich odchylka. Odvodte vzorec pro vypocet vzdalenosti
bodu od ptimky dané obecnou rovnici (v roving).
Priklady:
A. V roviné jsou dany body A[2,7], S[1,3] a pfimka p: 3z —
— 2y + 11 = 0. Vypoctéte souradnice zbylych dvou vrchola
trojuhelniku ABC, jehoz vyska vy lezi na pfimce p a jehoz strana
BC ma3 stted v bodé S.
B. Vrchol C trojihelniku ABC' lezi na piimce p: © — 2y +8 = 0.
Vypoctéte jeho soufadnice, znéte-li vrcholy A[2, —1], B[4,8] a
vite-li, Ze obsah trojuhelniku ABC je 10.
C. Dany jsou vrcholy A[—1,6], B[—7,—6] trojahelniku ABC
a prusecik V[1,0] jeho vysek. Vypoctéte souradnice vrcholu C
a rozhodnéte (vypoctem, nikoliv naértkem), zda je trojahelnik
ABC ostrouhly, pravouhly, ¢i tupouhly.
D. Na ptimce p, kterd prochézi bodem P[4, 3, —2] a mé smérovy
vektor (1,2, —1), uréete bod C stejné vzdaleny od bodi A1, 2, 5]
a B[—1,0,1].
E. V roviné s kartézskou soustavou souradnic Ozy jsou dany
body S[1,0], K[-2,1], L[5,2] a pifimka p: 2z —y — 4 = 0.
Vypoctéte soutfadnice vrcholi trojuhelniku ABC, vite-li, ze
vrchol C' lezi na pfimce p, na primce AK i na pfimce BL a
ze bod S je sttedem strany AB, ktera lezi na ose x.
F. Vypoctéte kartézské souradnice vrcholt trojihelniku ABC),
znate-li stied B1[2, 4] strany AC, stied C1[3, 6] strany AB a pru-
se¢ik V[21,—7] jeho vysek. Uloha ma dvé feseni, vypocet do-
koncete pro ten trojihelnik ABC, jehoz vrcholy maji celociselné
soufadnice. (Navod: Pomoci soutadnic u, v vrcholu Afu, v] vyja-
dfete soutadnice vrchold B, C a pak pro neznamé u, v sestavte
a vyfeSte soustavu rovnic.)
G. Vypoctéte souradnice vrcholi B, C trojuhelniku ABC),
znate-li vrchol A[l,3] a vite-li, Ze téZnice z vrcholu B lezi na
pfimce t,: x — 2y + 10 = 0 a téznice z vrcholu C' na pfimce
te:3x—y—5=0.
H. Vypoctéte souradnice vrcholi B, C trojihelniku ABC,
znate-1i vrchol A[2, 5] a vite-li, Ze vyska z vrcholu B lezi na pfimce
vp: x+y—5 = 0 a vyska z vrcholu C' na primce v.: z—3y+19 = 0.
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32.

33.

34.

Rovnice roviny v prostoru, vzajemna poloha pfimek a
rovin

Vysvétlete, jak vypada obecné rovnice roviny a jaka je souvis-
lost jejich koeficientt s normalovym vektorem roviny. Vylozte
vyhodné metody urcovani rovnice roviny podle zptisobu jejiho
zadani. Na prikladech objasnéte, jak urcujeme vzajemnou po-
lohu dvou rovin a vzajemnou polohu primky a roviny.

Priklady:

A. Napiste obecnou rovnici roviny prochézejici body A[0, 2, —1],
B[1,1,1] a CI4,6,2]. Pak urcete souradnice bodu D tak, aby
¢tytuhelnik ABCD byl rovnobéznik. Presvédcete se, ze tento
rovnobéznik je obdélnik a vypoctéte jeho obsah.

Kuzelosecky a jejich rovnice

Popiste, jak vypada rovnice kruznice v roviné a jak se z ni
urci stied, polomér a rovnice tecen. Vyslovte ohniskové definice
jednotlivych typu kuZeloseéek a poté odvodte rovnici paraboly a
hyperboly (nebo elipsy). Popiste geometricky vyznam koeficientt
téchto rovnic a metodu hledani téchto parametrt pro kuzelosecky
posunuté ze zdkladni polohy.

Priklady:

A. Najdéte rovnici kruznice, ktera prochézi body M |0, 6], N8, 0]
a ktera se dotyka primky p: 3z + 4y — 49 = 0.

B. Najdéte rovnici té kruznice, kterd mé stfed na primce p: 5z —
— 4y — 28 = 0 a prochazi body M|1,5] a N[7,—3|.

C. Metodou analytické geometrie dokazte tvrzeni: Lezi-li pocatek
O kartézské soustavy souradnic Oxy ve vnitini oblasti kruznice k
o poloméru r, pak tato kruznice protne osu x v bodech A, B a osu
y v bodech C, D tak, ze plati |AO|? +|BO|? + |CO|? + |DO|? =
= 472, (Soutadnice stiedu S kruznice k oznacte S[zo, yo].)

D. Urcete stied, vrcholy, ohniska a asymptoty hyperboly urcené
rovnici 22 — 4y? — 6z — 16y — 11 = 0 a pak ji nacrtnéte.

Aritmetika komplexnich c¢isel

Vysvétlete, ze novy druh cisel l1ze exaktné zavést pomoci dvojic
realnych c¢isel a operaci s nimi. Objasnéte zakladni pojmy spojené
s komplexnimi ¢isly, vlastnosti aritmetickych operaci s diirazem
na praktickou metodiku déleni. Zavedte goniometricky tvar
komplexnich d¢isel, jeho geometricky vyznam a odvodte vétu
o nasobeni komplexnich jednotek.

Priklady:

A. Ukazte, ze ¢islo 2(v6 + v2) + 1(v/6 — v/2)i je komplexni
jednotka. Vite-li, ze jeji argument je 1—127T, urcete algebraicky tvar
komplexni jednotky, kterd ma argument 1—727r.
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35.

36.

37.

38.

Reseni rovnic v komplexnim oboru

V oboru C reste kvadratické rovnice s redlnymi koeficienty a
zapornym diskriminantem. Dale v C feste binomické rovnice a
vysvétlete rozlozeni jejich kofentt v Gaussové roviné.

Priklady:

A. Pravidelny Sestitthelnik ma stfed v poc¢atku Gaussovy roviny
a jeden jeho vrchol je obrazem komplexniho ¢isla 2 + ¢. Urcete
komplexni ¢isla, jejichz obrazy jsou zbyvajici vrcholy Sestitihel-
niku.

Aritmetické posloupnosti a jejich uziti

Vymezte aritmetické posloupnosti a odvodte vzorec pro soucet
jejich prvnich n clenti. Priklady dolozte jednotlivé typy tuloh
o aritmetickych posloupnostech.

Priklady:

A. Urcete soucet vsech kladnych ¢lent aritmetické posloupnosti
s prvnim ¢lenem 16% a druhym ¢lenem 15%.

Geometrické posloupnosti a jejich uziti

Vymezte geometrické posloupnosti a odvodte vzorec pro soucet
jejich prvnich n ¢lent. Piiklady dolozte jednotlivé typy tuloh
o geometrickych posloupnostech.

Priklady:

A. Soucet prvniho a ¢tvrtého ¢lenu geometrické posloupnosti se

rovna 195, soucet druhého a tretiho clenu je roven 60. Urcete
prvni ¢len a kvocient této posloupnosti.

B. Geometricka posloupnost kladnych ¢isel ma tu vlastnost, ze
soucet jejich prvnich dvou ¢lent je roven jedné, zatimco soucet
jejich prvnich ¢tyt ¢lend je roven tfem. Vypoctéte prvni ¢len této
posloupnosti.

Geometrické rady

Odvodte vzorec pro soucet ¢lent (nekoneéné) geometrické rady
a uvedte priklady jeho vyuziti.

Priklady:

A. Dva hraci A, B héazeji stfidavé obvyklou hraci kostkou. Jako
prvni hazi hra¢ A, vyhrava ten hrac, kterému diive padne Sestka
(hra pak konci). Vypoditejte pravdépodobnost vyhry hréce A a
pravdépodobnost vyhry hrace B.
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39. Pravdépodobnost a statistika

Podejte sttedoskolsky vyklad zékladnich pojmu teorie pravdé-
podobnosti: ndhodny pokus, jev a jeho pravdépodobnost, pfi-
pad stejné pravdépodobnych vysledki. Vysvétlete, kdy a jak
se pravdépodobnosti jevil sc¢itaji a nasobi. Popiste Bernoulliovo
schéma pravdépodobnosti pro n nezavislych pokust. Priblizte
pojem podminéna pravdépodobnost a vzorec pro jeji vypocet.
Vylozte pojmy statisticky soubor, jednotka a znak, rozdéleni
jeho cetnosti. Definujte stredni hodnotu, modus, median, rozptyl,
smérodatnou odchylku a varia¢ni koeficient daného znaku.
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