Matematické mysleni

Mysleni znamena v $ir§im slova smyslu souhrn vSech mentalnich (psychickych) ¢innosti, v uz$im
informace.

Mysleni od jednotlivych vjemt a zkuSenosti postupuje k obecnym pojmim a jejich prostiednictvim k
praktickému i teoretickému zvladani svéta. Navazuje tak na smyslové vnimani, vyuziva paméti a
tvotivosti, se svymi obsahy vSak zachazi soustavnym a vice méné pravidelnym zptisobem. Tento
specificky zptisob spojovani, rozliSovani, porovnavani a souzeni podstatné souvisi s feci, ktera je jeho
prostiedkem a zaroven urcujicim prostredim.

Matematické mysleni rozdélujeme do nékolika skupin: Konkrétni mysleni, abstraktni mysleni,
funk¢ni mysleni, mysleni algoritmické, prostorové mysleni a mySleni intuitivni.

Konkrétni mysleni se rozviji s piibyvajicim vékem a s rostouci abstraktnosti matem. Uvah.
Konkrétni mysleni postupné ustupuje do pozadi abstraktni mysleni se stava dominantni, predpoklad je
vy$si troveit mysleni. Clovék je schopen provadét operace pouze s pojmy, se slovy. Nepotiebuje
pritomnost konkrétnich predmétt, pro abstraktni mysleni je dulezity rozvoj slovni zasoby.

Konkrétni matematické mysleni jesté dale délime na

Statické mysleni - v mlad$im Skolnim véku

Dynamické m. - ve sttednim a zejm. vy$§im Skolnim véku mé nezastupitelnou tulohu,

Pokud u ditéte jeste splyva subjektivni s objektivnim, pokud se zaméfuje k vécem a Zije ve vécech, v
zachézeni s objekty, nemtize mit ¢islo v jeho Zivoté izolovanou ulohu. Cislo neni vlastnosti véci, ale je
vysledkem pochopeni vztaht, kombinaci a jejich uspotadani. Cislo je psychicky produkt, je to
rozumovy pochod, nikoli smyslovy fakt. Poc¢etni mySlenka ma za zdklad materialni skute¢nost.

Matematické mySleni neni myslenim specialnim, nybrz mySlenim obecnym, které je prave tak tzce
spjato s poznavanim reality objektivniho svéta jako jazyk. Samoziejmé, ze se tato realita

neda popsat pouze matematickym zpisobem, takze matematické poznani ma do jisté miry omezeny
charakter. Sféra pisobnosti matematiky je nutn€ uzsi nezli sféra ptisobnosti jazyka, ale to jeste
neznamena, ze by jazyk sam byl schopen popsat vSechny bohaté jevy ptirodni, fyzikalni, chemické a
jiné (Koutsky, 1952).

Konkrétni mysleni se rozviji s pfibyvajicim vékem a s rostouci abstraktnosti matematickych uvah.

Abstraktni mysleni

Abstrakce je hlavnim rysem matematického mysleni. Co myslime abstrakci? Chceme-li je pochopit
hloubéji a v souvislostech, je nutné jeho stranky oddélit a analyzovat je samostatné. To znamena
uchopit jev z jedné, podstatné stranky (ve smyslu zkoumani) a upustit od ostatnich stranek jevu.
Rikame, Ze se jev snazime postihnout abstrakci. Abstrakci se vymezuje podstatna vlastnost jevu

z hlediska obsahu a zptisobu jeho zkoumani. Abstrakce v této prvni ¢asti vyjadiuje zpravidla pohyb od
smysloveé konkrétniho k abstraktnimu, oddélenému védomi.

Vytvotenim nespojitého abstraktniho védéni se v mysleni ziskava hlubsi poznani a jevu nebo
skupinéch jevi. Syntézou abstraktniho oddéleného védomi vznika v mysleni nové védéni (pojem,
teorie), které reprodukuje jev v roviné ideji, teorii (dusevni svét studenta — viz Bolzano - Poperrovy
sveéty). To je pohyb od konkrétniho k abstraktnimu mysleni.

Matematické abstrakce poskytuji vysoce jednostranny obraz skutecnosti a vyznacuji se operativnosti a
stupniovitosti. Matematika abstrahuje od vSech konkrétnich uceni jevli a procest. Napi. pojmy Cislo,
bod, operace, algebraicka struktura, vektorovy prostor nemaji sva konkrétni uceni, i kdyz vznikla
abstrakci jevll poznavané reality, vyjadiuji kvalitativni a kvantitativni uceni.

Abstrakce identifikaci — ztotoziiujeme predméty z hlediska jejich spolecné vnitini vlastnosti (pojem
piirozeného ¢isla vznika postupné porovnanim dvou soubort (prsty rukou a pocty predmétti — pocitani
na prstech). Pomocnd mnozina — prsty se stava normativem spole¢né vlastnosti — po¢tu prvkti mnozin
— viz Peanova axiomatizace ptirozeného cCisla



Abstrakce idealizaci — zvolené formy nebo vztahy vlastni jeviim a procestiim Uplné nebo z¢asti
oddélime od obsahu. Vytvorime tak idealizované objekty a operace, které jsou meznimi predstavami.
Napiiklad bod (kdy je bod usecka?), ptimka, kulova plocha, ¢tverec, obdélnik, plocha, objem.
Abstrakce se s vékem zakl vyviji stupnovité, pojmy jsou stale abstraktnéjsi, rozsifuje se jijich obsah i
rozsah.

Funkéni mysleni

Dulezity je smysl pro kauzalitu (pficinnost jevl), cit pro zavislosti — nesouvisi piimo s pojmem funkce
a dal$imi privodnimi jevy pojmu funkce, vyviji se od ptedskolniho véku jedince. Je pravdépodobné,
ze na vznik a troven funkéniho mysleni ptisobi i vychova v raném

détstvi (dislednost rodictl, kauzalita a pricinnost d€ji v rodin€), détska literatura — pohadky

(maji véci sviij fad?, jsou patrné priciny a dasledky?, je konani zla trestano a konani dobra
odménovano? — v Ceskych pohadkach zpravidla ano)

Zavedeny v 17. stol. — matem. pfestala zkoumat jen statické jevy, ale zkoumala zménu, pohyb.

Algoritmické mySleni
Algoritmickym myslenim rozumime kognitivni potenci ktera zvédomuje, analyzuje a zpracovava
intuitivné a spontanné uskute¢iované myslenkové procesy.
zakladem je algoritmus
B proces postupné konstrukce hodnot — na zacatku je ddn konecny systém vychozich udaji,
v kazdém nasledujicim ¢asovém useku se tiskava systém hodnot pouzitim urcitého postupu ze
systému hodnot piedchézejicich usekil, DISKRETNOST
B systém hodnot, ziskany v kterémkoli Casovém useku je uréen jednoznacné systémem
hodnot ziskanych v piedchozich usecich; tato metoda musi byt pfesna, pochopitelnd jiné
osobé ve formée libovolného poctu pokynl a musi to byt proces, ktery mtize byt v libovolné
dobé a libovolnou osobou opakovén se stejnym uspéchem. DETERMINISMUS
B proces, pouzity k feSeni daného typu Glohy po ur¢itém poctu krokl zastavi a zastaveni da
hledany vysledek, REZULTATIVNOST
B pouzity proces neslouzi pouze k feSeni jedné konkrétni tlohy, ale slouZzi k feseni celé tFidy
tloh, vychozi idaje se mohou ménit. HROMADNOST

Matematicka tiloha
Podle Kutina: Je moZné naudit iesit ulohy
Ulohou budeme rozumét jakoukoli vyzvu k ¢innosti.
Ptehled o nejbeéznéjsich typech uloh, které se vyskytuji ve Skolské matematice a jim odpovidajicich
otazek, mizeme shrnout do tabulky:

Uloha Vyzva Otazka
Kalkulativni Vypocitejte... Kolik?
Rozhodovaci Rozhodnéte... Zda?
Urcovaci Urcete........ Ktera?
Konstruktivni Sestrojte..... Jak?
Dikazové Dokazte..... Proc?
Kalkulativni
Vypocitejte M
7-4/0.81
U . x—2
ravte —T—— _
P Vx+2—2
Rozhodovaci

Rozhodnéte, zda ptirozena Cisla 563 a 1860 jsou prvocisly



Rozhodnéte, zda geometricky utvar ABC , kde 4 [1,3], B[-1,9], C [0,-10] je trojuhelnik

Urcovaci
V oboru realnych cisel feste soustavu rovnic

X+y+z=6
2x+3y—5z=-7
—3x+y+2z=5

Urcete rovnici kruznice, kterd prochazi body 4 [2,-1], B [5,-2], C [10,3]

Konstrukéni
Je dan kruh K (S;6cm). Sestrojte kruznici se sttedem S a polomérem r, kterd rozdéli kruh na dvé
¢asti se stejnym obsahem.

Aplloniova uloha:
Sestrojte kruznici, kterd prochazi tfemi danymi navzajem riznymi body 4,B,C.

Diikazové

K ¢islu 82 je reverznim ¢islem 28 (82 — 28 = 54). Dokazte. (dikaz viz KMA_ mysleni.pdf str, 25)
Dokazte, ze kiivka o rovnici 2x2 +y2 +4x —2y+2 =0 je elipsa

Podle roli, které maji ulohy hrat ve vzdélavacim procesu, mizeme rozlisit (Podle Kuiina: Je moZné
naudit iesit ulohy):

1. Ulohy motivacni

2. Ulohy instrukcni

3. Ulohy procvicovaci

4. Ulohy diagnostické

5. Ulohy kontrolni

Podle néaroc¢nosti feSeni tlohy pro studenta budeme rozliSovat Podle Kuiina: Je mozné naucit iesit
ulohy):

1. Cviceni

2. Ulohy

3. Problémy
U cviceni vystacime pii feSeni se znalosti postupu, ktery je v podstaté urCen textem ulohy a ktery by si
mél student po piecteni tlohy uvédomit. Tyto ulohy maji charakter matematického femesla“, jsou
obvykle prostymi aplikacemi jednoho nebo n€kolika algoritmti. U tloh druhé skupin fesitel kombinuje
vice algoritm, jejich urceni je podstatou feseni tlohy, jde v nich o obvyklou aplikaci probrané teorie.

Problémové tlohy:
Profesor Kutina uvadi 30 uloh, které jsou podle néj vhodné pro takovou cestu
Ulohy, které neznate, se pokuste fesit, pripadné zaradit do vyucovani.

1. Muize byt pro nékteré pfirozené n &islo n’ + n + I druhou mocninou pfirozeného &isla?
Tvrzeni zdiivodnéte.
2. Sestrojte 8 (7) usecek tak, aby kazda protinala prave 3 ze zbyvajicich.
3. Sestrojte geometrické utvary U, V', které splnuji zaroven tyto 3 pozadavky:
a) U je ¢asti V, b) U je shodny s V, ¢) V' neni ¢asti U.
4. Dokazte, ze kazdé prvocislo vétsi nez 5 mtizeme psat bud’ ve tvaru 6k + 1
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nebo 6k + 5, kde k je ptirozené ¢islo.
Popiste téleso, které vznikne rotaci obdélniku kolem jeho thlopficky.
6. Ur¢ete mnozinu vSech bodl roviny, které jsou stejn¢ vzdaleny od danych polopiimek
VA, VB.
7. Slozte ze dvou shodnych ¢tverct (po jejich vhodném rozstiihani) ctverec.
8. Slozte ze dvou ¢tverct (po jejich vhodném rozstiihani) ctverec.
9. Sestrojte Ctverec, ktery ma stejny objem jako dany trojuhelnik.
10. Rozd¢lte krychli na tfi jehlany stejného objemu.
11. Rozdélte krychli na Sest shodnych jehlani.
12. Rozd¢lte ¢tverec na Ctyfi shodné ¢asti. Uved’te alesponi deset feSeni.
13. Osa pravého thlu ACB trojuhelniku ABC protina ptponu v bod¢ D.
Vypocitejte délku usecky CD pomoci velikosti a, b odvesen trojuhelniku ABC.
14. Existuje hranol, ktery ma shodné vSechny stény, ale nemé shodné vSechny hrany?
15. Na ramenech 4B, BC rovnoramenného trojihelniku 4BC sestrojte po fad€ X, Y tak,
aby use¢ky AX, XY, YC byly shodné. Reste ulohu i pro trojuhelnik, ktery neni rovnoramenny.
16. Je mozné, aby geometricky utvar mél dva riizné stiedy soumernosti?
17. Je dan trojuhelnik ABC. Sestrojte kruznice se stiedy 4,B, C tak, aby kazdé dvé mély vné&jsi dotyk
18. Rozd¢lte ¢tverec na 2003 ctverct.
19. Dokazte, ze vysky libovolného trojuhelniku prochazeji jednim bodem.
20. Ukazte, ze existuje 1 000 (1 000 000) za sebou jdoucich ptirozenych cisel, jez jsou vSechna
sloZena.
. Sestrojte téleso jehoz sit’ ma tvar daného rovnostranného trojihelniku.
Kdo najde alespori 2 takova télesa?
22. Krychle je sjednocenim 125 shodnych krychli. Kolik malych krychli mizeme z velké krychle
odstranit, aniz by se zménil ptivodni ptidorys, narys a bokorys krychle?
23. Sestrojte mnohouhelnik, ktery ma tuto vlastnost: z n¢kterého bodu jeho vnittku (vnéj$ku) neni
vidét zadna jeho hrana.
24, Existuje téleso ohranicené shodnymi ¢tverci? Je jich nekone¢né mnoho!
25. Ctvercova zahrada je obehnana piikopem o §ifce 2m. Je mozné se do zahrady dostat pomoci dvou
prken délky 2m? Prkna nemtizeme spojovat.
26. Urcete nejvetsi pocet casti, na které déli rovinu # jejich piimek.
27. Rozd¢lte kolmy kruhovy valec tfemi rovinnymi fezy na 8 shodnych ¢asti.
28. Ukazte, ze existuji dvé konvexni télesa, ktera nejsou shodnd, a pfi tom jejich povrchy se skladaji
ze sob¢ rovnych mnozin mnohouhelnik.
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Strukturni mysleni

Snazi se postihnout soubory jevii dané oblasti jako zakonité uspotadané celistvosti, které nabyvaji
vlastnosti, jeZ nelze redukovat na vlastnosti jejich prvka. Zakladem je pojem struktury. V matematice
se struktury vytvareji na urovni vysoce abstraktnich matematickych objekti, operaci, axioma, takze
maji schopnost nachazet vnitini souvislosti mezi objekty rozdilné podstaty.

Pfi vyucovani jde napt. o kombinatorické ulohy, Glohy s parametrem, vySetfovani mnozin bodt
danych vlastnosti, o ptedstavy, které vedou k intuitivni predstaveé algebraické struktury, apod.

Prostorové mysleni
Je zalozeno na geometrické predstavivosti (zvnitinéla nazornost od velmi konkrétnich az po velmi
abstraktnich, piip. subjektivnich predstav. Je nutné péstovat schopnosti a dovednosti (kompetence)
— uplné a spravné predstavy — napft. co je vrchol, thlopficka, strana, hrana, sténa, apod.,
— umét je vyjadfit - modelovanim, slovné, ...
— vytvoftit si adekvatni vizudlni pfedstavy — graficky
— schopnost piedstavy — kinematicky i dynamicky ovladat geometrické piedstavy i v jejich
zméné
— vytvaret ulohy — konstruovat v predstavach spolu se schopnosti rovinné a prostoroveé
kombinatoriky
— vyjadfit — umét vyjadtit schématy vztahy a pojmy



Rozvijeni geometrické predstavivosti predpoklada rozvinutou schopnost a dovednost grafického
vyjadiovani.

Problémy:

nepiesné., neuplné predstavy (kosoétverec), neschopnost vybavit si konstrukce, obsah
matematickych, vyjadieni, nacrty jejich vyuziti k feSeni, nalezeni vztaht mezi objekty, potize

s prostorovou piedstavivosti (pfechod z roviny do prostoru), zejména stereometrické ulohy ve volném

vvvvvv

Metody didaktiky matematiky

Ucitel matematiky mize pfi vyucovani matematice vyuzit metody, které maji obecné metodologicky
vyznam nebo konkrétné metodologicky vyznam.
1. Metodami, které maji pro matematiku konkrétné¢ metodologicky vyznam jsou: pokus,
pozorovani, srovnavani, analyza a syntéza, zobecnéni a konkretizace. UPLATNUJI SE
EXPLICITNE

Kreativitu miizeme rozvijet riznymi zplisoby, rtiznymi cvi€enimi a metodami, které prispivaji k
jejimu rozvoji. Manak a Svec déli tyto metody na aktivizujici a komplexni.

Aktivizujici metody ptispivaji k pfekonavani stereotypt a hledaji riizna alternativni feSeni. Vedou k
cili za pomoci aktivity studentti. Rozviji zdkovu kreativitu, nezavislost a zvidavost (Manak, Svec,
2003). Jak toho docilit? Uved’'me nékteré z nich.

Rozhovor a diskuse - Dochézi k vyménovani nazori ve tfid€ a spolecné se hleda feSeni. Ucitel by mél
pusobit jako fidici ¢len a v zavéru s pomoci studentt diskusi zhodnotit (Maiiak, Svec, 2003).
Brainstorming byva ptekladan jako ,,boufe mozkt“. Pti hodiné studenti pfi feSeni problému vymysli
co nejvetsi mnozstvi napadl. Vsechny napady je zaznamenavame a nekritizujeme prfedem. Na zaveér
vybereme ty, které vedou k cili.

Heuristicka metoda, metoda FeSeni problému- ieuristika: je metoda, pomoci objevujeme nové
poznatky mySlenim - metoda objevovani. Je velmi ¢asové narocna.

Situa¢ni metoda- fesi se realné situace ze zivota. Dllezité je poskytnout ptistup k informacim, které
jsou pro feSeni situace

Inscenaé¢ni metoda- jde o hrani urcitych roli. ,,Podstatou inscenacnich metod je socialni uceni v
modelovych situacich®2 (Bratska v Manak, Svec, 2003,s.123).

Pozorovani
Jednou z metod didaktiky matematiky, ktera vede ke kreativit¢ studentl je pozorovani. Metoda
poznavani skutecnosti na zéklad¢ bezprostfedniho vniméani dochdzi k hlubs§imu odhaleni jevii a
pricin.

Pokus.
Postup, jimz ziskame, nebo ovéfujeme poznatky. Pfedméty a jevy jsou zkoumany v umeéle
vytvorenych podminkach a tim zjistime riizné vlastnosti pozorovanych jevu.

Komparace.
Je myslenkova operace zalozena na stanoveni shody, nebo rozdilu mezi zkoumanymi objekty.
Musi probihat systematicky:
B stanovime kriterium
B srovnavame pouze srovnatelné
B srovnani musi byt plné
Analyza a syntéza jsou operace mysleni, které se zucastiuji vSech procesti mysleni

ANALYZA
» Cesta mysleni od celku k ¢asti — cesta objevu

v

- Zpusob mysleni od disledku k pficiné — studium matematickych pojmu



SYNTEZA
*  Cesta od ¢asti k celku — zdivodnéni cesty objevu

*  Piechod od pfi¢iny k disledku — dikazy vét, feSeni matematickych uloh

Analyza je cesta k objevu, syntéza zdlivodnénim této cesty, jsou neoddélitelné, doplnuji se. Vytvareji
analyticko — syntetickou metodu, pfi které implikaci vlastn€ nahrazujeme ekvivalencemi.
Pouzivaji se pti dikazu vét:

- analytickd metoda — vychozim bodem je samotné dokazované tvrzeni, jehoz pravdivost je ziejma.
Ukazuje zptisob, jak diikaz vést, ale ten mtize byt chybny.

- synteticka metoda — najde se takové pravdivé tvrzeni, které cestou implikaci pfevedeme na
dokazované tvrzeni. Netika, pro¢ praveé dané tvrzeni jsme zvolili za vychozi, jevi se jako uméla,
nepiirozena

Zavadime pojem EKVIVALENTNI UPRAVA
Pokud je pfi feSeni uzita neekvivalentni uprava( analytickd metoda ) stava se soucasti feSeni
zkouska.

ZOBECNOVANI ( generalizace ) Je poznavaci proces, jimz se z jednotlivych znak®, pojmil, dospiva
k obecnéjsim poznatktim, které nemusi byt vzdy pravdivé
SPECIALIZACE. Uzce souvisi se zobectiovanim, dochazi pii ni k myslenkovému vydéleni
nekterych znakli z mnoziny znakti zkoumaného objektu.
Uzivame ji pripadé, kdy chceme v matematice:
1. zménit obsahu pojmu (pfirozena — celd — racionalni - ...realna)
2. zaménit konstantu za proménnou (Ciselny vyraz — vyraz s proménnou
ulohy bez parametr — 1lohy s parametrem
Ciselné vyrazy —__» Vyrazy s proménnou

Metodami, které maji obecné metodologicky vyznam: indukce, dedukce, analogie. UPLATNUJI SE
IMPLICITNE, jsou zvlaStnim pfipadem piremény informace. Vytvaii ze stivajicitho védéni veédéni
nové.

DEDUKCE (Deductio — vyvozeni)
Je to metoda didaktiky matematiky, ktera ma pro matematiku konkrétné metodologicky vyznam.
Deduktivni zavéry jsou takové, jejichz vyvody neptesahuji obsah objekti o nichz se hovoii
v premisach. Premisa (lat. Pfedpoklad) je logicka slozka tsudku, z nizZ se jako z vychozi vyvozuje
Zaver

* dedukce umoziuje objasnit informaci, ktera je obsazena v premisach

* obohacuje pozndni o nové charakteristiky, aniz by se ptekrocil rdmec premis

Indukce

Lat. inductio — pfeneseni.

Je to metoda didaktiky matematiky, kterd ma pro matematiku konkrétné metodologicky vyznam.
Induktivni zavéry jsou zavery, které rozsifuji informace ziskané pti zkoumani jistého mnozstvi objekti
(soubor objektl) na nové objekty (nové soubory). Indukce jako metoda v didaktice matematiky vytvaii
potencialné oteviené systémy a tim ujasniuje vychozi informace v SirSich souvislostech, pfi¢emz
presahuje, na rozdil od dedukce, rozsah vychoziho souboru objektli. Pfenasi informace na nové
soubory.

DRUHY INDUKTIVNICH ZAVERU:

- uplné — vycCerpavaji vSechny ¢aste¢né i jednotlivé piipady

- neuplné — nevyCerpavaji v§echny caste¢né i jednotlivé ptripady

Zaver vysloveny na zakladé indukce nemusi byt pravdivy, ale slouzi k vysloveni hypotézy a ta se pak
dokaze vyCerpanim a ovéfenim vSech pripadii, nebo matematickou indukci.



Analogie.

Rec. avaioyia - soulad, podoba

Je to metoda didaktiky matematiky, ktera ma pro matematiku konkrétné metodologicky vyznam. Pii
pouzivani této metody vyuzivdme toho, Ze zavéry, v nichz se piisluSny znak pfenasi z jednoho objektu
na druhy na zéklad¢ toho, Ze u téchto objektli jsou neékteré znaky obecné, nebo spolecné. Zaveéry maji
nejéast&ji charakter tzv. MODELOVANI — pfenos informace ziskané pfi zkoumani jednoho objektu
(modelu) na druhy objekt (original) a naopak. Jako indukce pfesahuje ramec vychozich premis

s pfenosem vysledkil poznani z modelu na original a naopak. Pti zdvérech podle analogie ma
pravdivost ziskaného poznatku pravdépodobnostni charakter. Pokud existuje mezi originalem a
modelem izomorfizmus, miZzeme vlastnosti originalu prenést podle izomorfizmu na model a naopak.
Pii vyuc€ovani se Casto vyuziva zavera podle analogie.
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