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Kapitola 1

Spojité nahodné veliciny a
stochastické procesy

1.1 Stochastické procesy

Definice 1.1.1. Stochasticky proces X = {X (t), t € T} je soubor nahod-
nych veli¢in na pravdépodobnostnim prostoru (€2, A, P).

Tedy pro kazdé ¢ z indexové mnoziny 7', je X (¢) ndhodné veli¢ina. Ob-
vykle ¢t oznacuje ¢as. Pfipomenme, zZe ndhodna veli¢ina je funkce Z : Q — R.
Kazda realizace ndhodného procesu X se nazyva trajektorie.

X (t) popisuje stav procesu v Case t.

Déleni stochastickych procesu:

e je-li T koneéna nebo spocetna mnozina, fikame, ze X (t) je stochasticky
proces v diskrétnim case

e je-li T interval, fikdme, ze X (t) je stochasticky proces ve spojitém case
Dalsi rozdéleni podle hodnot, které nabyvaji veli¢iny X (¢):
e stochasticky proces s diskrétnimi hodnotami

e stochasticky proces se spojitymi hodnotami

Celkem tedy mame nasledujici ¢tyfi typy stochastickych procesti:

’ cas \ hodnoty \ priklady ‘

diskrétni | diskrétni | standardni nahodna prochazka

diskrétni | spojité | zobecnénd ndhodné prochéazka
spojity | diskrétni Poissontiv proces
spojity spojité Wienertiv proces, bily sum
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Vsechny uvedené priklady se probiraji v pfednaskach MF001 a MF002, s
vyjimkou Poissonova procesu. Uvedme si tedy pro tplnost priklad Poissonova
procesu:

Necht X (t) je pocet volani na telefonni ustfednu v ¢asovém intervalu
[0, t]. Pfedpokladéame, zZe
P(X(t+h)—X(t)=1)=Mh
t.j. pravdépodobnost, ze v intervalu (¢, ¢t + h) pfislo jedno volani je pfimo
umérna h, a dale
P(X(t+h)—X(t)>1)=0.
Koeficient imérnosti A popisuje intenzitu procesu.

Stochastickda analyza je integralni pocet pro funkce, jejichz hodnoty jsou
zavislé na Wienerové procesu.

Napiiklad, necht f (X, ) je cena opce v ¢ase t pfi cené podkladové akcie X,
pro kterou plati

dX

kde W je standardni Wieneriv proces (pfesnym smyslem této rovnice se
budeme zabyvat v dalsich kapitolach). Hodnota f tedy zprostiedkované zavisi
na hodnoté Wienerova procesu.

1.2 Spojité nahodné veliciny
Necht (€2, A, P) je pravdépodobnostni prostor modelujici uvazovany systém.

Definice 1.2.1. X : 2 — R je spojita ndhodna veli¢ina, jestlize jeji distri-
buéni funkce F' (z) = P (X < z) se d& napsat jako

F(x):/;f(u)du

pro néjakou integrovatelnou funkci f : R — [0, 00). f (u) se nazyva (prav-
dépodobnostni) hustota ndhodné veli¢iny X.

Méme



P(X €z, z+ Azx]) = f(x) - Az,

P(X €, b)) :/ f(w)du

a pro kazdé jednotlivé x € R tedy plati

Poznamka. Mnoho dtkazi pro spojité nahodné velic¢iny je zcela analogic-
kych jako v diskrétnim pripadé.

Pravdépodobnostni funkce f (x) se nahradi hustotou f (x)dz, a suma ) se
nahradi integralem |.

1.2.1 Nezavislost a jeji charakterizace

Definice 1.2.2. Nédhodné veli¢iny X a Y jsou nezdvislé, jestlize pro kazdé
x, y € R jsou nezavislé jevy {X <z} a {Y <y}.

Zakladni charakteristikou ndhodné veli¢iny je jeji o¢ekavani.

Definice 1.2.3. Ocekavani spojité nadhodné veliciny X s hustotou f je
dano vztahem

E(X):/Zf(x)x-dx

pokud integral existuje.

Priklad 1.2.4. Nechf pro hustotu nahodné veli¢iny X plati f (z) = 5= pro
z € [0, 27] a f(x) = 0 jinak. Jeji o¢ekavani je rovno

oo 27 2727w
E(X):/_ f(x)x‘dx:/o %mdwzi{%l = .

0

Pti praktickém vypoctu ocekavani funkce ndhodné veliciny je dilezita
nasledujici véta.

Véta 1.2.5. Necht X je spojitd ndhodnd velicina s hustotou f(x) a g je
spojitd funkce. Pak pro ndhodnou velicinu g (X)) plati

E<g<X>>:/_°°g<x>f<x>dx.

oo



Definice 1.2.6. Sdruzend distribucni funkce ndhodnych velicin X a Y je
funkce R?* — [0, 1] takova, ze

Fz,y)=P(X <z&Y <y).

Definice 1.2.7. Nahodné veli¢iny X a Y maji sdruZenou pravdépodobnostni
hustotu f (x, y) : R?* — [0, 00), jestlize

F(x,y):/_io/:of(u,v)dudv

pro vsechna x, y € R.

Analogicky jako u obycejné hustoty mame

P{(X,Y) € (v, z+Ax) x (y, y + Ay)} = f (z,y) ArAy.

Definice 1.2.8. Margindlni distribucni funkce X a 'Y jsou definovany jako:

Fx(z)=P(X <z)=F(z, x0),
kde F' (z, 0o) = limy_,o F' (7, y) a

Fy (y) = P(Y <y) = F(c0,y),

kde F (00, y) = lim, oo limF' (z, y).
Pro Margindlni hustoty plati:
fr@) = [ £ )y

fy<y>=/°of<x, y) da.

Néasledujici véta dava ovéfitelnou podminku pro nezavislost ndhodnych
velicin.
Véta 1.2.9. Ndhodné veliciny X, Y jsou nezdavisle pravé tehdy, kdyZ pro
kazdé x, y € R plati
[z, y)=fx () [y (y).



1.2.2 Priklady spojitych rozdéleni

Uniformni (stejnomérné) rozdéleni: Nahodna veli¢ina X je stejno-
mérnd na intervalu [a, b], jestlize

pro z € [a, b] a f(x) = 0 jinak.
Normalnt rozdéleni: Nahodna veli¢ina X ma normalni rozdéleni, jestlize
1 _(@—p?

e 202
V2mo?

pro x € (—o0, ), kde p je stfedni hodnota a o2 je rozptyl.

f(x) =

Normalizované norméalni rozdéleni N (0, 1) mé hustotu

1 _2?

Hodnota normaliza¢ni konstanty plyne z hodnoty tzv. Laplaceova inte-
gralu:

Lemma 1.2.10. Plat?

Dukaz: Oznaéme
1 _a?
e zdx.

=/

& 27r‘

Uvazujme druhou mocninu tohoto integralu

S _a? o 1 2 1 [ [ 22
I2:<foo 2_7T.e de) <foo_2ﬂ_e 2dy>:%/_ /_ e er dIdy

Provedeme transformaci do polarnich soufadnic. Mame

1 on 2 1 [ 1
P=_—[rf 6_2-T-drd0:—/ 1d) = —2m = 1,
270 70 27 J, 27

protoze



Odtud plyne I = 1.

2-rozmeérné (standardizované) normalni rozd€leni: Dvojice ndhodnych
veli¢in X, Y ma toto rozdéleni pokud pro jeho sdruzenou hustotu plati

1

- - _; 2 2

kde p je korelace X a Y, spliujici —1 < p < 1. Piimym vypoctem dostaneme

Pro p = 0 tedy plati

1 1(r2+y2> . 1 % 1 y

f(l',y):§€2 _\/% \/%

Odtud plyne dilezita charakteristika nezavislosti normalné rozdélenych
nahodnych veli¢in:

Véta 1.2.11. Jsou-li normalné rozdélené nahodné veliciny X a'Y nekore-
lované, t.j. p =0, pak jsou nezdvisle.

Toto tvrzeni je klicové pro praktické ovérovani nezavislosti ndhodnych veli¢in
s normalnim rozdélenim. Obecné je nezavislost daleko silnéjsi vlastnost nez
nekorelovanost.



Kapitola 2

[ ] (4

Charakteristicka funkce a jeji
vlastnosti

2.1 Charakteristicka funkce

Pripomenuti: Generujici funkce pro diskrétni ndhodnou veli¢inu s hodno-
tami v N, X : 2 — N je definovana jako

Gx(s)=) fln)s"=E(sY),

kde f (n) = P (X = n) je pravdépodobnostni funkce X.

Obecnéji miizeme definovat (substituci s = e') moment generujici funkei
(i pro spojité veliciny).
Definice 2.1.1. Moment generujici funkce nahodné veli¢iny X je definovana
jako

M(t)=F (etX )
prot > 0.
Tedy je-li X spojita ndhodnéa veli¢ina s hustotou f, pak
M (t) = / e f (x) du.

A7 na obor integrace je to pfesné Laplaceova transformace funkce f (u La-
placeovy transformace se integruje jen ptes kladnou poloosu).

Moment generujici funkce dovoluje snadno pocitat jednotlivé momenty
nahodnych veli¢in. Pro stiedni hodnotu mame

E(X) =M (0).

10



Obecné plati
Lemma 2.1.2. Pro kaZdé k € N je

E(X*) = M®(0).

Dtiikaz: Derivujeme integral podle parametru:

M (t) = / " e f (2) da,

e}

tedy

M'(O)z/_ooxf(a:)dx:E(X).

[e.e]

Analogicky k-nasobnym derivovanim dostaneme

M® (1) = /OO z*e! f (z) d.

Tedy

M® (0) = E (X*).

Charakteristickd funkce se formalné lisi od moment generujici funkce jen
imaginarni jednotkou v exponentu.

Definice 2.1.3. Charakteristickd funkce ndhodné veli¢iny X je funkce ¢ :
R — C definovana vztahem

¢ (t)=E (e").

Je-li f hustota X, pak mame
o) = [ F@etd.

A7 na znaménko je to Fourierova transformace hustoty. Vyuziti charakteris-
tické funkce se tedy redukuje na pocitani s Fourierovou transformaci.

11



2.2 Zakladni vlastnosti Fourierovy transfor-
mace

Definice 2.2.1. Fourierova transformace funkce f je funkce

Fo= [ s@ean

Tedy je-li f hustota nahodné velic¢iny X, pak vztah mezi charakteristickou
funkci X a Fourierovou transformaci funkce f je dan vztahem

6 (—t)=J(t).

Z linearity integralu plyne, ze Fourierova transformace je linearni operace.
Pro kazdé dvé funkce f, g a konstanty a, b plati

o —

(af + bg) :af+b§1.

Lemma 2.2.2. (O zméné méritka) Pro f € L' N C a R > 0 oznacme
fr(z) = f(Rx) (tedy fr je plvodni funkce vyjddrend v jiné volbé jednotek).
Pak ¢

Fal6) = £ (%)

Dukaz: Z definice

o0

Talé) = / " ) da — / F(Ra)e- €.

—00

Substituci y = Rxr dostaneme

|ty =5 [ ety = 275,

Lemma 2.2.3. (O Fourierové transformaci derivace). Necht f € L'n C, f' €
L' C alim, i f(z) = 0. Pak

(F(€) = icf(©).

Tedy derivovani se Fourierovou transformaci pfevadi na nasobeni.

12



Diikaz: Integrovanim per partes dostaneme

= [ r@ean = e P [ e = i)
Obecné, je-li f, f',...,f® € L'Nn C a lim,,sn f/(z) = 0 pro j =
0,1,...,k—1, pak k-nasobnym integrovanim per partes dostaneme

(f®)(€) = (i€)*f(9).

Lemma 2.2.4. (O derivaci Fourierovy transformace) Necht f € IL'n Ca
g(z) =xf(x) € L' C. Pak (&) je diferencovatelnd a plati

Dukaz: Derivovanim vztahu

= /_: f(z)e " dx

podle parametru ¢ dostaneme

— /_OO f(z)(—iz)e " dr = —i /_OO [f(z)x) e *"dx = —ig(€).

e}

Konvoluce: Pro f,g € L' je jejich konvoluce definovana vztahem

f gl /f:v— (y)dy

Substituci ¢y’ = x — y dostaneme alternativni vyjadreni
frglx / fW)g(x —y)dy = g * f(x).

Konvoluce je tedy komutativni operace.

Lemma 2.2.5. (O Fourierové transformaci konvoluce) Necht f,g € L'(R).
Pak

Fxg(€) = F(©)a(&).



Diikaz: S pouzitim Fubiniho véty dostaneme

o~

f*g(&) = /_Oo (/_OO flz—y)g(y)dy)e " dx =

= —igw — dudx = —i&(z—y) — )Y dudr —
|t nayds = [ | e g — g gty dyds

Na)

:/w(/“g%wmﬂx_wmge%%@my:ﬂa/we%%@myzﬂa<®.

—00 ) -0

Lemma 2.2.6. (O transformaci posunuti a o posunuti transformace) Necht
ferL'n C. Proa>0 oznacme f,(x) = f(x —a). Pak

~

fa(&) = f(&)e™™.

Naopak, - A
feer(€) = f(§ = a).

Diikaz: Na jedné strané substituci y = x — a dostaneme

o0

fal€) = / fla—a)e™"dz = / fly)e WHOdy = et / Fly)e dy =
= ¢4 f(©).
Naopalk,

‘@(f) _ \/_ f(l,)eia:ce—ifrdx _ /_ f(x)e—i(f—a)a:dx _ fA(é* _ a)'

Dusledek 2.2.7. Necht Fourierova transformace funkce f(z) je F(§). Pak
Fourierova transformace funkce f(z)sinwz je rovna

i

SIF(E+w) = FE— W)l
Tento vztah s obvykle nazyva modula¢ni identita (f je ptvodni signal, w

je nosna frakvence, soudin f(z)e™? je namodulovany signal

Dikaz: Vime, Ze

W _ ,—lWT

e
21

. €
SIN WL =

14



—

flx)eis(€) = F(§ - w).
Tedy

—

f(@)simwa(e) = oo [F(E — ) = F(+w)] = 5[F(E +w) = F(E~ )]

Lemma 2.2.8. (Fourierova transformace Gaussovy funkce) Je-li

f) = —=eF,

N

pak

Na jedné strané je
(—af(x)) = f'(§) = iEF (&),
podle lemmatu o transformaci derivace, na druhé strané, z lemmatu o derivaci

transformace, je

—

(—izf)() = F'(§).
Celkem F' spliuje rovnici
F(§) = —EF(8).
Separaci proménnych dostaneme feseni

—¢2

F(§) =Ce™.

Konstanta C' je rovna hodnoté f v bodé nula, tedy Laplaceovu integralu

f(O):\/%/ e dr = 1.

15



Priklad 2.2.9. Ozna¢me jako H(z) Heavisideovu funkci, t.j. H(z) = 1 pro
z>0aH(z)=0proxz <0. Jeli

flz) =e™*"H(x)
pro néjaké a > 0, pak

; 1

f(§) = T
Opravdu,

() :/ e ey :/ o latie)r g,
0 0
1 | 1
e — _(CL+Z£)$ [e’e) —
a+ i€ l b =a7 i§

Dale uvazujme funkci

flz) = e,

Pomoci Heavisideovy funkce ji miizeme napsat jako
flz)=H(x)e ™ + H(—x)e".
Jeji Fourierova transformace je rovna

P 1 1 2a
f<£):a+zf+a—zf:a2+$2

Véta 2.2.10. (Zdkladni identita pro Fourierovu transformaci) Necht f,g €
L'n C. Pak plati
/ fo= / fy.

Dikaz: 7 Fubiniho véty dostaneme

/Z f(@)g(z)dx = /Z f(x) /Z o)™V dyda —
[ [ st ania= [ o [ seiaty= [ stita

Véta 2.2.11. ( O inverzni transformaci) Necht f € L'n C, f je stejnomérné
spojitd a f € L* N C. Pak f (t) lze vypocitat z f (x) vztahem

f@) =5 | e

Dusledek 2.2.12. Charakteristicka funkce jednozna¢né urcuje hustotu né-

hodné veli¢iny.
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2.3 Zaklady L*-teorie

V této ¢asti budeme uvazovat funkce na obecném intervalu (a, b) s hodnotami

v C a prostor
L*({a, b))

obsahujici funkce, pro které

b
/ |f(2)|?dx < oo.

L?({a, b)) je Hilbertiiv prostor (nekoneénérozmérna analogie Euklidovského
prostoru) se skaldrnim sou¢inem

b
Uwz/fMRMm

Skalarni soucin indukuje, stejné jako v Euklidovském prostoru, na L*({a, b))

normu
b 3
|un=(/|ﬂmFM)

a také metriku. Vzdalenost dvou funkci je ¢islo

pugwwu—yu—(Lﬂﬂw—ngm)é

Definice 2.3.1. Systém funkei {¢y, } 32, se nazyva ortogonalni systém, jestlize

(¢n7 ¢m) =0
pro kazdé n # m. Nazyva se ortonormalni systém, jestlize navic plati

pro vsechna n € N.

Definice 2.3.2. Necht {¢;}72, je ortonormalni systém. Cisla

%—[fﬂmm@Mx

se nazyvaji Fourierovy koeficienty funkce f vzhledem k systému {¢y}32,. For-
malni funkcéni rada

Z CrPr

k=0

17



se nazyvd Fourierova Tada.
Pomoci Fourierovych koeficientt definujeme funkce

N
N = Z CkPr-
=0

Zajima nas, za jakych podminek konverguje fy pro N — oo k funkci f.
Konvergenci v tomto piipadé rozumime konvergenci v normé prostoru L2.
Nasledujici lemma ukazuje, ze fy je nejlepsi aproximaci f mezi vSemi line-
arnimi kombinacemi funkci ¢, ¢o, ... dn.

Lemma 2.3.3. Necht {¢1}72, je ortonormdlni systém a f € L*. Pak pro
libovolna komplexni c¢isla d., ..., dyx plati

N
1f =Y digsll = |If = full.

§=0
Rovnost pritom nastane pouze tehdy, je-li d; = c; pro vsechna j =0,..., N.

Lemma 2.3.4. Fourierova 7ada

o0
Z Ck Pk
=0

konverguje v normé L? k funkci f prdavé tehdy, kdyZ plati Parsevalova rovnost
Do lel =112
=0

(Ve dvoudimenzionalnim prostoru je to Pythagorova véta.)
Pro dvé funkce mame Parsevalovu rovnost:

o0

(9= [ 1@ =Y ad

k=0

kde pruh znaci komplexné sdruzené cislo.

Lemma 2.3.5. Fourierova fada konverguje pro kazdou funkci f € L? ([a, b])
pravé tehdy, kdyz systém {¢y}-, je uplny.

18



2.4 Borel-Cantelliho lemma

Pro pocitani s nekone¢nymi posloupnostmi jevii a ndhodnych veli¢in je dtlezi-
tym nastrojem Borel-Cantelliho lemma.

Lemma 2.4.1. (Borel-Cantelli ) Necht (2, A, P) je pravdépodobnostni
prostor. Necht A, C Q, n = 1, 2,... je posloupnost jevi. Oznacme jako A
jev, Ze nastdvd nekonecné mnoho A,, tedy

4= U 4w

n=1m=n
tj.
weA—=we U A, pro vSechnan =1, 2, ...
Pak plati:
Jestlize

iP (A,) < o0

(tj. fada konverguje), pak P (A) = 0.

Jestlize
ZP (A,) = o0
n=1

(tj. fada diverguje) a A,, jsou nezavislé, potom P (A) = 1.

Dukaz: Plati

s
pro Vn. Tedy o
0< P(A)<P (G Am> < iP(Am)
Ale
f‘; P(A,)

je limita ¢astec¢nych souctl a z definice konvergence tedy plati
> P(A,) =0

19



pro n — oo, ¢imz je prvni tvrzeni dokézano.
Pro diikaz druhé c¢asti, musime dokazat, ze P (AC) =0, kde

A= N 4.

n=0m=n

20



Kapitola 3

Wieneruv proces

3.1 Definice Wienerova procesu

Definice 3.1.1. Redlny stochasticky proces W (t) na pravdépodobnost-
nim prostoru (2, A, P) se nazyva (standardni) Wieneruv proces (neboli
Brownuv pohyb), jestlize plati:

1. W (0) = 0.
2. S pravdépodobnostni 1 je funkce t — W () (tj. trajektorie) spojita v ¢.

3. Prirastky W (t) — W (s) maji rozdéleni N (0, t — s). Pro libovolné 0 < ¢; <
ty < ... < t, jsou piirtustky W (¢;), W (t2) — W (t1), ..., W (tn) — W (t,-1)

navzajem nezavislé.

V nasledujicim textu budeme povazovat pojmy Wieneriv proces a Browntiv
pohyb za synonyma, stejné jako budeme zeménovat znaceni W (t) a W,.

Nejdiive se budeme zabyvat otazkou, zda takovy proces vibec existuje, a
ukazeme si jednu z moznych konstrukei takového procesu.

3.2 Ciesielskiho konstrukce

Definice 3.2.1. Pro t € [0, 1] definujeme Haarovy funkce {hy(t)};—,
takto. Pro £ = 0 polozime

ho (t) =1
pro t € [0, 1]. Dale
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by (1) = 1 prot € [0, %}
B prot € (%, 1}

Pro n > 1 nejdtive vyjadrime n ve tvaru
n=2+k
kde j > 0,0 < k < 2, tzv. dyadické vyjadreni ¢isla n, a definujeme
ha (t) = 25Dy (278 — k).
Zde 2% je normaliza¢ni faktor, faktor 2/ piedstavuje zména méiitka a k posun
(polohu nosice).
Napriklad pro n = 73 mame
73=644+9=2+9,

tedy troven je j = 6 a poloha je kK = 9.
Podobné pro n = 51 je 51 = 32 +19 = 2° + 19, tedy troveii je j = 5 a poloha
je k =19.

Pfipomenme v této souvislosti pojem nosi¢ funkce:

supp f = {x € R; f () # 0}.

Napriklad,

supp (ha) = [0, ﬂ |

Véta 3.2.2. Funkce {hy},-, tvori uplny, ortonormdlni systém v prostoru
L% ([0, 1]).
Diikaz: Zacneme s dikazem ortogonalnosti, t.j.
(hp, hip) =0
pro m # n.

Necht n =2 +kam=2"+k.Proj=j je

supp (h,) N supp (hn)

bud prazdné nebo jednobodové mnozina. Tedy

/Olhn(:)s)hm(x)dx:/ol()dxzo.
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Pro j # 7' musime uvazovat dva pripady, disjunktni a nedisjunktni nosice
hyn a hy,. V prvnim ptipadé je opét soucin identicka nula. V druhém pripadé
nosic¢ h,, lezi v intervalu, kde h,, je konstantni, tedy

1 Lo
/ D, = £22 / h, = 0.
0 0

Déle ukézeme, Ze (h,, h,) = 1, tedy ortonomalitu systému. Pro n = 1 mame

1 1
Hh1||2:/0 hf(x)dx:/o lde = 1.

Pro n > 1 dostaneme

2 ! 2 N2 [ 2 (o)
| P | :/ hn(x)d:p:<22> /h1 (27t — k) dt.
0 0

Po substituci u = 2/t — k, du = 2/dt dostévame:

a2 1 ' 27—k 1
<2%> /0 h%(2jt—k‘)dt:/k h%(u)du:/0 h? (u)du = 1.

Uplnost systému plyne z jeho uzavienosti. Pro kazdé f € L? ([0, 1]) existuje
posloupnost kone¢nych linedrnich kombinaci funkei z {¢,}]°, kterd konver-
guje k f. Opravdu, z Haarovych funkci jako linearni kombinace dostaneme
funkce po ¢astech konstantni na dyadickych intervalech v [0, 1], pomoci kte-
rych mizeme libovolné dobfe aproximovat funkce spojité. Na druhé strané,
spojité funkce tvor{ hustou podmnozinu v L?. Odtud plyne tvrzeni.

Integrovanim Haarovych funkci dostanem Schauderovy funkce.

Definice 3.2.3. Pro n =1, 2,... definujeme n-tou Schauderovu funkci
vztahem

pro t € [0, 1].

Poznamka. Grafem n-té Schauderovy funkce je rovnoramenny trojihelnik,
jehoz vyska je ﬁﬁ = 27771 = 2737, Lemma 3.2.4. Nechf {a;};2,

je posloupnost redlngch cisel, 0 < § < % a necht plati |ax] = O (k5), tedy

existuje konstanta ¢ > 0 tak, Ze |ay,| < ck®. Pak fada > -, axsk (t) konverguje
stejnomeérné pro t € [0, 1].

Dukaz: Zvolme ¢ > 0. Pro 2" < k < 2""! maji funkce s, (¢) disjunktni
nosice. Polozme

b, = max |ax| <c (2“+1)6.
2n<k<2ntl
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Pak pro 0 <t <1 plati:

o0 00 -
D awl sk ()] <) ba2" < max sy (t <> (27+1)° _
fmzm — k<2 2

— 26D Z 2n((5—§

pro dostatecné velké m, nebot § — % < 0 a tedy tada

- 271(5—1
2

konverguje. |

Lemma 3.2.5. Necht {Ay};—, jsou nezdvislé nahodné veli¢iny na pravdépo-
dobnostnim prostoru (2, A, P) s rozdélenim N (0,1). Pak pro skoro vsechna
w € Q plati, Ze |Ay| = O (Vlog k) pro k — oo (tedy ezistuje ¢ € R tak, Ze
| Ag] < cv/log k).

Dtkaz: Proxz >0a k=1, 2,... mame:

P(|Ay > z) = / 2ds+—/ 5 ds —
5 <

_4ds<ce IT
\/27r/ 21 / -

2

pro né&jakou konstantu ¢, protoze e~ 1 je klesajici na [z, o). MZeme vzit

52
napi. ¢ = \/%71’ f_oooo e~ 1ds.
Polozme x = 4+/log k. Potom

1
P (|Ak| > 44/log k) < cem ek — 7

Protoze fada >, , 1%4 konverguje, z Borel-Canteliho lemmatu mame

m“"

P (|Ak| > 44/log k pro nekonecné mnoho k:) =0.
Tedy pro skoro vSechna w je |Ax| < cy/log k pro néjakou konstantu ¢. W
Véta 3.2.6. Necht W (t) je Wieneriv proces. Pak

Cov(W (t), W(s))=E (W (t) W (s)) =min(t, s).
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Duikaz: Necht s > ¢ > 0. Mame
EW (&) [W (1) + (W (s) = W (1)) = E (W (1)) +E (W () [W (s) = W (#)]) =
=t=min(¢ s),
protoZe prirtstky W (s) — W (t) jsou nezéavislé, E (W?(t)) =t z definice a
E(W (t) W (s) = W (5)]) = 0

7 nezavislosti. |

Veéta 3.2.7. Pro libovolna 0 < s, t < 1 plati

Z sk (8) s (t) =min (s, t).

k=1

oo

Dukaz: Pro libovolné pevné s € [0, 1] definujeme funkce

lpro7r <s
gs (1) =
Opros<7< 1.

Podle Parsevalovy rovnosti (protoze Haarovy funkce tvoii ortonormalni iplny
systém v L? ([0, 1])) mame pro s < ¢:

o0

s = /0 gt () gs (x) dox = Z aby,

0

kde pro skalarni soucin plati

ax = (g, hi) = /0 gt (z) hy (z) dx = /0 hi (z) dx = s (t)

b = (gs, hy) = /o gs (z) hy, (z) dx = /05 hy (z) dx = si (s) .
Tedy celkem min (s, t) = s =Y o s (t) sk (s) . [ ]

Véta 3.2.8. (Ciesielskiho konstrukce Wienerova procesu): Necht
{Ar}i, je posloupnost nezdvislych nahodnyjch velicin s rozdélenim N (0, 1),
definovanych na daném pravdépodobnostnim prostoru. Pak soucet

W (t, w) =) A (w) s (t)
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pro 0 < t < 1 konverguje stejnomérné v t pro skoro vSechna w, a W (t) je
Wieneriv proces.

Dtikaz: Stejnomérna konvergence plyne z predchozich lemmat. Ze stejno-
mérné konvergence fady spojitych funkci plyne spojitost trajektorie procesu
t— Wi(t,w).

Musime ovéfit, ze W (t, w) je Wieneruv proces. Ziejmé W (0) = 0, protoze
sk (0) = 0 pro vSechna k.

Déle pomoci charakteristické funkce dokazeme, ze W (t) —W (s) pros < t
mé rozdéleni N (0,¢ —s). Necht s < t. Z definice W, nezavislosti A ~
N (0,1) a vlastnosti

E (eitA’“) = e’g
mame

E [AWO-VO)] = g {emzz‘;lAMsk(w—sk(s))] _ ﬁ B [¢Meor0-s()] =

k=1

I1 o=l =5k o= Tl ()] _
k=1

o TR 028k 0k (s) +52(5)

a podle pomocného tvrzeni

Z Sk (8) s (t) = min (s, t)

mame
_a2 S0 L 82 (1) =28 (t) sk (8)+52(s) fﬁ[t723+s] fﬁ[tfs}
e 2 2k=15k k\S) — o772 — e 2 ,

to je ale charakteristickd funkce rozdéleni N (0, t — s). Z jednoznacnosti cha-
rakteristické funkce plyne

W(t)—W(s) ~N(0,t—s).

Zbyva dokazat nezavislost prirtistkid. Protoze prirtistky maji normalni roz-
déleni, staci dokazat nekorelovanost,

E(W (tir) = W ([ [W (41) = W (t5)]) =0
pro ¢ # j.
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Nejdiive vypocteme podle definice

EW ()W (s)] =

b KZO;Ak () s (t)> (ZilAk (w) sk (8)>] B

—E[(X0 S A A s s ()] = B (X7 142 @)] 50 s (5)).

protoze z nezavislosti mame
E(Ax (w) A (w)) =0

pro k # .
Tedy

E (Z [AF (w)] sk (t) 5 (s)) _

k=1

Nk

E[A} (w)] sk (t)si(t) = ) s (1) s (s) = min (t,5) = 1,

B
Il

1

nebot Ay ~ N (0,1). Bez 4jmy na obecnosti mizeme pfedpokladat ¢; < ¢;.
Méame
E (W (i) =W ()] W (1) =W (1)) =

=EW (i) W (tj1) =W ()W (1) = W (ti) W (1) + W (8) W (E5)] =

=tip1 —ti —tiq1 + 1, =0.

Tedy prirtistky jsou nekorelované a tedy nezavislé. |
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Kapitola 4

Linearni a kvadraticka variace

4.1 Linearni variace

Variace je mira proménlivosti (variability) funkce na daném intervalu.
Necht f : [a, b] — R je spojité funkce anecht D = {a =t; <ty < ... <t, =b}
je déleni intervalu [a, b].

Linearni variace vzhledem k déleni D je definovana jako

LV (£, D)= 32" 1F (ta) = £ ()]

Definice 4.1.1. linedrnt variaci funkce f je definovana jako

LV (f)= lim LV (f, D),

[ D||—0
kde ||D|| je norma déleni, t;j.
D = max; | tj41—t; |
Priklad 4.1.2. Funkce f (z) = z? na intervalu [0, 1] m4 linerni variaci
LV (f)=f1) = f(0)=1,
protoze f (tj+1) — f (t;) > 0, nebot f je rostouci. Linearni variace je tedy

n—1

LV (f, D) =) (f(tjm) — f(ty) =
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Obecné, je-li f monotonni na [a, b], pak

V() =11 ®) = f(a).

Piiklad 4.1.3. Vypoctéte linedrni variaci funkce sin x na intervalu [0, 27].
Funkce je po ¢astech monotonni na jednotlivych podintervalech délky 7, na
kazdém z nich je variace rovna jedné. Sectenim jednotlivych variaci dosta-

vame LV (f) = 4.

Necht f : [0, T] — R je funkce s grafem nabyvajicim extrémt v bodech ¢; a
t} Pak

(f) =1 (t) = FO+ 1 (t2) = f (@) + [F(T) = f(t2)| =

/f dx—/ 'z dx+/f dx—/ If (2)] da.

Obecné, je-li f diferencovatelna, pak podle véty o stfedni hodnoté pro kazdy
podinterval [t, tx41] existuje bod ¢} uvniti tohoto intervalu tak, ze

f () = f (&) = f1 (&) (i — 1)
tedy
n—1 n—1
Zk:l |f (tesr) = f ()| = Zk:l | @] (Ersr — 1)
coz je priblizny soucet z definice Riemannova integralu.
Limitnim pfechodem dostaneme

T
LV (f) = lim Z|f ) = )] = [ 17 ()]

DIl —0 <

Pro trajektorie Wienerova procesu neni linedrni variace uzite¢ny pojem, ne-
bot LV = oo pro skoro vSechny trajektorie.

4.2 Kvadraticka variace

Definice 4.2.1. Necht D = {t4, ..., t,} je déleni intervalu [0, T, tedy 0 =
t <ty <..<t, =T.Pak kvadratickou variaci funkce f na intervalu
[0, T'] definujeme jako

n—1

KV (f)= l f(t f (i)
HDIHIEO k:1 k+1 k)) s



pokud limita existuje.

Lemma 4.2.2. Necht f je diferencovatelnd funkce na [0, T, pak KV (f) =
0.

Dukaz: Mame

n—1
lim 3717 ()P (b — 1) < Tim HDHZIf ()Pt — 1) =
k=1

||1131|150”D“/0 (f'(t)"dt =0,

nebot fOT (f' (t))*dt je konecny. [ |
Lemma 4.2.3. Necht W (t) je Wieneriv proces. Pak

E(W?(t) =t
E(W(1) = 3t%.
Dukaz: Mame W (t) —W (s) ~ N (0, t — s). Specidlné pro s = 0 je W (¢)
N (0, 1), tedy E (W (t)) =0 a E(W?(t)) =t. N (0, t) ma hustotu ﬁe_%,

Ze vztahu
(E(g(2) = "9 (@) f (2)dx

v

mame
1 22
E(W4@®) = [* e~ atder = o€ 2tx 4dx
_ 1 <|:€_9§ (—t) x?’ro + /7 e_éft?)xde) =
\ 21t —00 -
1 2? oo o _a?
— [6—27 (—t) x?’] > e aldr
21t —o0 &0
2 o0
=0+ 3t [e*m —t x} + [T e (¢ dm} = 3ttt e wdr =
=3t [ (0] T4 e | = s
o 1 22
=3 [° e zdy =3t -1 =3t
N2t



.1'2 o0 . . v .7 ’
. Vyuzili jsme toho, ze [e’ﬁ (—t)- a3 = 0, jelikoz exponenciala klesa

rychleji nez roste x. |

Véta 4.2.4. Necht W (t) je Wieneriv proces na intervalu [0, T] a necht
D={0=t <ty <..<t,=T} je déleni intervalu [0, T]. Pak

—_

n—

(W (tipr) = W ()" = T

1

B
Il

pro ||D|| = 0 v L*-normé.
Dukaz: Ozna¢me AWy = W (tgr1) — W (tx) a Aty = tgy1 — tr. Cheeme

dokazat, ze
n—1 2
(Z (AW,)? — T) —0
k=1

pro At;, — 0 (tj. konvergence v L?). Mame

n—1 2 n—1
(Z AWk tk+1 — tk ) = Z E(AW,? -2 (tk+1 — tk) AWkQ—i—
k=1 k=1

—_

3

+(ten — 1)) =D (B(tewr — k) = 2 (ter — 1) + (ter — 16)?) =
k=1
n—1
=2 (tey1 —te)* <2 D n =1k =1 (tgy1 — tx) = 2||D|| T — 0
k=1
pro || D|| — 0. |

Tedy trajektorie Wienerova procesu maji kvadratickou variaci rovnu 7' (vSechny
stejnou).

Dusledek 4.2.5. Trajektorie Wienerova procesu maji nekone¢nou linearni
variaci.

Disledek 4.2.6. Trajektorie Wienerova procesu nejsou diferencovatelné na
zadném podintervalu.

Pozoruhodné na predchozich vysledcich je Ze na jedné strané trajektorie Wi-
enerova procesu je nahodna, ale veli¢ina

lim Y (AW,)?

At—0
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je deterministickd (nezavisi na trajektorii) a rovné se T' (stejna pro vSechny
trajektorie). To je matematicky smysl heuristické formule

(AW)? = At.
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Kapitola 5

Itonv integral a Itéovo lemma

5.1 It6uv integral

Je-li f hladkad funkce, pak miizeme prirozené definovat integral podle pfi-
rastki funkce f,

[ @@= [ gt wdu= im S g(t)(F ) - f o).

kde a = ty) < t; < .. < t, = b je déleni intervalu [a, b]. Integral
fjg (u) df (u) je tzv. Stieltjestiv integrdl.

Pro aplikace ve financich chceme podobny integral, kde ale f neni hladka
funkce, konkrétné

[ ),

kde W; je Wienertiv proces.
Tyto integraly se lisi se ve dvou aspektech:

— integral je ndhodn4 veli¢ina (vysledek zavisi na trajektorii Wienerova pro-
cesu)

— W, neni hladka, s pravdépodobnosti 1 nemé trajektorie derivaci v zadném
bodé.

Piiklad 5.1.1. (motivacéni) Necht W; (w) je cena akcie v ¢ase t pfi trznim
scéndfi w. Necht f (£, w) je obchodni strategie, tj. pocet drzenych akcii v ¢ase
t za scénare w. Pak

[t w) (Wepr = We) = [ (8, w) - AW
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je zisk ze strategie v Casovém intervalu [¢, ¢ + 1].

Souctem téchto ziski dostaneme fab f-dW ktery predstavuje zisk ze stra-
tegie v ¢asovém intervalu [a, b].

Priklad 5.1.2. (zavislost na volbé vnitfniho bodu): Méjme déleni in-
tervalu [0, T], D={0=ty <t1 <..<t, =T} a

,,,,,

Pro pevné A € [0, 1] polozme
Tk — (1 — /\) tk + )\tk+1

prok =0,..,n—1. (Pro A = 0 dostaneme levy krajni bod 75, = t, pro A = %
dostaneme prostiedek 7, = % (ty +txs1) a pro A = 1 dostaneme pravy krajni
bod Tk = tk+1.)

Definujeme Riemannovy soucty pro

T
/ Wdaw
0

vztahem

i
L

RBy= > W(m) (W (terr) = W (th))-

>
Il

Dostaneme

W) (W (trga) =W () = W (1) W (trga) = W () W (t1,) =

= W (5 W () £ 5T () 52 (1) = W2 () = W () W (1) =
1

= — [W (tesr) = W (7)) + % (W () = W (t)]” + 5 (W2 (trpa) — W2 ()]

n—1

T [W (Tk) 4 (ka)]2 + % Z [WQ (tk+1) — W2 (tk)] .

k=0 k=0

3

Posledni ¢len je tzv. teleskopujici soucet a rovna se

W2 (T) — W?(0).
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Pro | D|| — 0 podobné jako u kvadratické variace mame

R, = —%(1 —NT + %ATJF% (W2 (T) = W?(0)] = W22(T> - (/\— 1) T.

Specialné:
pro A = % mame fOT Wy - dW, = w ... Stratonovic¢uv integral,

pro A = 0 mame fOT W, - dW, = @ — T ... Itouv integrdl.

Ve financich se pouziva jen [totv integral, protoze portfolio musime sestavit
pfed pohybem ceny (viz. dale).

Definice 5.1.3. Systém o-algeber F = {F;, t € 7} na pravdépodobnostnim
prostoru (2, A, P) se nazyva filtrace, pokud pro vSechna t € 7 je F;, C A,
kde A jsou pozorovatelné jevy a F, C F; pro s < t, kde s, t € 7.

Definice 5.1.4. Necht W (t) je Wienertv proces na (€2, A, P). Filtrace
F = {F, t >0} se nazyva historie Wienerova procesu, jestlize pro
kazdé t > 0 je F; o-algebra generovand nahodnymi veli¢inami W (s, w) pro
s <t.

F popisuje rist informace o trajektorii Wienerova procesu v zavislosti na
case. JF; je tedy informace o trajektorii v case t. Plati

Véta 5.1.5. F; je nejmensi o-algebra generovand mnoZinamsi typu

{W7 w (thw) S F17 ey W (t/mw) S Fk} )
kdek =1,2,... at; <t pro vsechna j (libovolné casy) a F; C R jsou libovolné
Borelovské mnoziny.

Véta 5.1.6. Funkce h(w) je Fi-méfitelnd, kde F je historie Wienerova
procesu pravé tehdy, kdyz h je bodovd limita souctu funkci tvaru

g (W) - g (W),

kde g1, ..., gr jsou omezené spojité funkce, t; <t proj=1, .., kakeN.

Definice 5.1.7. Necht W (t) je Wienertv proces na prostoru (£2, A, P) a ne-
cht F je historie Wienerova prostoru. Rikdme, ze proces {G (¢, w); t € [0, co)}
je adaptovany historii Wienerova procesu (neboli G (t, w) je neanti-
cipativni'), jestlize pro kazdé ¢t > 0 je funkce w — G (t, w) Fy-mé&Fitelna.

Tedy hodnota G (¢, w) zavisi jen na historii Wienerova procesu do ¢asu t.
G (t, w) nepredvida proud informaci reprezentovanych o-algebrami F;.

1tj. nepredvida budoucnost
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Definice 5.1.8. Stochasticky proces S se nazyva jednoducha funkce na
intervalu [0, T, jestlize existuje déleni D = {0 =ty < ... < t,, = T’} tak, ze

S(t,w) = Sk (w)
pro t;, <t <tpy1 (k=0, .., m—1) pro néaké ndhodné veli¢iny Sy.
Definice 5.1.9. Necht S je jednoduché funkce. Pak

m—1

/s AW = Zsk ) (W (tepr, w) — W (g, )

0

se nazyva Itouv stochasticky integral funkce S na intervalu [0, 7.
Tedy oznacime-li AWy, = (W (tgy1, w) — W (tg, w)), mame

m—1

/ S-dW = Zsk AW,
0

Definice 5.1.10. Necht W (¢) je Wienertv proces na prostoru (2, A, P).
Symbolem M budeme oznacovat tfidu stochastickych procesii

ft,w):[0,00)x Q=R

takovych, ze:
— f(t, w) je neanticipativni,
~ [ (t, w) je B x A-méfitelnd, kde B jsou Borelovské mnoziny na [0, o),

— plati
{fo 2dt < +oo} =1

Piiklad 5.1.11. (Investi¢ni strategie) V intervalu [t;, ;1) drzime e; (w)
akcii, kde e; (w) zavisi na vyvoji ceny W; (w) do casu t; (W; je cena akcie v
Case t)

m—1
Z ez * X[ts, tiv1)s
1=0
kde
. 1 pro t e [t“ ti—i—l)
Xtetie) = 9 0 finak,

Pak @ (¢, w) je pocet akcii, které drzime v Case t (za scénéafe w). ® je jedno-
ducha funkce. Integral

/(; D (¢ ( th Z ez 1+1 ) - Wti (w>)



je nas celkovy zisk z této strategie od c¢asu 0 do casu 7T

Véta 5.1.12. (Itéova izometrie): Necht S je jednoduchd omezend funkce
(tedy Sk jsou omezené ndhodné veliciny). Pak

{(fo (t, w) dW; (w ))2} :E<f0T52 (t, w)dt).

Dukaz: Ozna¢me AW; = W (t;41, w) — W (¢;, w). Mame z definice

m—1 2 m—1 m—1
E [(IOTSdW)Q} B <Z SjAWj> — B[S (aW)? +2Y 8.5,AWAW,
J=0 =0 i<j

m—1 m—1
=Y E(S;AW?) +2i < j Y E(SiS;AW;) E(AW)) =
j=0 2, j=0
m—1 m—1
= ST E(S)E(AW?) = 3B (S2) (ty — ) =
j=0 j=0

(le tir — ):E[]OTS%].

0

Pro obecny proces f € M definujeme fOT f (t, w) dW limitnim pfechodem:

Lemma 5.1.13. Necht [ je ndhodny proces patiici do tiidy M. Pak existuje
posloupnost jednoduchych funkci f, € M tak, Ze pro n — oo plati

E (fOT (fo (t, w) — F (L, w))th> 0

(konvergence v pravdépodobnosti).

Definice 5.1.14. Pro obecny proces f € M definujeme [to6tv integral pred-
pisem

fo ft, w)dW = lim fo [ (t, W) dW.

Tato limita nezavisi na volbé posloupnosti f,,. Diikaz je technicky - pomoci
[toovy izometrie - viz literatura.
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Véta 5.1.15. (Zakladni vlastnosti Itéova integralu) Plati

1. [ (aG +bF) - dW =af] G -dW + b, F-dW

2. E(f;G-aw) =0

3. fOTG -dW je Fi-meritelny

Dtikaz: Prvni tvrzeni plyne ihned z definice. DokaZzeme druhé tvrzeni. G je

jednoducha funkce G (t, w) = Gy (w) pro tp <t < tpy1,kde k=0, .., m—1.
Jelikoz G, (w) zavisi jen na W (s) pro s < t, (z neanticipativnosti), dosté-

| E(fyG-aw) = (Z G (w AWk) =

m—1
=Y E(Gi(w)AWy) = Y E(Gy (w)) E (AW).
=0 k=0

Protoze E (G (w)) < o0 a E (AW}) = 0, plati

3
R

ol

_lE(Gk (w)) E (AW,) = 0.

3

i

5.2 Itoéovo lemma

Motivace: Necht f je hladka funkce na intervalu [a, b]. Uvazujme rovno-
mérné déleni intervalu a =ty < t; < ... < t, =b, kde At; =t;41 —t; = b_T“
pro vSechna ¢ =20, 1, .... n — 1.

Pak plati, s vyuzitim Taylorova polynomu

—

n—1 n—

FO)=F(@) = YT s = £ (1) = 38 (6) A+ 57" (1) (At + .

@
Il
=)
~
I
o

£ je hladks, tedy
/() <M

pro néjakou konstantu M na [a, b]. Odtud

ST,

pro n — oQ.

1 b—a n (b—a)’
§Z§ ( ):5-1\4 0




Tedy pro n — oo:

) = f(a) = lm Y f (6) Aty = [7f (#)dt
Pro deterministicky ptfipad jsme tedy dostali Newton-Leibnitztv vzorec.

Ted uvazujme stochastické funkce.
V aplikacich, cena aktiva je funkci Wienerova procesu W,

St (w) = (W (w))
Necht f je hladkéa funkce. Pak

—_

n—

FW®) =fW(a) =) fW(ti) = f (W (k) =

i

=W (1) AW; + Z f” (t:)) (AW;)? +

Z lemmatu o kvadratické variaci vime, zZe
n—1

> (AW = b—a

1=0

I
=)

pro n — oo, tedy ¢leny 2. fadu nelze zanedbat (vyssiho fadu uz ano).
Dostaneme tedy:

FW () = f(W(a) = 7}13;021" )) AW, + f”( (t)) (AW, )? =

= [f" (W) dW; + 3 L aw 1) a.

Definice 5.2.1. Necht W, je Wienertiv proces na pravdépodobnostnim pro-
storu (2, A, P). Jednodimenziondlnt Itéuv proces je stochasticky pro-
ces tvaru:

Xt(w):XO—kat (s, w ds+f0 s, w) dWs (w),

kde u, v € M

Clen fo s, w) ds je obyCejny Riemanntv integral a fo s, w) dWs (w) je
stochasticky clen.
Poznamka. Casto se Itdtv proces zapisuje v diferencidlnim tvaru:

dXi (w) =u(t, w)dt +v (t, w) dW; (w),

coz je tzv. stochasticky deferencidl, kde u (t, w) je drift a v (¢, w) je volatilita.
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Véta 5.2.2. Necht X (t, w) je Itouv proces se stochastickym diferencidlem
dX (t) =Udt+ VdW (t),
kde U, V' jsou procesy tiidy M. Necht
g(t, z):(0,00) x R—=R
je dvakrdt spojité diferencovatelnd funkce. Potom
Y () = g(t, X (1))
je opét Itouv proces. Jeho stochasticky diferencidl md tvar

dyY (t) = % (t, X (t))dt + % (t, X (t))dX (t) + %% (t, X (t)) (dX (t))2 ,
kde

(dX (1))* = (Udt + VdW (t))* = (dX (1)) (dX (t))
se pocitd podle pravidel dt - dt = dt - dW =0 a dW - dW = dt.

Priklad 5.2.3. (Stochasticka diferencialni rovnice pro vyvoj ceny akcie):

Ceny se vyviji podle geometrického Wienerova procesu
dSt = IUStdt + O'Stth

neboli
ds: = pdt + odW.
Sy
Necht
g(t,z)=Inzx
a
Yi=g(t Si).
Mame tedy 5
g
2% = 0
dg 1
or  w
0%g 1
o 2%

Podle Itoova lemmatu dostaneme

1 1/ 1 )
AY (1) = 0+ g-dSi + 5 (_s_g) (dS,)?,
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kde (dS;)* = 0252dt. Tedy
1 1 1
dY (1) = o (nSudt + 0.S,dW,) - §o2dt = (u - 502) dt + odW,.
t
Odtud ,
dY; = <,u - 502) dt + odW;,

tedy
2

Y, =Y, + (M—%)t—i-awt,

kde Wy = 0. Tedy
1
hlSt = IHSO +Mt+UWt - §U2t

ma normalni rozdéleni

1
InS; ~ N <ln So + put — 50225; 02t>

St _ SO . eut-i—a’Wt—%O'Qt

ma lognormalni rozdéleni.
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Kapitola 6

Martingaly a Itdovy proces

6.1 Martingal (= férova hra)

V diskrétnim ptipadé jsme definovali martingal takto. Posloupnost néahod-
nych veli¢in S,,, 0 < n < oo, kterd pro vSechna n spliuje

E (Spi1 | Xo, X1, oy X)) = S,

se nazyva martingal vzhledem k posloupnosti X,,.

Definice 6.1.1. Filtrace na (2, A, P) je systém o-algeber F = {F;, t € T'},
kde pro kazdé t € T plati F; C A, a F; C F; pro s < t.

Definice 6.1.2. Historie Wienerova procesu je o-algebra generovana
ndhodnymi veli¢inami W (s) pro s < t. Popisuje rtst informace o trajektorii
Wienerova procesu v zavislosti na cCase.

Definice 6.1.3. Necht {M,; t > 0} je stochasticky proces na pravdépodob-
nostnim prostoru (2, A, P) a {F;, t > 0} je historie Wienerova procesu. M,
se nazyva martingal vzhledem k F;, jestlize:
— M, je neanticipativni (tj. M; je uré¢eno hodnotami Wienerova procesu do
Casu t),
— E'[|M;]] < oo pro Vt >0,
— plati

E [Ms | JT:t] = M,

pro vSechna s > t, tzv. Martingalova podminka.
Receno slovy: “Ocekavani budouci hodnoty je rovno soucasné hodnoté.”

Véta 6.1.4. Necht {W (t);t > 0} je Wieneriv proces na pravdépodobnost-
nim prostoru (Q, A, P) a {F, t > 0} je historie Wienerova procesu. Pak
W (t) je martingalem vzhledem k {F;, t > 0}.
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Dtikaz: Musime dokéazat vSechny tfi vlastnosti martingalu. W; je nean-
ticipativni, tedy W, je urceno hodnotami Wienerova procesu do ¢asu t pro
s < t. To je trividlni. Dale

E[Wi] < o0
kde
Wt ~ N (0, t)
m2
af= \/%me_ﬁ, tedy
0 1 2
E W] = ffoo |z - ce 2 dx.

V27t

Jelikoz jsou obé funkce v integralu sudé, mizeme psat

0 1 _2? I e a2
EW| =22 — e 2de =2——|, v e 2tdx
IWl=2-Joe 7o Nl

Zavedeme substituci s = —%, ds = —%Qxdx a dostavame
E W] = 2 [~¢" (—t) ds = 2— [*_1 - ¢ds —
! V2nrt?? V2t ™
2t 2t 2t 2t
- —ff)ooesds = — [es](ioo =——(1-e™) = < 0

\ 2t \ 2t V2t
Zbyva nam dokézat, ze E [Wy | Fy| = Wy, pro s > t,
E[Ws|ft]:E[Wt+(Ws_Wt)|~/—-;f]:
nebot Wy a W, jsou nezavislé, tedy E [Wy — W, | F;] = 0. [ |

V diskrétnim ptipadé je martingalova transformace martingal. Ve spojitém
pripadé je analogii martingalové transformace [to1v integral. Plati

E (fssfa (t, w) dW) =0

pro kazdé sq, s9, odkud plyne, ze It6tv integral je martingal.

6.2 Ito0v proces a stopping time

Definice 6.2.1. Necht W () je standardni Wienertiv proces na (2, A, P) a
{F:} je historie Wienerova procesu. Nezaporna ndhodna veli¢ina 7 se nazyva
stopping time (“Cas zastaveni”), jestlize pro vSechna t > 0 je udélost (jev)
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{r <t} prvkem o-algebry F;.

V case t tedy vime, zda Cas 7 uz nastal, nebo ne.
Priklad 6.2.2. Prvni ¢as prichodu bodem a:
Necht a > 0,

Ty = mtin{t € (0, 00); W (t) =a}

a 7, = oo pokud neexistuje t takové, ze W (t) = a. Je vidét, ze 7, je stopping
time.

Piiklad 6.2.3. Maximum na intervalu [0, 7] neni stopping time.
Definujeme
M(T) = W (t
(T) = max W (1)
maximalni hodnotu W (t), a
T = mtin{t el0,T), W(t)=M(T)}
¢as dosazeni maxima. V ¢ase t nevime, jestli 7 nastal nebo ne (muze byt
potom jesté vyssi hodnota), tedy nejde o stopping time.

Véta 6.2.4. (Princip reflexe): Necht W (t) je Wieneriv proces, a > 0 a
7 (a) je éas proniho dosaZeni bodu a. Plati

Plr(a)<t]=2-P[W () >d.

Vyraz na pravé strané rovnice umime spocitat:

2
_r-
-e 2dr.

PV (0> d = =

Dukaz: Je-li W (t) > a, pak ze spojitosti trajektorii Wienerova procesu
plyne, Ze 7 (a) < t. Protoze 7 (a) je stopping time,

Wt +7(a)) =W (r(a))

je Wieneriv proces, ktery je nezavisly na vyvoji pied ¢asem 7 (a). Tedy
W(t) =W(r(a)) ~ N (0,1 —7(a))

Ze symetrie normalniho rozdéleni plyne
1
PW({t)—=W(r(a) >0|71(a)<t]=P[W({t)—W(r(a)) <0]|7(a) <t]= 7
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Tedy
PW (t)>al|=Plr(a) <t NW(t)—W(r(a)) >0] =

= Plr(a) <t]-PW(t) =W (r(a)) >0 7(a) <t] =
Celkem

- P71 (a) <t

DN | —

Pr(a) <t]=2-P[W(t) > qa].

|
Poznamka. Pokud vime, ze 7 (a) < t, pak je stejnd pravdépodobnost, Ze
se W (t) nachazi na trovni a jako pod trovni a.
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Kapitola 7

Black-Scholesuv model

Predpoklady Black-Scholesova modelu:
Na trhu existuji dvé aktiva,

e bezrizikovy dluhopis, kde B, je cena v Case t,

e rizikova akcie, kde S; je cena v Case t a Sy je cena v case 0, coz je znama
hodnota.

Dluhopis méa znamou trokovou miru 7, kde r; je deterministicka funkce casu.
Tedy cena dluhopisu B; v ¢ase t spliiuje

dB
d_tt =Tt Bt‘
Resenim (separaci proménnych) dostaneme:
dB;
? =T¢ - dt,
¢

tedy In B; = [ r,dt a

B; = exp (fgrsds> )

Cena podilu akcie se fidi stochastickou diferencialni rovnici tvaru

dSt:Mt'St‘dt+U‘St'th (71)

kde W; je standardni Wienertv proces, p; je deterministickd funkce ¢asu a
o > 0 je konstanta nazyvana volatilita akcie.

Véta 7.0.5. (Zakladni véta arbitrazZni teorie): Pokud neexistuje na trhu
arbitraz, potom ezistuje rovnovdind (risk-neutralni) pravdépodobnostni mira
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na prostoru trinich scénaru, vici niz je proces diskontované ceny akcie mar-
tingal, 1.
* *
SO =F (St) )

kde S} je diskontovand cena v case t.

Véta 7.0.6. Necht koeficient driftu p; je omezeny, pak stochastickad diferen-
cidlni rovnice (7.1) mad teSent

2
Sy = Sp - exp (aWt — %t + f(fpsds> )

Navic, vzhledem k risk-neutralni mire must platit vy = ;.

Dukaz: Pouzijeme Itéovu formuli na funkci

0.2

g(x, t) =exp <a:1: -3 t+ fgusds) :
Pro S =g (x, t), kde X = W, dostaneme

dS=0c-S-dW +p,- S -dt

tedy S fesi rovnici (7.1).

Déle vime, ze vzhledem k risk-neutralni mire diskontovany proces ceny
akcie musi byt martingal. Diskonotovaci faktor je cena bezrizikového dluho-
pisu By, tedy

S, exXp (aWt — ét + f(f,usds>
- B exp (f(frsds)

Dale, stejnou aplikaci Itéova lemmatu dostaneme, ze Sy spliluje stochastickou
diferencidlni rovnici

0.2

= exp (UWt — 5 t+ [ (s —rs)ds) :

S

ds; =o-S; - dW, + 5] (e — ) dt.
Tedy S} je martingal pravé tehdy, kdyz koeficient u dt je = 0, tedy r; =

pro vSechna t. |
Disledek 7.0.7. Vzhledem k rovnovazné pravdépodobnostni mite (r; = pu)

logaritmus diskontované ceny akcie S; v case ¢ ma normalni rozdéleni se
~ ’ 2
stfedni hodnotou In Sy — -t a rozptylem ot
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7.1 Odvozeni Black-Scholesova vzorce pro ev-
ropskou call opci

Evropska call opce na akcii s realizacni cenou K a Casem expirace T dava
majiteli pravo koupit v case T" akcii za cenu K.
Tedy hodnota opce v ¢ase T' je

VT:(ST—K)+:{ST K pro S > K

0 pro Sp < K

Zajima nas cena opce V.

Podle zakladni véty arbitrazni ocenovaci teorie plyne, ze pokud na trhu nee-
xistuje arbitraz, pak cena opce v ¢ase t = 0 musi byt rovna diskontovanému
ocekavani vzhledem k rovnovazné pravdépodobnostni mire jeji hodnoty v
case T'.

Tedy podle predchozi véty

K
%(SO,K,T):E(SI}:—B—T) 5
+

kde S} = g—;, By je cena dluhopisu v ¢ase T" a S} mé rozdéleni podle disledku
predchozi véty.

Vypoétem ocekavani (pfislusného integralu - viz déle) dostaneme Black-
Scholestiv vzorec

V (So, K,T):SO-¢(z)—B£T-¢<z—U\/T>,

kde
i (04 +0°%)

oVT

a ¢ je distribu¢ni funkce normalniho rozdéleni:

P
b (z) = f*w\/—Q_w e 7 d.

Necht Vj je cena opce v ¢ase t = 0. Podle zakladni véty arbitrazni teorie vime,
ze Vi = diskontované ocekavani hodnoty Vi v ¢ase T' vuci risk-neutralni mire,

z =

tedy
K
—F(Ss - —
‘/0 (ST BT)+’
kde g
R
Sy = B,



o2
InS;, ~N (lnSO — 7T; 02t) .

Jinak feceno Sy = Sy - e*, kde X ~ N <—§ : 02T>.

Tedy

Vo= /2 (S i > = Lo d
= et — — —— e 202T T
O Jee Y Br ). 2mro?T

Uréime skuteény obor integrace (kde je integrované funkce nenulova):

So - ef K >0 <= e" > =x>1
et — — e T n .
0 Br — — SoBr - SoBr
Oznacéme M = 1n %. Pak
1 (o) K .. 1 (++%7)

Vo=8y (e —— - - —
0 OfM vV 2mo?T By fM \V2mo?T

V prvnim integralu doplnime v exponentu na ¢tverec:
2 2
(e45T)  20°Te— (v+57T)

v 202T N 202T -
2 0.2 2 0.2 2
B 20%Tx — 2 — Qx%T — (TT> B (m — TT)
N 202T N 202T
a dostavame: ( , )2 ( , )2
o 1 =7 K o 1 =T
Vo =5 —— e 227 dr— — |, ——— e 227 dx =
0 OfM 20T Br fM \V2mo?T
K
Br
kde .
Zy ~ N <§U2T; 02T)
a

1
Zy~N <—§O'QT; JQT) .

Tedy celkem

Z1 — %O'QT S M — %O’QT) K p (Zg + %UQT - M + %O'QT>

Vo = Sy-P .
0 0 ( ovVT o ovVT Br ovVT ovVT
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S vyuzitim 1 — ¢ (M) = ¢ (—M) dostaneme:

Vo= S0 - 6 —M—l—%aQT)_K ¢(—M—%UQT)
00 O'\/T Br U\/T 7

coz uz je Black-Scholestiv vzorec.
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Kapitola 8

Ocenovani bariérovych opci

8.1 Radon-Nikodymova derivace

(nebo jeji obecnéjsi verze Girsanova véta).

Necht W (t) je standardni Wieneriv proces na (€2, A, P).
Oznacime

W) =W(t) +7-t

Wieneriiv_proces s driftem. Chceme najit pravdépodobnostni miru @) na €2
tak, aby W (¢) byl oby¢ejny Wienertuv proces na pravdépodobnostnim pro-
storu (2, A, Q).

Radon-Nikodymova derivace () vici P, oznacovana Z—?,, umoznuje prevadét
jednu pravdépodobnostni miru na jinou.

Definice 8.1.1. Necht (2, A) je pravdépodobnostni prostor, na kterém jsou
dany dvé pravdépodobnostni miry P a Q. Rikdme, Ze P a Q jsou ekviva-
lentnt, jestlize plati P (A) =0 <= Q (A) = 0.

Definice 8.1.2. Necht P a @) jsou ekvivalentni miry na (€2, A) a pro na-
hodnou veli¢inu Z = % plati

EQ(X>=Q/X-dQ:Q/X.%.dp:

:Q/X-Z-dP:EP(X-Z):Ep B—gx},

pak Z se nazyva Radon-Nikodymova derivace pravdépodobnostni miry
() vzhledem k pravdépodobnostni mite P.
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8.2 Cameron-Martinova véta

Véta 8.2.1. (Cameron-Martin): Necht {W (t) : t € [0, T} je standardni
Wieneriv proces na pravdépodobnostnim prostoru (2, A, P). Necht Q je
pravdépodobnostni mira, jejiz Radon-Nikodymova derivace vzhledem k P je

dQ

7p (W) = exp (—’y W (T, w) — lnyT) .

2

Pak W (t) = W (t) + ~t je Wieneriv proces (a tedy marginal) vzhledem ke
Q.
K dtikazu je tieba moment generujici funkce.

Definice 8.2.2. Moment generujict funkce ndhodné veli¢iny X je defi-
novan jako

v (O)=FE [eeX] = R/eeXdF (x) = R/eeif(a:) dz,

kde f je hustota X.

Lemma 8.2.3. Necht X je ndhodnd velicina s rozdélenim
N (0, 0?)

a 0 je parametr. Pak
E (69)() — e30?0%

Dukaz:

1 22 1 z?
E (7)) = [* PXdF (z) = [ . e 22 dxr = * 97507 4.
( ) f—oo ( ) f—oo W \/%O_f—oo

Doplnime na ¢tverec v exponentu:

E (%) — 2 dr =
(6 ) \/%O_f—oo 27_‘_0_]700 €
1 0202 oo 7[ z 79\/50]2 0252
= ce 2 f e WWeo 2] dr =e 2
V2ro - ’
protoze
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je hustota NV <9\/2§"; 02>, jejiz integral pres celou realnou osu je roven jedné.
[ |

Dtikaz Cameron-Martinovy véty: Chceme dokazat, ze

W (t)=W(t)+~t
je standardni Wienertv proces vii¢i pravdépodobnostni mife (), kde

aQ

o5 (W) = exp (—7 W (T, w) — lva) _

2

Musime dokéazat vlastnosti Wienerova procesu vzhledem ke ). Mame

—

W (0) =W (0)+~-0=0.

Spojitost trajektorii plyne ze spojitosti trajektorii W (¢) a spojitosti 7t.

Nyni s vyuzitim pfechoziho lemmatu dokazeme, ze W (t) mé vici Q roz-
déleni N (0, t). Moment generujici funkce uréuje jednozna¢né pravdépodob-
nostni rozdéleni. .

Vypocteme moment generujici funkce W vici Q:

Eo <69-’W(t)> — Ep (% ' ee-W(t)) — Ep [e—ny(T)—%nyT—i-é)(W(t)—l-'yt)] _

_ 6_%72T+97t_EP (6—7W(T)+9W(t)) _ e_%V2T+97t-Ep (e—y(W(T)—W(t))—7W(t)+9W(t)) '

Vime, ze W (t) a W (T') —W (t) jsou nezavislé (z definice Wienerova procesu).
Tedy

e 3PTHO L B (e W@D-WO)IWOHW )Y _

— o 3PTHOV Ep (e—y(W(T)—W(t))) Ep (e(ﬁ—w)W(t)) .

Podle ptedchoziho lemmatu o2 = t respektive 02 = T — t, tedy predchozi
vyraz je roven
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67%’72T+9’7t . e%(T t) . 6(9—2“/)225 — 667%’
nebot . ) ) 52 ) )
) v v v
2T ot L e T g = Ly
gV Tt gttt ot=

coz davd moment generujici funkci N (0, t). Zcela analogicky se dokaze, Ze

W(s) =W ()
ma rozdéleni N (0, s —t) pro s >t viadi Q. [

Girsanovova véta zobecnuje Cameron-Martinovu vétu na ptipad obecného
driftu.

Véta 8.2.4. (Girsanov): Necht W (t, w), 0 <t < T je Wieneriv proces na
(Q, A, P). Necht~ (t, w) je adaptovany proces vzhledem k historii Wienerova

procesu, pro ktery
1
Ep {eXp (§fOT’y (t) dt)} < 0.

Pak existuje pravdépodobnostni mira Q) na (2, A) takovd, Ze plati QQ ~ P,

-yt - L o)

W (t,w) =W (t, w) + fOT7 (s, w)ds
je Wieneriv proces vzhledem ke ().
Véta 8.2.5. (obracend Girsanovova véta): Necht W (t,w), 0 <t < T

je Wieneriv proces na (2, A, P). Necht Q ~ P. Pak ezistuje adaptovany
proces vy (t, w) takovy, Ze

W (t, w) =W (t, w) + [y (s, w)ds
je Wieneriv proces na (2, A, Q). Navic

Z—g:exp( fo tde(tw——fO tw)dt)
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8.3 Bariérové opce

Nejjednodussi typ opce, kde vyplata zavisi na celém vyvoji ceny akcie, nikoliv
jenom na cené akcie v dobé realizace je bariérova opce.
Mame ctyti zakladni typy bariérovych opci:

e up and in ... opce je bezcennd, pokud hodnota akcie v ¢ase [0, 7T
nepiekroc¢i hodnotu A.

e down and in ... opce je bezcennd, pokud hodnota akcie v ¢ase [0, T
neklesne pod hodnotu a.

e up and out ... opce je bezcenné, pokud hodnota akcie v ¢ase [0, T
prekroc¢i hodnotu A.

e down and out ... opce je bezcenné, pokud hodnota akcie v ¢ase [0, T
klesne pod hodnotu a.

8.4 Binarni bariérové opce

Uvazujme pro konkrétnost opci typu up and in.
Vyplatni funkce nabyva pouze dvou hodnot.

>
Vo =1 { max S, > A} )1 Pokud maxycpo, 1) S¢ > A
te[0,T) 0 jinak.

Prevedenim na Wienertiv proces bez driftu (pomoci Cameron-Martinovy
véty) a pouzitim principu reflexe, vypocteme pravdépodobnost, ze max W (¢) >
A, kde A je aktivujici bariéra, S; je cena akcie v Case t.

Piedpoklady jsou jako u Black-Scholesova modelu pro evropskou call opci
s konstantni irokovou mirou. Mame dvé aktiva, bezrizikovy dluhopis, jehoz
cena v Case t je B; a rizikovou akcii, jejiz cena v Case t je S; a cena v case 0
je Sp, coz je zndma hodnota.
Dluhopis ma konstantni trokovou miru r, tedy

dB;

%:T'BtiBt:Bo'em.

Pii odvozovani Black-Scholesova vzorce jsme dokazali ze

51 5o (1) o 1)

vudi risk-neutralni mire P.
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Pro jednoduchost predpoklddejme, ze Sy = 1 a ¢ = 1. Toho lze docilit
vhodnou volbou jednotek casu a penéz. Tedy

St:exp(<r—%>t—l—W(t)).

Hodnota opce v case t = 0 je rovna diskontované ocekavané hodnoté v Case
T vici mite P, tedy
% = e_rt-EP (‘/;5) = G_Tt [O - P (mawoStSTSt < A) +1- P (maxogtSTSt Z A)] =

_ . p (maw0<t<T [exp ((r _ %) - (t))} > A) _
_etp (maxogtg Kr _ %) W (t)] > a) |

kde a = In A. Ozna¢me

W) = (r—%)t—l—W(t):’yt—i—W(t)

Wieneriv proces s driftem, kde v = r — % Pomoci Cameron-Martinovy véty
najdeme pravdépodobnostni miru @), vici niz je W (t) standardni Wienertv
proces. Podle Cameron-Martinovy véty mame pro Q):

dP 1
— = CWA(T) + =~°T | .
a0 eXp(v (T) + 57 )

Vici @ je W standardni Wienertiv proces, tedy W v () se chova stejné
jako W viici P. Odtud dostavame:
Vo=e " P(mazocscr [yt + W ()] > ) =

e Ep [1 {0 <t < TmaxWV (t) > aH -

1 —~
=e " Eg [exp (7 -WA(T) + 572T) -1 {mal“ogthW (t) > Of}} =

=c " Eq [eXP (7 ' (W (T) - VT) + %VQT) -1 {maxOStSTW (t) > Oé}} =

=T Eq [exp (fy . W(T)) -1 {0 <t< TmaXW(t) > OzH =
= e T Eplexp (v - W (T)) - 1 {mazocicr W (t) > o}].
Ocekavani obsahuje pouze funkci standardniho Wienerova procesu, miizeme

tedy sestavit integral popisujici toto ofekavani. Je-li mazo<;<rW (t) < «, je
ocekavani nulové.
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Zaméime se tedy pouze na pripad

maxo<i<tW (t) > a.
Je-li W(T') > «, pak

maxogtSTW (t) Z (0%

s jistotou. Pravdépodobnostni rozdéleni W (T") je N (0, T'), a tedy ocekavani
v tomto ptipadé je rovno (substituce y =r—o,r=y+adr=dy)

12
v R —
1 _(yre)?

- R o dy.
V2rT o
Ve druhém pfipadé, pokud W (¢) < «, vime z principu reflexe, Ze pokud

o0 ’Y(y-l—a ) <y+a) dy =

maxOStSTW (t) Z a,

pak W (T') ma symetrické rozdéleni okolo «. Tedy, je-li p (z) hustota W (T'),
pak plati

p(z) =p(2a—=z)
pro kazdé x. Tedy pokud W (t) < «a, m4 "W Tocekavani (substituce y =
r—o,x=y+ «a,dr = dy)

1 o (2(1—2:)2 (—y+a)2
YT — a7 ’Y(ZJJFCV — T —
—f, e - e 2T dm f - e 2T dy =
V2rT" ™™ V2rT
1 (yte® 1 (z+a)?

eV [TeTV eT T .
Celkem tedy mame:
Ep [EA/W(T) -1 {maxogthW (t) Z OK}} =
1

(zto)?
= e e 4 e’)em 2T dx.
VonT / ( )

Doplnénim na ¢tverec dostaneme:
1
VonT
22T —vT—oz) _ <7T—a)}
:67a.62 eﬁ/a. S +e7a. ,
o (Fm VT

kde ¢ je distribu¢ni funkce standardniho normalniho rozdéleni N (0, 1). Déle,

oo [ _ _(a+a)?
[T (e ) e da =

e”"‘f (6_7”3 + ew) . e_(m—;;ﬂ dz

\V2rT
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Nejprve doplnime na ¢tverec exponent prvniho integralu po roznasobeni:

(z+a)®  —2Tyx — (22 4 220 + a?)

2T 2T
2?4 a4+ 2Ty)r+ o (4 a+Tv)* —2aTy — TH?
B 2T B 2T
Dostavame tedy
€ fe - (et em-eTTVde - -eQVo"eTTvgfoooejﬁa;TTwz drx =

V2T

kde Z; ~ N (—a — T; T). Dale,

3

Celkem

2 — — T’Y
e <O‘—> ,
T

Analogicky postupujeme pro druhy integral. Nejprve doplnime na c¢tverec
exponent druhého integralu:

(r+a)?  2Tyz — (2% + 220 + o?)

T T T 2T -
24 (2a-2Ty)z+a®  (z+a-Ty) +2aTy - T
= T o 2T '
Dostavame tedy
e (ateTy? e . eTTVde =
\/277_T Jo~e
2 z+a— 2 2
_ 1 .e%fooe_%dx:e%-])(z220),

21 0

kde Zy ~ N (—a+ T~; T). Dale,

Pz :P(Zng\jo—T’Y . oz;%”Y) —1-¢ (oz;_gv) :cb(_aT;M)

3
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Celkem dostaneme

Tedy
TTA’Q 2va _OC_T’Y T’V—Oé _
e (5 (07
e )

Tedy hodnota opce v ¢ase t = 0 je rovna

Vo = et P (maxogthSt > A) — e Tt |\6ﬁ/a . ¢ (%) e ¢ <'7T — O_/):| '

3
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Kapitola 9

Rovnice vedeni tepla a
Wieneruv proces

9.1 Reseni rovnice vedeni tepla na primce

Chceme tesit rovnici vedeni tepla na pfimce, t.j.
ur(z,t) = Uy (2, 1)

prox € Rat > 0. u(z,t) je teplota v bodé x a Case t. Teplota v pocatecnim
Case je znama, dana pocatecni podminkou

u(x,0) = ¢ (z).

Pro kazdé pevné t > 0 budeme uvazovat Fourierovu transformaci funkce u
v proménné z. Na jedné strané mame

—_—
0%u

ee\24
na druhé strané ¢ hraje pri integraci roli parametru, tedy je

o

ou
- t) = —I(&,1).
(EhEn =S
Transformovana rovnice ma tedy tvar
ou
—(&,t) = —€%a(&,t).
SH(E1) = (g1
Pro pevné £ je to obycejna diferencialni rovnice v proménné ¢, kterou umime
vytesit,

(€ 1) = Ce,
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kde C' = u(¢,0), tedy A
C =9(8).
Celkem )
(&, ) = (&)<,

Zpétnou transformaci, podle pravidla o transformaci konvoluce dostaneme

u(z,t) = (§x Gy)(z, 1),

kde G¢(x) je zpétna transformace funkce e~*!. Tu najdeme ze znalosti trans-
formace Gaussovy funkce a lemmatu o transformaci po zméné méritka, kde
vezmeme R = v/4nt. Tak dostaneme tzv. Gaussovo jadro

_zz
e A4t

Reseni pocatecni tlohy pro rovnici vedeni tepla mé tedy tvar

_(a—p? y>2

u(z,t) Y(y)dy.

\/F

9.2 Souvislost resSeni rovnice vedeni tepla a
Wienerova procesu

7, definice Wienerova procesu vime, ze

P{W({t+s)=y|W(s)=xa}~

1 _(y—=)?
2t .

e
V27t

Tato funkce je zaroven Gaussovo jadro.

Véta 9.2.1. Necht f : R— R je omezend funkce. Pak jednoznacné teseni
u (t, x) pocdtecni ulohy pro rovnici vedeni tepla:

o1
ot 2 Ox?
kde wu (t, x) je teplota v bodé x a caset a
u (0, z) = f (x)

je pocatecni podminka, je rovno

u(t,z)=Ef (W)= [ Pi(z,y) - f(y)dy,
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kde P, (z, y) je Gaussovo jadro:

1 _ (y—=)2

- e 2t
\2mt

a WP je Wieneriv proces zacinajici v bodé x (misto nuly).

Pt(xvy):

Dukaz: Staci dokazat, ze P; (z, y) Tesi rovnici vedeni tepla (*) pro kazdé

82 1 _(@—y)? Tr — y)2 1 _(@—y)? ( 1)
_ P , — . ot _ _|_ . ot _
02 (P, v)) \V2rt ‘ t V27t ‘ t
Tedy - 5
9.2 (Pi(z,y)=2- En (Pi(z, v))

9.3 Feynman-Kacova formule

Uvazujme parcialni diferencialni rovnici:

of of 1,

(tzv. zpétna Kolmogorova rovnice).
Pro ;1 = 0 a 0? = 1 dostaneme

of _ 1 9f
ot 2 Ox2

O f
g2z 0

tedy zpétnou rovnici vedeni tepla s koncovou podminkou

fla, T) =9 (x),

kde u, o, 1 jsou dané funkce a T' je pevné dany cas, T > 0.

62



Véta 9.3.1. (Feynman-Kac): Reseni je ddno ocekdvdnim
[l t) = E@(Xr) | Xy = x),
kde X je Itouv proces dany rovnici

dX = p (X, t)dt + o (X, t)dW.

Dukaz: Nechf f je feSeni parcialni diferencidlni rovnice. Pouzijeme Itdovo
lemma na funkci f (z, t) a podkladovy proces X. Dostaneme

0 f
o2

of  of

df(X,t):(,u(X t)—+—+% (X, t) of

pr

X
5 5 )dt—i—a( , 1)

kde

(u(X t)gjt%jt— (X, t)gé):o,

nebot f fesi parcidlni diferencidlni rovnici. Déle integrovanim dostaneme

Jlap = 7, 1) = (X0 ) = [Ta (X 1) 2

Vezmeme ocekavani (za predpokladu X; = x). Vime, Ze

(ft gde>:O

(zékladni vlastnost Itdova integralu) Tedy ze vztahu

aw.

E(f(Xr, T) = f (X, 1)) =0

mame

fle,t) = E[f (Xr, T)] = ElY (Xr)] = ElY (X7) | X¢ = 2].
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