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N&ahodné procesy Casové fady

Nahodné procesy

@ Nahodny proces je realnou funkci dvou proménnych —
elementarniho jevu a jedné realné proménné, kterou obvykle byva
¢as. Znaceni {Y (w,t),w € Q,t € T} a zkracené {Y;,t € T'}.

@ Nahodny proces, kde indexova mnozina T = Z nebo je T C Z, se
nazyva proces s diskrétnim ¢asem nebo nahodna posloupnost
nebo také ¢asova rada.

@ Priklady nahodnych procesl v ekonomice

e Zmeény poptavky po urcitém vyrobku
e Analyza vyvoje kurzu akcii na burze
o Objem zemédélské produkce
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N&ahodné procesy Popis ¢asovych fad

Popis ¢asovych rad

e Casové fady Ize popsat pomoci tzv. aditivniho modelu:
Yy =Tri + Sz + & (1)

nebo multiplikativniho modelu: Y; = T'r, - Sz - 4, ktery se ovSem
mUze logaritmovanim transformovat na aditivni model.
@ Jednotlivé sloZzky jsou
e Tr, —trend, ktery odrazi dlouhodobé plsobeni vliva
e Sz, —sezonni slozka, ktera popisuje periodické zmény, napf. vliv
ro¢nich obdobi

e ¢, —nahodné fluktuace (kolisani), které modeluje vlivy, které pusobi
nepravidelné
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Klasicka dekompozice ¢asovych rad

l. Klasickd dekompozice Casovych fad

@ Mezi zakladni pfistupy analyzy ¢asovych fad patfi klasicka
dekompozice, ktera je zaloZzena na regresni analyze. Vychazi
z predpokladu, Ze nahodny proces, ktery generuje ¢asovou fadu,
je zavisly pouze na case.

@ Jednotlivd pozorovani se obvykle povazuji za navzajem
nekorelovana, tj. {¢;,t € Z} se chape jako bily Sum s nulovou
stfedni hodnotou a varian¢ni matici (C'(e;, gj))zjzl = 0?I,,.

@ Dekompozici rozumime rozklad na deterministickou a
stochastickou (nahodnou) slozku, kde deterministickou slozku

jesté dale rozkladame na sezoénni slozku a trend.

Analyza ¢asovych rad bfezen 2013 5/27



Klasicka dekompozice ¢asovych rad Modelovani trendu

l. Klasickd dekompozice Casovych fad
MODELOVANi TRENDU

@ Trend v Casové fadé predstavuje tendenci dlouhodobého vyvoje
sledovaného ukazatele v ¢ase. V ramci ekonomického vyuziti

vvvvvv

z hlediska soucasného stavu, tak i predikce budouciho vyvoje.

@ Klasicka dekompozice trend modeluje pomoci regresnich modeld,
kde se do trendu obvykle zahrnuiji i cyklické slozky s periodou.
@ Ke stanoveni trendu Ize v zavislosti na typu a charakteru
nahodného kolisani pouzit dva rizné pfistupy:
@ Parametricky pFistup, ktery pfedpoklada urdity typ rozdéleni,
obvykle pak normalini rozdéleni bilého Sumu
@ Neparametricky pfistup, kam patti riizné metody zaloZzené na
jadrovych odhadech
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Klasicka dekompozice ¢asovych rad Modelovani trendu

l. Klasickd dekompozice Casovych fad
MODELY GLOBALNIHO TRENDU

@ Regresni modely dale muzeme rozdélit na modely globalniho
trendu a modely postupného lokélniho trendu.

@ U modelu globalniho trendu, uvazujeme ¢asovou fadu
{Y;,t € T} a n pozorovani této rady v casovych okamzicich
t1 <ty <...<t,. Predpokladame, Zze jednotliva pozorovani
v Case t; vyhovuji modelu

}/tlzf(tl)+517 Z:]-avn (2)

kde f(t;) je neznamd trendova funkce vybrana z pfedem dané
tridy funkci, tj. jedna se o parametricky pristup.
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Klasicka dekompozice ¢asovych rad Modelovani trendu

MODELY GLOBALNIHO TRENDU

Regresni model trendu

@ Predpokladame, ze trendova funkce je uréena konecnym poctem
parametr(
f@)=Bo+ Brp1(t) + -+ Bpwp(t), 3)
kde By, b1, - . ., Bp jSOU neznamé parametry a o1 (t), ..., pp(t) jsou
znamé funkce.
@ Takto nam vznikne linearni regresni model tvaru

Y = X(B+e

kde matice planu X = ((¢;(#i));—1 _, j—0.. , J€ PIN€ hodnosti, t].
h(X) =p+ 1, funkce ¢y = 1.

@ Neznamé parametry 3 odhadneme pomoci metody nejmensich
&tvercti (MNC), kde plati

B=(XX)"'X'Y (4)
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Klasicka dekompozice ¢asovych rad Modelovani trendu

MODELY GLOBALNIHO TRENDU

Regresni model trendu

@ Prikladem trendové funkce, ktera vede na linearni regresni model,
je tzv. polynomicky trend

f(t)=Bo+ Bt + -+ Bpt? (5)

kde kromé neznamych parametrt 3 musime jesté urcit vhodny
stupen polynomu p.

@ Pro odhad stupné polynomu mizeme vyuzit rizné metody.
Napriklad metodu ,o0d nejniz§iho stupné k nejvys§Simu®,
penalizacni metodu nebo Akaikeovo informacni kritérium.

Viz. [1, str. 66]
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Klasicka dekompozice ¢asovych fad Modelovani trendu

Ukazka ¢asové rady

Poéty zemielych osob po dopravnim tirazu v CR v letech 1980-2005
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Vstupni data spolu s polynomickym trendem 6. Fadu.
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Klasicka dekompozice ¢asovych rad Modelovani trendu

l. Klasickd dekompozice Casovych fad
MODELY LOKALNIHO POSTUPNEHO TRENDU

@ Hlavni myslenka lokalni metody nejmensSich Ctvercl spociva
v tom, Ze provedeme odhad trendu 7', polynomem na lokalnim
intervalu

(t—s,t+s)

na rozdil od klasické metody, kdy trend odhadujeme polynomem
na celém intervalu moznych hodnot parametru ¢.

@ Parametr s > 0 se nazyva Sirka vyhlazovaciho okénka a jeho
vhodna volba hraje pfi odhadu dualezitou roli.
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Klasicka dekompozice ¢asovych rad Modelovani trendu

l. Klasickd dekompozice Casovych fad
MODELY LOKALNIHO POSTUPNEHO TRENDU

@ Lokalni metoda nejmensich ¢tvercl se nékdy nazyva klouzava
polynomicka metoda, protoze kolem bodu ¢, v némz ma byt
trend odhadnut, je umisténo vyhlazovaci okénko a odhad trendu
se méni (pohybuje) spolu s t.

@ Uvnitf intervalu aproximujeme trend polynomem stupné m

m

o) = B(t)(x —t) (6)

J=0

a nezname koeficienty 3;(¢) odhadujeme metodou nejmensich
Ctvercl (pripadné vazenou MNC), tyto koeficienty budou pro
kazdé t jiné.
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Klasicka dekompozice ¢asovych rad Modelovani trendu

l. Klasickd dekompozice Casovych fad
MODELY LOKALNIHO POSTUPNEHO TRENDU

@ RuUzné metody, které jsou zalozené na lokalni metodé nejmensich
¢vercq, jsou napriklad - klouzavé priméry, jednoduché klouzavé
prameéry, centrované klouzavé primeéry

@ Dale napfiklad modely exponencialniho vyrovnavani vychazi
z lokalni vazené metody nejmensich Ctvercl, kde jednotlivym
Gdajum v Casové fadeé jsou pfifrazeny rozdilné vahy, které smérem
do minulosti exponencialné klesaji.
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Box-Jenkinsonova metodologie

Il. Box-Jenkinsonova metodologie

@ Box-Jenkinsonova metodologie na rozdil od klasické dekompozice
predpoklada, ze vSechny slozky ¢asové fady, tj. trend i cyklicka

slozka, maji nahodny charakter. A jejim tézistém je korelacni
analyza.

@ Vyhodou této metody je jeji flexibilita a to, Ze se rychle adaptuje
na zmeénu v charakteru modelovaného procesu.

@ Nevyhodou byva pozadavek na dostatecné dlouhé realizace
Casové rady. Ztraci se také moznost jednoduché interpretace
vyslednych modeld.
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Box-Jenkinsonova metodologie

Il. Box-Jenkinsonova metodologie

@ V dalsim predpokladejme, ze nahodna posloupnost {Y;, ¢ € Z} je
stacionarni, centrovana a druhého fadu, tj. je stacionarni ve
stfedni hodnoté, kterd je rovna nule, je kovariancné stacionarni, a
ma konecné druhé momenty.

@ Zakladni modelova schémata:

o Autoregresni procesy AR(p)
o Procesy klouzavych praméra M A(q)
e Pripadné kombinace pfedchozich, ARM A(p, q)

@ ARM A proces fadu p, ¢ je definovam vztahem
Yi—p1Yig —-- = SOpY;f—p =g+ b1+ ...+ qut—q, (7)

kde &, ~ WN(0, 02)
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Box-Jenkinsonova metodologie Odhady v A RM A procesech

Odhady v ARM A procesech

@ Urceni vhodného ARM A(p, q) modelu pro danou realizaci
stacionarniho procesu v sobé zahrnuje

@ vybér fadu modelu p a ¢, tj. provedeni identifikace modelu
© odhad parametrti ¢1,..., ¢, 01,...,0, 202
© ovéreni vhodnosti modelu.
@ Pred provedenim identifikace modelu se doporucuje vykreslit graf
fady a pokud by byla stfedni hodnota nenulovd, tak provést
centrovani rady.

@ Predstavu o struktufe studovaného procesu ziskame na zakladé
zkoumani pribéhu odhadnuté autokorelacni funkce (ACF) a
odhadnuté parcialni autokorelacni funkce (PACF).
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Box-Jenkinsonova metodologie Autokorelaéni funkce

Autokorelacni funkce

@ Na zakladé teoretickych vypocta zname zakladni vlastnosti ACF a
PACF v procesech AR, MAa ARMA

@ AR proces

o ACF funkce exponencialné klesa k nule pro ¢t — oo a PACF pro

t > ko, kde kg je tzv. identifikaCni faktor, se vyrazné nelisi od nuly

@ M A proces

e Chovani ACF a PACF je opacné oproti funkcim v AR procesu
@ ARM A proces

o ACF i PACF exponencialné klesaji k nule pro ¢t — oo, ovéem nelze
urcit identifikacni bod, od kterého by se néktera z korela¢nich
funkci vyrazné lisila od nuly.

Analyza ¢asovych rad bfezen 2013 17/27



Box-Jenkinsonova metodologie Autokorelaéni funkce

Priklad AR(p) procesu

Y; =0,5Y:—1 +0,2Y; 2 + ¢, et~ N(0,1),
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Simulovana data pro kauzéalni AR(2) proces.

Odhad ACF : p(t) ; Odhad PACF : a(t)
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Odhady ACF a PACF pro simulovana data z AR(2) procesu.
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Box-Jenkinsonova metodologie Autokorelaéni funkce

Priklad M A(q) procesu

Y: =€ —0,5¢;1 — 0,2¢;_2, e¢ ~ N(0,1),
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Simulovana data pro invertibilni M A(2) proces.
* Odhad ACF : p(t) ; Odhad PACF : a(t)
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Odhady ACF a PACF pro simulované data z M A(2) procesu.
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Box-Jenkinsonova metodologie

Priklad ARM A(p, q) procesu

Autokorelaéni funkce

Y: =0,5Y;-1+0,2Y;_2 + € — 0,4€,—1 + 0, 3€1—2,

&j.o N(O» 1)1

0 50 100 150 200 250 300
Simulovana data pro invertibilni ARM A(2,2) proces.
; Odhad ACF : p(t) Odhad PACF : a(t)
0.5 0.5
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
Odhady ACF a PACEF pro simulovana data z ARM A(2,2) procesu.
= =
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Spektralni analyza ¢asovych fad

lll. Spektralni analyza ¢asovych rad

@ Klasicka dekompozice a Box-Jenkinsonova metodologie jsou
zakladni pfistupy k analyze Casovych fad v éasové doméne.
Ve spektralni doméné patii mezi zakladni pristupy spektraini
analyza, kterd je zalozena na Fourierové analyze.

@ Spektralni analyza ¢asovych fad predpoklada, ze Ize ¢asovou
fadu vyjadfit pomoci funkci sin(z) a cos(x) o rozlicnych
amplitudach a frekvencich. Stézejnim faktorem zde neni ¢asova
promeénna, ale faktor frekvencéni.

@ Vhodna pfi srovnavani chovani nékolika fad, kdy mizeme
porovnat fady v ramci jednotlivych frekvenci.
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Spektralni analyza ¢asovych fad

lll. Spektralni analyza ¢asovych rad

@ Predpokladejme opét, Zze ndhodna posloupnost {Y;,t € Z} je
stacionarni, centrovana a druhého radu, tj. je stacionarni ve
stfedni hodnoté, ktera je rovna nule, je kovarianéné stacionarni, a
ma konecné druhé momenty.

@ DulezZitou vlastnosti stacionarni nahodné posloupnosti je
vlastnost, Ze jeji autokovarianéni funkci Ize vyjadrit jako
nespocetny soucet harmonickych funkci s riznymi amplitudami
a frekvencemi.
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Spektralni analyza ¢asovych fad Spektralni hustota

lll. Spektralni analyza ¢asovych rad
Spektralni hustota

@ Podle Herglotzovy véty [1, str. 28] zname spektralni rozklad
autokovariancni funkce stacionarni posloupnosti

0= [ "R, ®)

kde funkce F'(\) se nazyva spektralni distribucni funkce a je-li
absolutné spojita, pak existuje takova funkce f(\), ze pro
nahodné stacionarni posloupnosti plati

A
FQN) = [ flz)de (9)

—T

a funkce f(\) se pak nazyva spektralni hustota.
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Spektralni analyza ¢asovych fad Spektralni hustota

lll. Spektralni analyza ¢asovych rad

Spektralni hustota

@ Existuje-li spektralni hustota, pak mizeme psat
10 = [ e v (10)

@ Pomoci Fourierovy transformace Ize pak vyjadfit spektralni
hustotu pomoci autokovarianéni funkce

[e.9]

fO) =— e Ay (t) (11)
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Spektralni analyza ¢asovych fad Odhady spektralni hustoty

Spektralni hustota
Odhady spektralni hustoty

e PERIODOGRAM

e Periodogram je funkce definovand pro n pozorovani ndhodné
posloupnosti vztahem

2

I,(w) = % w € (—m,m) (12)

n
§ }/tefitw
t=1

e I,(w) se da povazovat za empiricky odhad spektralni hustoty,
ktery je asymptoticky nestrannym odhadem, ovSem neni
konzistentnim — jeho rozptyl nekonverguje k nule, pokud vzrista
délka posloupnosti pozorovani.

o Diky svym vlastnostem je uzite€nym prostfedkem pro vyhledavani
vyznamnych periodickych slozek v ¢asové fadé.
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Spektralni analyza ¢asovych fad Odhady spektralni hustoty
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