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Stochasticky kalkulus

Definice (Stochasticky proces)

Stochasticky proces je soubor ndhodnych proménnych X = {X;;0 < 7 < oo}
na pravdépodobnostnim prostoru (2,27, P) s hodnotami v R". Pro kazdé 7 je

0—X(w);, 0eQ
ndhodnd proménnd. Pti pevném @ € Q dostaneme funkci

t—=X(@); 0<1<oo,

kterou nazyvame trajektorii (realizaci) X.

Proménnou ¢ si miZeme predstavovat jako Cas a kazdé @ jako jednotlivou
,,Castici” nebo ,,experiment”. Potom X;(®) pfedstavuje polohu (vysledek)
Céstice (experimentu) v Case . Nékdy je vhodnéjsi psét X (¢, ®) misto
X;(®). Potom je moZné stochasticky proces povaZovat za funkci dvou
proménnych

(t,w) = X(t,w)

2 [0,00) x Q do R".
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Stochasticky kalkulus

Definice (Wienertuv proces)

Stochasticky proces na pravdépodobnostnim prostoru (Q,.o7, P) se nazyva
Wieneriiv proces, jestlize plati:
W(0) =0.
(spojitost) S pravdépodobnosti 1 je funkce r — W(¢) (4. trajektorie)
Spojitd v 7.
(nezavislost a normalita prirastku) Piirdstky W(s) — W(¢) pro kazdé
s > t maji rozdéleni N (0, s — 7). Pro libovolné Casové intervaly
0<t <s1<t)<sp <...<s,jsou prirtstky
W(s1)—W(t1),W(s2) — W(2),...,W(s,) — W(t,) navzdjem nezdvislé
ndhodné veliCiny.

Zobecnény Wieneruv proces piSeme ve tvaru
X(t)=pr+oW(r),

kde u je koeficient driftu, o je koeficient volatility a W(t) je Wieneriv
proces.
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Geometricky Wienertiv proces

Wiener@v proces ov§em neni vhodny pro popis ceny akcie, protoZe:
H akcie nabyva i zdpornych hodnot,
pti Wienerové procesu je pravdépodobnost, Ze se cena zvysi o 1 K&
stejnd, pro S = 1 K&, stejné jako pro S = 10000 K&, neni dilezita
absolutni ména, ale zajima nds relativni pfiristek vii¢i cené akcie.
Bez volatility mdme AS = uSAz, odtud vyjadiime relativni pfirastek

& = UAt. Potom feSeni diferencidlni rovnice "S = udt je ve tvaru

S Soe*T. Obecné
dS = uSdt+oSdw,

ke u je drift a o volatilita, se oznaCuje jako geometricky Wieneriiv proces.
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L Stochasticky kalkulus

Linearni variace

Variace je mira proménlivosti funkce na daném intervalu.

Necht' f: [a,b] — R je spojitéd funkceaD={a =1 <t <...<t, =b} je
déleni intervalu [a, b]. Pak definujeme linedrni variaci p¥islusnou déleni D
jako

n—1
LV(f,D) =Y |f(tie1) —f(1)].
j=1

Definice (Linearni variace funkce)

Linedrni variace funkce f je definovand jako limita

LV(f) = lim LV(f.D)

kde ||D|| je norma délent, tj.

D1 = max g1 1.
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Je-li funkce f po ¢astech monotonni, pak

wi) = [ 1] ax.

Vypodtéte linedrni variaci funkce sinx na intervalu [0, 27]. Tato funkce je po
&astech monotonni na jednotlivych podintervalech Z, na kazdém z nich je
variace rovna jedné. Sectenim jednotlivych variaci dostdvame LV (f) = 4.

Pro trajektorie Wienerova procesu neni linedrn{ variace uZite¢ny pojem,
protoZe je rovna nekonecnu pro skoro vSechny trajektorie.
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Stochasticky kalkulus

Kvadraticka variace

Necht' f je spojitd funkce na [a,b] aD={a=1t <t <...<t, =b}je
délenim tohoto intervalu. Pak definujeme kvadratickou variaci prislusnou
déleni D jako

n—1

KV(£.D)= Y (f(t1) (1))’

j=1
pokud limita existuje.

Definice (Kvadraticka variace funkce)

Kvadratickd variace funkce f na [a,b] je definovana jako

KV(f) = lim KV(f.D).

kde || D|| je norma délent, tj.

1Dl = max]51 ~5].
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Stochasticky kalkulus

Je-li funkce f diferencovatelnd na intervalu [a, b],pak

KV(f) =0.

Véta (Kvadraticka variace trajektorie Wienerova procesu)

Necht’ W(t) je Wieneriiv proces na [0,T] a necht’
D={0=1<t <...<t, =T} jedéleni intervalu [0,T], pak

n—1
Y W(tir) - W(t))? — T,
i=0

pro ||D|| — 0 v L2-normé.

Dusledek

Trajektorie Wienerova procesu maji kvadratickou variaci rovnu 7.

Trajektorie Wienerova procesu maji nekone¢nou linedrni variaci.

Trajektorie Wienerova procesu nejsou diferencovatelné na Zddném
podintervalu.
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sticky kalkulus
[touv kalkulus

Ptedpokldadejme nyni, Ze pohyb ceny akcie je popsdn geometrickym
Wienerovym procesem

ds
dS = pSdi+0SdW = =& = pdi+odW, N

kde u je koeficient driftu, o je koeficient volatility, W je Wienertv proces

a S je cena akcie. Problémem je, Ze rovnice (1), nemlZe byt interpretovana
jako diferencidlni rovnice, protoZe trajektorie Wienerova procesu nenf nikde
diferencovatelnd. Zavedeme tedy teorii, kde budou misto derivaci vystupovat
integraly. Tuto teorii zkonstruoval Itd, proto se nazyva Itdtv kalkulus.
Me¢éjme hladkou funkci f, pak miZeme definovat integral podle piirdstki
funkce f

n—1
[ stwar = [ st @ae= tim Y g0l ),

1D1=0 ;=5

kdea=1 <ty <...<t,=bje déleni intervalu [a,b].
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Integral
b
| stwarw

se nazyva Stieltjesiv integrdl. Chceme analogicky integral podle piirastkt
Wienerova procesu W,

[ st.0paw o),

jedna se o stochasticky integral.
Specifika stochastického integralu:

integral je ndhodna veliCina,

trajektorie nemd s pravdépodobnosti 1 v Zidném bodé derivaci , W;
neni hladka.

Motivace z finan¢ni matematiky:

Necht’ W,(®) je cena akcie v Case 7 a trznim scénéfi @, déle g(t, ®) je
obchodni strategie (pocet akcii dané firmy, které drzime v Case ¢ a scénafi
). Potom g(z, )[W(t;+-1) — W(t;)] predstavuje zisk ze strategie za Casovy
interval [t;,7;11]. Integral [ f g(t, 0)dW,(w) popisuje celkovy zisk ze strategie
za Casovy interval [a, b].
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Itdovo lemma

Motivace

Necht’ f je hladkd funkce na intervalu [a,b] € R. Ddle uvaZzujme rovnomérné
déleni intervalua =1ty <t;...<t,=b,kde At; =t 1 —t; = % pro

Vi=0,1,...,n-1. Pfi vyuZiti Taylorova polynomu plati vztah

n—1

n—1
f(b)=fla) =Y flti1) —f(t) = Y f (1:)At; + lf”(fi)(Afi)er---
i=0 i=0

2
ProtoZe f je hladkd = f” je omezen4, tedy IM > 0 takové, Ze

" (1) <M

pro Vt € [a,b]. Odtud tedy dostdvame

n—1 2 2

1 b— b—

<ZM< a>nM( > o
i=02 n

n—1 1
Y o () (An)?
i=0

pro n — oo.
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Itéovo lemma

Pro n — oo tedy mame

n—1 b
fb)=f(a) = lim Y7 0)Aw) = [ £ (s

n—yoo 4
i=0

Pro deterministicky pfipad jsme tedy dostali Newtontiv-Leibnitziv vzorec.
Totéz chceme pro stochastickou funkci.

Nyni tedy uvazujme stochastickou funkci. V aplikacich je cena aktiva funkc{
Wienerova procesu Wi, tedy

Si(@) =f (Wi(@)).
Necht’ f je hladkd funkce, pak

n—1

f(W(b)) - Zf (tiv1)) —f (W(n)) =

—Zf (t:) AW+Z f” W(t)) (AW, + ...,
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L It6ovo lemma

kde AW; = W(t;11) — W(t;). Déle vime, Ze
n—1
Y (AW)* b —a,
i=0

pro n — co. Tento vztah plyne z nasledujici véty.

Veéta (Kvadraticka variace trajektorie Wienerova procesu)

Necht’ W(t) je Wieneriiv proces na [0, T] a necht’
D={0=1<1t; <...<t,=T} jedéleniintervalu [0,T], pak

n—1

Y (W(tipr) —W(t)* = T,
i=0

pro ||D|| = 0 v L2-normé.

Vv

Cleny 2. ¥adu zanedbat tedy nelze, &leny vyssich ¥4da ano (jdou k nule pro
n— o0),
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Itéovo lemma

Nyni tedy dostaneme

n—1

FOW ()~ (W(@) = lim 3" (W(a)) AWy + f”( W(1)) (AW,,)* =
b
:/af’(W,)dW,JrE/llf"(Wt)dt

Necht’ W(r) je Wienerdv proces na prostoru (Q,.27, P). Symbolem M
oznalme tfidu stochastickych procesi f(#, @) s ndsledujicimi vlastnostmi:

f(t, ®) je neanticipativni,
(t,w) — f(t, ®) je méfitelnd vici o-algebre,

plati
T
P{/ f(t,0)%dt < +oo} =1.
0
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Itéovo lemma

[t6tv proces

Definice (Itdtiv proces)

Necht' W(r) je Wienerdv proces a u, v jsou procesy tiidy M.
Jednodimenzionalni Itéuv proces je proces tvaru

X,(0) = Xo+ /0 (s, @)ds + /O (s, 0)dWi(®).

Clen [ju(s, ®)ds je obyZejny Riemanniiv integral z ndhodné funkce
a [y v(s, 0)dW, (o) je 1tdav integrdl.

| \

Poznamka

Casto se Itotv proces zapisuje také v diferencidlnim tvaru
dX,(®) = u(t,w)dt+v(t,0)dW;(o),

coZ je tzv. stochasticky diferencidl, kde koeficient u(z, ) se nazyva drift
av(t, ) je volatilita.




Stochasticky kalkulus, Itdovo lemma, FeSeni jednoduchych integrilnich rovnic

Itdovo lemma

[toovo lemma

Veéta (Itbovo lemma)

Necht’ X(t, ) je Itoiiv proces se stochastickym diferencidlem
dX(t) = udt +vdW(t), kde u,v jsou procesy tFidy M a necht’
g(t,x) : (0,00) Xx R — R je dvakrdt spojité diferencovatelnd funkce. Potom
proces
Y(1) = g(t,X(1))

Jje opét Itouy proces. Jeho stochasticky diferencidl md tvar

dY(r) = %(r,x(r))a’hL %(r,x(r))dx(t) + %g—i‘g(t,X(t)) (dX(r))z,

kde
(dX(t))2 = (udt+ vdW(z‘))2 = (dX(1)) (dX(2))

se pocitd podle pravidel dtdt = dtdW = 0 a dAWdW = dt.
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Reseni jednoduchych integrélnich rovnic
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Reseni jednoduchych integrdlnich rovnic

Priklad 1.: f Wtth

Vypoctéte pomoci Itdova lemmatu

T
/ W,dW,.
JO
Reseni:
Oznacime-li si )
dg w
—=w = gtw)=—
3, =W gltw) ==,
potom
dg
2 _p
Jt
d2%g _q
aw?

Pak stochasticky diferenciél pro proces Y (7) = g(T,W(T)) je tvaru

1 1
dg =0+ WdW + E(dW)Z = WdW + 2 di,
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Re3ent jednoduchych integralnich rovnic

Priklad 1. - pokracovani

odtud ziskdme po upravé

(T, W(T)) = g(0,W(0)) + /T Waw + /OT %d:

/ WdW = /

Nase hledané feSeni je tedy

T W(T 2
/ WtdW[ =
0

S



Stochasticky kalkulus, Itdovo lemma, FeSeni jednoduchych integrilnich rovnic

Reseni jednoduchych integrdlnich rovnic

Piiklad 2.: [ £(£)dW,

Odvod’te pravidlo pro integrovani per partés pro stochasticky integral
T T
/0 F(O)AW, = F(TYW,(T) — /O W.f! (1)dt.

Oznacme si

g _ _
S =f) = gltw) =fOw,
potom tedy
dg ot
o1 =f'(1)
d’g
W 0.

Z Itdbova lemmatu mame
dg =f'(1)Wdt+f(t)dW +0

s w(r) = [ Fowars [ raw
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Reseni jednoduchych integrdlnich rovnic

Priklad 2. - pokracovani

Odtud ziskdme jednoduchou tpravou
T

T
| raw =g wiry) -~ [ rowa -
0

0

T
:ﬂﬂWﬂ—Aﬂ@mm

coz jsme chtéli dokazat.
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Reseni jednoduchych integrdlnich rovnic

Stochastickéa diferencidlni rovnice pro vyvoj ceny akcie

Predpokladejme, Ze se cena akcie S; vyviji podle geometrického Wienerova
procesu
ds
dS, = uS,dt + S, dW, neboli ?’ = pdt+ dw,. )

t

Necht’
glt,x)=Inx a Y, =g(1S),

potom tedy médme

dg
EZO
dg 1
dx  x
g 1
oxr K2

Z Itbova lemmatu dostaneme

1 1 1
dY; =0+ —=dS;+ = | ——=
' +St HLZ( Sr2>
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eni jednoduchch integrdlnich rovnic

Za dS; dosadime z (2)

1 1 1
le = § (‘uS[dt-l- O-Sdet) — TSZ (qudt+ GS;dW[)Z = ([J — 262> dl“i‘O-dW[

t t
Mame tedy
t 1 2 °t 1 2
Y,:/ u—=c dt+/ cdW,=Yy+ | U—=0" | t+0oW;,
0 2 0 2
kde Wy = 0. Tedy
1
InS; = InSoy+ ut+ oW, — EGZI

ma normadlni rozd€leni
1
InS;, ~N (mso + (u - 202> f Gzt) .

S, = Soe(u—%cz)t—kczt

Potom

ma lognormdlni rozd€lent.
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Reseni jednoduchych integrdlnich rovnic

POUZITA LITERATURA:

@ FARKOVA, L. Stochasticky kalkulus a jeho aplikace. Diplomov4 price,
Brno: MU, 2008.

[ KOLAR, M. Predndsky z predmétu: Stochastickd analyza. Brno: MU,
2012.

[] MELICHERCIK, L., Olianov4, L. a URADNICEK, V. Kapitoly
z financnej matematiky. Bratislava: Miroslav Mracko, 2005, 242 s.
ISBN 8080576513.



	Stochastický kalkulus
	Itôovo lemma
	Rešení jednoduchých integrálních rovnic

