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Uvod do Lévyho pro

Definice Lévyho procesem nazyvame stochasticky proces X;
definovany na (92, A, P), pro ktery plati

IXO:0
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Definice Lévyho procesem nazyvame stochasticky proces X;
definovany na (9, A, P), pro ktery plati
m Xg=0
m prirtstky procesu jsou nezavislé, tedy X; — X, je nezavisly
na F pro 0 < s < t generované procesem X
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Definice Lévyho procesem nazyvame stochasticky proces X;
definovany na (9, A, P), pro ktery plati
m Xg=0
m prirtstky procesu jsou nezavislé, tedy X; — X, je nezavisly
na F pro 0 < s < t generované procesem X

m piirastky procesu X jsou stacionarni
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Uvod do Lévyho procesu

Definice Lévyho procesem nazyvame stochasticky proces X;
definovany na (9, A, P), pro ktery plati

] XO =0

m prirtstky procesu jsou nezavislé, tedy X; — X, je nezavisly
na F pro 0 < s < t generované procesem X

m piirastky procesu X jsou stacionarni

m X je stochasticky spojity proces, pro Ve > 0 a pro Vt > 0
plati
lim ]:P(’XtJrh — Xt’ > 8) =0
h—0
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Skokovd a Lévyho mira

m Kazdy Lévyho proces mé jednoznaéné uréenou cadlag!
modifikaci, ktera je sama téz Lévyho procesem.

lzprava spojitd s koneénou limitou zleva
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Skokovd a Lévyho mira

m Kazdy Lévyho proces mé jednoznaéné uréenou cadlag!
modifikaci, ktera je sama téz Lévyho procesem.

m Skokovou miru J stochastického procesu Z; rozumime

J(Ix H)=> 6r,(I)0az,(H)

n>1

kde ¢ znaci Dirakovu deltu, T;, rostouci posloupnost ¢asu
skoki, AZ, n-ty skok procesu Z, I ¢casovy interval a H
velikost skokti.

lzprava spojitd s koneénou limitou zleva
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Skokovd a Lévyho mira

m Ocekavani skokové miry stochastického procesu Z; pro
casovy interval [0; 1] se nazyvéd Lévyho mirou, kterou
znacime v.
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Skokovd a Lévyho mira

m Ocekavani skokové miry stochastického procesu Z; pro
casovy interval [0; 1] se nazyvéd Lévyho mirou, kterou
znacime v.

m Pro slozeny Poissontuv proces plati
E(J([0,t] x H)) = tAn(H)

kde A oznacuje intenzitu Poissonova procesu a n je
pravdépodobnostni funkce rozloZeni velikosti skoku.
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Skokovd a Lévyho mira

m Ocekavani skokové miry stochastického procesu Z; pro
casovy interval [0; 1] se nazyvéd Lévyho mirou, kterou
znacime v.

m Pro slozeny Poissontuv proces plati
E(J([0,t] x H)) = tAn(H)

kde A oznacuje intenzitu Poissonova procesu a n je
pravdépodobnostni funkce rozloZeni velikosti skoku.

m Ted
' v(RY) = A
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Skokovd a Lévyho mira

m Pro kazdou cadlag funkci plati, ze pocet ”velkych” skoku je
kone¢ny na kompaktinim intervalu [0, 7).
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yho pr

Skokovd a Lévyho mira

m Pro kazdou cadlag funkci plati, ze pocet ”velkych” skoku je
kone¢ny na kompaktinim intervalu [0, 7).

m Lévyho procesy se déli na konecéné a nekoncéné aktivni.
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Uvod do Lévyho pro
[ le]e}

Lévy-Itéova dekompozice

m Necht X; je Lévyho proces, pak pro viechny R > 0 existuje
ur € R takové ze

X; = prt + By + XF + Ml

kde B je korelovany brownuv pohyb a

t
XtR:// xJ(ds,dx)
0 J|z|>R

t ~
ME = / / xJ(ds,dx)
0 Jl|z|<R

kde .J (ds,dx) oznac¢uje kompenzovanou skokovou miru
procesu X;.
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Uvod do Lévyho procesu
(o] le}

Lévy-Itéova dekompozice

m Cleny v Lévy-Itéové dekompozici jsou na sobé nezavislé.
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Lévy-Itéova dekompozice

m Cleny v Lévy-Itéové dekompozici jsou na sobé nezavislé.

m Proces lze rozdélit na driftovou a martingalovou c¢ést.
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Lévy-Itéova dekompozice

m Cleny v Lévy-Itéové dekompozici jsou na sobé nezavislé.
m Proces lze rozdélit na driftovou a martingalovou c¢ést.
m Driftova ¢ast

ppt + X[
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Lévy-Itéova dekompozice

m Cleny v Lévy-Itéové dekompozici jsou na sobé nezavislé.
m Proces lze rozdélit na driftovou a martingalovou c¢ést.
m Driftova ¢ast

ppt + X[

m Martingalova ¢ést
B; + M[
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Uvod do Lévyho procesu
[efe] ]

Lévy-Itéova dekompozice

m Koeficienty ug, C, v se nazyvaji charakteristicky R-triplet
procesu.
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Lévy-Itéova dekompozice

m Koeficienty ug, C, v se nazyvaji charakteristicky R-triplet
procesu.

m V literatufe se bézné pouzivda R = 1.
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Lévy-Itéova dekompozice

m Koeficienty ug, C, v se nazyvaji charakteristicky R-triplet
procesu.

m V literatufe se bézné pouzivda R = 1.
m Pouzitim O-tripletu separujeme skokovou a spojitou slozku
procesu.
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Lévy-Itéova dekompozice

m Koeficienty ug, C, v se nazyvaji charakteristicky R-triplet
procesu.

m V literatufe se bézné pouzivda R = 1.

m Pouzitim O-tripletu separujeme skokovou a spojitou slozku
procesu.

m Naopak oo-triplet od sebe oddéli martingalovou a driftovou
cast.

Zdenék Hruby: Lévyho procesy ve financich Masarykova univerzita Pfirodovédecka fakulta



Lévy-Khintchinova reprezentace

m Necht X; je Lévyho proces v R? s charakteristickym
tripletem (ug,C,v), pak jeho charakteristickd funkce je
nasledujiciho tvaru

SOXt (g) = E(€Z£Xt) = etht (6)
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Uvod do Lévyho procesu
L]

Lévy-Khintchinova reprezentace

m Necht X; je Lévyho proces v R? s charakteristickym
tripletem (ug,C,v), pak jeho charakteristickd funkce je
nasledujiciho tvaru

SOXt (g) = E(€Z£Xt) = etht (6)

m kde

Ux =iy <CEE >+ [ (€ 1ol pulde)

Rd
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Uvod do Lévyho procesu

Lévy-Khintchinova reprezentace

m Necht X; je Lévyho proces v R? s charakteristickym
tripletem (ug,C,v), pak jeho charakteristickd funkce je
nasledujiciho tvaru

SOXt (g) = E(€Z£Xt) = etht (E)

m kde

Ux =iy <CEE >+ [ (€ 1ol pulde)

Rd
m n-ty Lévyho kumulant

t d"
Cn = ZTI@ (5)’§=0
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Uvod do Lévyho procesu
[ ]

Piiklady Lévyho procesu

m LP s konecnou aktivitou a kone¢nou variaci: sloZeny
Poissoniv proces
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Uvod do yho pro
[ ]

Piiklady Lévyho procesu

m LP s konecnou aktivitou a kone¢nou variaci: sloZeny
Poissoniv proces

m LP s kone¢nou aktivitou a nekone¢nou variaci: skokovy
difuzni proces
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Uvod do yho pro
[ ]

Piiklady Lévyho procesu

m LP s konecnou aktivitou a kone¢nou variaci: sloZeny
Poissoniv proces

m LP s kone¢nou aktivitou a nekone¢nou variaci: skokovy
difuzni proces

m LP s nekonecénou aktivitou a kone¢nou variaci: a-stabilng
proces s ae [0,1[
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Piiklady Lévyho procesu

m LP s konecnou aktivitou a kone¢nou variaci: sloZeny
Poissoniv proces

m LP s kone¢nou aktivitou a nekone¢nou variaci: skokovy
difuzni proces

m LP s nekonecénou aktivitou a kone¢nou variaci: a-stabilng
proces s ae [0,1[

m LP s nekoneénou aktivitou a nekone¢nou variaci: «-stabilni
proces s ae [1,2[
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Vyuziti ve financ

m Trh bez arbitraze modelovany pomoci Lévyho procesu s
vyjimkou Brownova pohybu a Poissonova procesu nent
kompletni.
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Vyuziti ve fina

m Trh bez arbitraze modelovany pomoci Lévyho procesu s
vyjimkou Brownova pohybu a Poissonova procesu nent
kompletni.

m z matematického hlediska: existuje nekoneéné mnoho
EMMs
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Vyuziti ve fina

m Trh bez arbitraze modelovany pomoci Lévyho procesu s
vyjimkou Brownova pohybu a Poissonova procesu nent
kompletni.

m z matematického hlediska: existuje nekoneéné mnoho
EMMs

m finanéni vyznam: neexistuje jednoznacnd replikace portfolia
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Vyuziti ve fina
[ ]

Uzitkova funkce

m Jednou z moznosti jak jednoznacné dostat cenu derivatu je
pouzit uzitkovou funkci investora.
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Vyuziti ve financ
[ ]

Uzitkova funkce

m Jednou z moznosti jak jednoznacné dostat cenu derivatu je
pouzit uzitkovou funkci investora.

m 7 prirozenych preferenci investora plyne, ze uzitkova funkce
je rostouci a konkavni.
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Vyuziti ve financ
[ ]

Uzitkova funkce

m Jednou z moznosti jak jednoznacné dostat cenu derivatu je
pouzit uzitkovou funkci investora.

m 7 prirozenych preferenci investora plyne, ze uzitkova funkce
je rostouci a konkavni.

m Koeficient risk-averze pro uzitkovou funkei U(x)
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Vyuziti ve financ
@00000

Ocenovéni opci

m Uvazujme investora, jehoz preference se ¥idi exponencialni
uzitkovou funkei
Ul)=1—e"
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Ocenovéni opci

m Uvazujme investora, jehoz preference se ¥idi exponencialni
uzitkovou funkei
Ul)=1—e"

m Dale investor se snazi maximalizovat optimalizaci svého
portfolia o¢ekavani uzitku, ktery mu pfinasi.

Vo(t,x) = sup E(1 — exp(—’yXTQ)LE)

TeeAs

kde A; je mnozina vSech dostupnych strategii v case t.
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Vyuziti ve fina
[o] lelele]e]

Ocenovéni opci

m V piipadé Ze investor zafadi opci do svého portfolia

AgSi + Ry + Cy
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Vyuziti ve financ
[o] lelele]e]

Ocenovéni opci

m V piipadé Ze investor zafadi opci do svého portfolia
AgsS; + Ry + C;
m a v Case expirace T'

AssT + Rf + g(ST)
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Ocenovéni opci

m V piipadé Ze investor zafadi opci do svého portfolia
AgsS; + Ry + C;
m a v Case expirace T'
AgSt+ Ry + g(St)
m Optimaliza¢ni problém pro vySe zminénou situaci

V(t,z,s) =supE(1l — exp(—y(X1 + g(S7)))|Ft)
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Vyuziti ve fina
[o]e] lele]e]

Ocenovéni opci

m K feSeni pouzijeme Itéovo lemma a HJB
(Hamilton-Jacobi-Bellman) rovnici.
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Vyuziti ve fina
[o]e] lele]e]

Ocenovéni opci

m K feSeni pouzijeme Itéovo lemma a HJB
(Hamilton-Jacobi-Bellman) rovnici.

m Po vyfteSeni prvniho problému dostdvame nasledujici
podminku pro koeficienty

(ur + %) \ Ur(1 = exp(=1a(y)) = ya(m)1y<r))
202 202~2

+

(ur + %) fo(1 — exp(—ya(y)) — va(y)1,<r)

=0
o2y

+
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Vyuziti ve financi
[eele] le]e]

Ocenovéni opci

m Resenfm druhého optimalizaéniho problému dostaneme
parcialni integro-diferencialni rovnici (PIDE)

Jr(1 —exp(—ya(y)) — va(y)l)y<r)v(dy) N

ft - st
2
0252f N s Jp(1 —exp(—=yAf) —va(y) fslyy <r)v(dy) 0
2 SSs ’)/ -
s koncovou podminkou
f(T,s) =g(s)
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Ocenovéni opci

m Pokud chceme dostat cenu pro risk-neutralniho investora
vyuzijem limitniho pfechodu pro v — 0
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Ocenovéni opci

m Pokud chceme dostat cenu pro risk-neutralniho investora
vyuzijem limitniho pfechodu pro v — 0
m Vyslednd PIDE je tvaru

0'28

2
for T g s / aly)v(dy) +
ly|>R

2

s / (Asf — aly)fol yer)(dy) = 0
R

s koncovou podminkou

f(T,s) = g(s)
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Ocenovéni opci

m Nyni jiz muzeme odvodit pseudo-diferencidlni operator pod
novou risk-neutrdlni mirou s vyuzitim oco-tripletu

02s?

e f(t,S):T

font 5 /IR (At — aly) f)rdy)
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Vyuziti ve financich
00000 ®

Ocenovéni opci

m Nyni jiz muzeme odvodit pseudo-diferencidlni operator pod
novou risk-neutrdlni mirou s vyuzitim oco-tripletu
o2s?

LS f(t,S):T

font 5 /IR (At — aly) f)rdy)

m a ndsledné rovnici pro podkladové aktivum pod EMM Q

a5 :UQth—i-/ /a(y)j(dt,dy))
St r+ JR
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Vyuziti ve fina
@00

EMDMs-entropie

m S vyuzitim exponencidlni uzitkové funkce novda EMM
koresponduje s minimadlni relativni martingalovou entropii.
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EMDMs-entropie

m S vyuzitim exponencidlni uzitkové funkce novda EMM
koresponduje s minimadlni relativni martingalovou entropii.

m Pouzijeme-li logaritmickou uzitkovou funkci ma EMM
podobu minimdlni revezni martingalové entropie.
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Vyuziti ve fina
@00

EMDMs-entropie

m S vyuzitim exponencidlni uzitkové funkce novda EMM
koresponduje s minimadlni relativni martingalovou entropii.

m Pouzijeme-li logaritmickou uzitkovou funkci ma EMM
podobu minimdlni revezni martingalové entropie.

m Chceme-li ziskat ekvivalent mean variance hedgingu
pouzijeme minimdini kvadratickou martingalovou entropii.
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Vyuziti ve financich
(o] Jo}

EMDMs-entropie

Andrea Pascucci, PDE and Martingale Methods in Option
Pricing, Springer-Verlag Italia 2011

Cont R, Tankov P, Financial Modeling with Jump Processes,
CRC 2004

Benth F, Karlsen K, A PDE REPRESENTATION OF THE
DENSITY OF THE MINIMAL ENTROPY MARTINGALE
MEASURE IN STOCHASTIC VOLATILITY
MARKETS,University of Oslo 2003
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Vyuziti ve financ
ooe

EMDMs-entropie

Deékuji za pozornost!
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