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Pravdépodobnostni mira

Definice: Axiomaticka definice pravdépodobnosti

Necht (€,.4) je méFitelny prostor (jevové pole) a P je redlnd mnozinova
funkce definovana na A s vlastnostmi

Q@ P(Q2) =1 (normovana),
@ VAc A: P(A) > 0 (nezdpornd),
© {An},2; je posloupnost po dvou disjunktnich ndhodnych jevi =
P (U321 An) =D o2y P(An) (o-aditivni).
Pak funkci P nazyvdme pravdépodobnostni mirou (pravdépodobnosti) na
A a trojici (2, A, P) pravdépodobnostnim prostorem.
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Pripomenuti

Definice: Wienerlv proces

Stochasticky proces na pravdépodobnostnim prostoru (2, A, P) se nazyva
Wieneriv proces, jestlize plati:

Q@ W(0) =0,

@ (spojitost) s pravdépodobnosti 1 jsou trajektorie procesu spojité,

© (nezdvislost pfirastkd) pro libovolné 0 < t; <51 <th <---<t, <sp

jsou prirastky W(s;) — W(t1),..., W(s,) — W(t,) navzdjem
nezavislé nahodné veliciny,

Q (normalita pfirastkid) Vs, t;s > t: W(s) — W(t) ~ N(0,s — t) .
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Ekvivalentni miry

Definice: Ekvivalentni miry
Necht (€,.4) je méFitelny prostor, na némz jsou dany pravdépodobnostni
miry P a Q. Rekneme, e P a Q jsou ekvivalentni, jestlize pro kazdy jev

A € A plati
P(A) =0 & Q(A) = 0.

Znaéime P ~ Q.

@ tj. mnoziny miry 0 jsou totozné pro obé miry
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Radon-Nikodymova derivace

Definice: Radon-Nikodymova derivace

Necht P a Q jsou ekvivalentni miry na méfitelném prostoru (€2, .4).
Jestlize pro nahodnou veli¢inu Z plati

Eq(X) = Ep(X2)

pro libovolnou ndhodnou veli¢inu X, pak Z nazyvdme Radon-Nikodymova
dQ
derivace miry Q vici mife P, znacime Z = P

dQ . ,, d@Q
e Tedy P Q — R, piSeme téz ﬁ(w)

@ Rozepsanim vztahu z definice

Eo(X) = /XdQ /XdP—Ep (xjﬁ) Ep(X2)
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Radon-Nikodymova derivace - ilustrace

e Pr: Q=R2
e jev A ... okoli bodu z
e P(A) ... pravdépodobnost jevu A viici P
e Q(A) ... pravdépodobnost jevu A vidi Q

e uvazujme podil Q(4)
J] p P(A)
Q(A) dqQ
e pokud velikost okoli — 0, pak m — ﬁ( 20)

@ Pro Wiener(v proces na (£, A, P) mizeme Q ztotoznit s prostorem
trajektorii
e prostor spojitych funkci na [0, T] t.z. f(0) =0
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Cameron-Martinova véta

o W; ... standardni Wieneriiv proces
o Wt Wt + ’yt

. Wienerlv proces s driftem

Necht {W;, t € [0, T]} je standardni Wienertiv proces na (2,4, P) a Q je

mira, jejiz Radon-Nikodymova derivace vici mire P je

@ — e_7W(T7w)_%72T
dP
Pak W; =

W; + ~t je standardni Wieneriv proces (a tedy martingal)
vzhledem ke Q.
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Transformace ,,pravdépodobnosti trajektorii*

@ uvazujme Wt = W; + vt pro
v <0

@ na obrazku vpravo je 30 realizaci
W

o vici P je W; Wieneriv proces
se zapornym driftem
o kazdé trajektorii (presnéji
jejimu okoli) pfisuzuje mira P
urcitou pravdépodobnost
e ,Cim blize pfimce ~t, tim je
trajektorie pravdépodobnéjsi*

Zdroj:

http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/b/b3/Girsanov.png

=2 = = = DA
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Cameron-Martinova véta - vysvétleni

o C.-M. véta Fika, jak vypadd mira
Q, vadi niz je W; standardni
Wiener(v proces, a to
prostfednictvim %

° Z—g transformuje pst kazdé

trajektorie (jejiho okoli) vidi
P na jeji pst vici Q

e transformované
pravdépodobnosti jsou
znazornény na obr. vpravo
(syt&jsi barva - vyssi pst)

e ,drift je kompenzovan
pravdépodobnosti® -
trajektorie s vyssSimi
hodnotami W(T) maji vyssi
pravdépodobnost vici @, ¢imz
je drift ,odstranén*

Zdroj: http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/b/b3/Girsanov.png
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Cameron-Martinova véta - aplikace

@ ocenovani slozitéjsich typl opci zavislych na cesté
@ binarni bariérové opce
e opce zaéne/prestane platit aZ po prorazeni bariéry H
e vyplatni funkce up&in
te[0,T]

Vr = 1{ max S, > H} _ ] 1 pokud maxecio, 1) S > H,

0, Jinak.
e pomoci Cameron-Martinovy véty pfevedeme na Wiener(iv proces bez

driftu
e s vyuzitim principu reflexe vypocteme P(max,cjo, 1) W; > A)

Not Excercisable- does Excercisable- the price
nat break uppar barrier has broken the barrier
Barrier ﬁ&\m Barrier
el Strike Price ""f/#ﬂ Strika Price

Zdroj: http://www.investopedia.com/terms/u/up-and-inoption.asp
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Diikaz Cameron-Martinovy véty

o Moment generujici funkce ndhodné veli¢iny X je definovan:
Y(0) = E(eP%) = / e f(x)dx
R

e Lemma: X ~ N(0,02) = ¢(0) = e30%0?

@ Chceme dokazat, ze Wy = W; + ~t je standardni Wiener(v proces
vidi @, tedy dle definice W.P.:

OWOZO %WOZWO-F’Y'O:WOZO

e spojitost trajektorii < plyne ze spojitosti W; a fce vt

e nezavislost prirdstki <+ plyne z nezavislosti prirdstkd W;
e normalita prirlstki: < viz nasledujici slide
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Diikaz Cameron-Martinovy véty - pokracovani

e chceme dokazat: W(t +s) — W(s) ~ N(0,t) via¢i Q pro t >0

@ spocitdme moment generujici funkce nahodné veli¢iny

W(t+s) — W(s), tj.
$(0) = Eq (/W(t+9)- W)
@ vyuzijeme definici Radon-Nikodymovy derivace

»(0) = Eg (ee(W(t+s)—W(s))> — Ep <Z§e9(W(t+s)—W(s))>

o dosadime za % vyraz z pfedpokladu véty, po Gpravéach (vyuzivajicich
uvedené lemma) dostaneme

(o) = e2™,
coz je moment generujici funkce N(0, t)
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Girsanovova véta

@ zobecnéni Cameron-Martinovy véty
@ stochasticky drift

Necht W; je standardni Wienerdv proces na (2,4, P) a v(t,w) je
neanticipativni proces takovy, ze

Ep (e% fOTW(t)dt) < 0.
Pak existuje pravdépodobnostni mira @, pro kterou plati:

o PN Q,
o _Q(w)_e ST A(tw)dw—1 [T 2 ()t

(s W(t,w) = W(t,w)+ fo ~(s,w)ds je standardni Wieneriv proces vici
mire Q.

v,
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Obracend Girsanovova véta

Necht W; je standardni Wiener(v proces na (€2, A, P) a necht @ ~ P. Pak
existuje neanticipativni proces y(t,w) takovy, ze

_ t
W(t,w) = W(t,w) -I-/ v(s,w)ds
0
je standardni Wienertiv proces vici mire Q. Navic plati
dQ

T 1T 2
(w) - fo ’y(t,w)dW—E 0 Y (t,w)dt.
dP
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KOLAR Martin. Stochasticks analyza.
Girsanov theorem.

http://en.wikipedia.org/wiki/Girsanov_theorem
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