Analyza preziti R —N

S
&
. . . . 2 &
Cumulative Proportion Surviving (Kaplan-Meier) R o | N
U 0
o Complete + Censored M OFC
10}
0,9
0,8
(@]
=
2
s 07
?
- 0,6
i)
S 05
o
o
a 04
(]
=2
< 0,3
E
s 0,2
@)
0,1
0,0
_0’1 L L L L ] ] L L
0 5 10 15 20 25 30 35 40
— Group 0O,
Time -—- Group 1,

Petr Skarka
348736



Analyza preziti (Survival analysis; SA)

sSoubor statistickych procedur analyzujicich chovani NV doba preziti
*Doba preziti udava cas od doby pocatku sledovani do udalosti
Jednoduse zkoumame dobu do nastani nejake udalosti

Udalosti je obecné jakékoliv selhani (smrt, default,...)

«Cas méfen v hodinach, dnech, mésicich, kvartalech, ...

*Aplikace:

*Demografie

*Odchod od rodi¢u,recidiva vézné po propusténi, rozchod paru ¢i rozvod,...
*(Bio)medicina

*Doba do propuknuti nakazy virem HIV u narkoman(, remise u onkolog. pacientd,...
*Technika

Porucha pristroje,...
*Marketing

*Mira navratnosti po zavedeni vyrobku na trh, pozadavek na reklamaci po jeho prodeji
*Finance

*Kdy klient prestane splacet uver

«Jaka je doba do zaplaceni dluzného pojistného

*Modelovani umrtnosti pro ucely financniho rozhodovani

*Atd.



ProC analyza preziti a ne jiné metody?

\/yuziti netplné informace, kdy nenastala sledovana udalost — cenzorovana pozorovani
Sledovani ¢asu do selhani objektu (po uzavreni uveru, podepsani pojistné smlouvy,...)
*Doba trvani studie < doba do selhani... nezname skutecnou dobu preziti
*Objekt prestal vykazovat Cinnost... zname datum posledni kontaktu
*\/ylouceni objektu z néjakych divodl nesouvisejicich se studii... stale cenna informace

*\/ice dat pro modelovani doby preziti a nasledné (financni) rozhodovani
e|dealni by byl dataset bez cenzorovanych dat — nerealny predpoklad

start of study end of study Studie = pojistna doba, doba trvani aveéru,...

*5 sledovanych subjektu:
X oo oA — selhéni (zde smrt)
B — prezil dobu studie (a zanedlouho
B zemrel (cenzorovani))
Sl X ======= ! C — prezil dobu studie (cenzorovani)
[2x7] el D —vcenzqrové/ji - vynat se stu<vjie
(napf. subjekt prejel vlak nebo prestal
. reagovat, coz nesouvisi s nasi studii)
—known perlod . x N E — cenzorovani — nevime, kdy
time piesné zemfel, ale vime, ze zemfel

------ = unknown period
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Cenzorovani a jiné duvody pro analyzu preziti

«Cenzorovani
«Zprava — vime pouze to, ze skutecna doba do udalosti je vetsi nez pozorovana doba
(konec studie)
/leva — vime jen, ze doba preziti neni vetsi nez pozorovana doba (HIV a narkomani)
oIntervalové — udalost nastala v intervalu (viz subjekt E)

*Neinformativni— duvody pro cenzorovani nesouvisi s rizikem vyskytu udalosti;subjekty
cenzorované v case tijsou stale v daném ¢asem soucasti ,pfezivajicich” subjektu
oInformativni — souvislost s rizikem nastani udalosti; vychyluje odhady estimatoru

»,Usekavani” (truncation)

*DalSi duvody uprednostnéni metod SA:
*\/ysvetlujici promenna je Cas
Data prezivani nemivaji symetrické rozdeleni
ZeSikmené rozlozeni v histogramu — posunuté teziste
U rizikové funkce (definice pozdéji) Casto prolozeni pfes Weibull, log-normal,...



Oznaceni a terminologie

doba preziti T

indikace selhani ©

funkce preziti S(t)

odhad S(t)

rizikova funkce h(t)

Spojita NV udavajici Cas, jez uplyne od poCatku sledovani po selhani, pfip.
cenzorovani. Realizaci T znaCime t a nabyva nezapornych hodnot. Rozlozeni
prsti popsano hustotou pravdépodobnosti f(t) a distribucni funkci F(t).

Alternativni NV, kde 1 = selhani a 0 = cenzorovani, j. preziti doby studie nebo
vylouceni ze sledovaného souboru (vlak, ztraceny kontakt,...).

S(t) = P(T > t), tedy vyjadfuje pravdépodobnost preziti okamziku t.
Teoreticka funkce preziti je spojita a nerostouci.

VetSinou uvazujeme S(0) =1 a S(t) — 0 prot — inf.

Opacny jev distribucni funkce S(t) = P(T>1) =1-P(T <t) =1 - F(t).

Data nesbirame nekonecné dlouho, pak v Case i muze platit S(ti) = 0.

. Pt<T<t+dt/T=>t
it 70 h(t)= lim . )

dt[M -0 dt

Nevyjadruje pravdépodobnost selhani v Case t, ale podminénou miru rizika
selhani v Case t pfi doziti se Casu t (,tendence selhat po preziti okamziku t%).
Nezaporna (P) a hodnoty zavisi na jednotkach Casu, v nichz méfime.



/9\&) . | Treatment
o | Sir) / E
g(o) =4 = ’ E
. |
| E
T | Placebo
= — | o
Z :z ﬁ I I} Al 100 150 TEiﬂmﬂe a0 Jon 350 400
ko wi chaddie

«Jak funkce preziti, tak rizikova funkce popisuji chovani NV T. Interpretace se ale lisi. S(t) jako
pravdepodobnost preziti okamziku ¢ (P neselhani), h(t) naopak podminénym selhanim.

Jednu Ize odvodit z druhé; po vyjadreni: h(t) =- Sit) d) ?it) a S(t) = exp{— j h(u)du}

Znalost prabéhu je vhodna k posouzeni pravdépodobnosti preziti t (S(t)), popf. podminéného
rizika selhani v t (h(t)).

*Cile SA:

. Odhad a interpretace funkce preziti a rizikove funkce
Il Srovnani funkce preziti a rizikové funkce ve vice skupinach
lll. Modelovani vztahu mezi Casem preziti a vysvetlujicimi promennymi



Ukazka distribucnich a rizikovych funkci pro ruzna rozdéleni*

Normalni rozdeleni Exponencialni rozdeleni Weibullovo rozdeleni

Cumulative Distribution Function Cumulative Distribution Function Cumulative Distribution Function
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*a rizné parametry



' . Jd i | ipnes = St )
Kaplan-Meier estimator id) oy [y Lay | Sl
1 2t 2 o | 1921=09
) ) ) 2 : 19 2 0 17/21= (1,81
*S(t) neni obvykle znama — odhad z dat 30 (171 |0 | 1621=076
p p ' o s s v 4 | 16 | 2 0 | 4/21=0,67
*Bez cenzorovanych udaju (klasicky pristup): 5 |14 |2 |0 | 1221057
P(T > i) = (podet objektti s T > ti / pocet viech objektd souboru) | §, | & |53 | o | earmoos
2 [6 |2 0 | 4/21=0,19
. v ;v vigr B 15 R 1 0 3/21=0,14
*Smysl SA je vSak prave ve vyuziti cenzorovanych dat 17 |3 |1 |0 | 221=0,10
‘v v v , . .0 22 2 1 0 1/21=0,05
*Nejcastéji uzivany odhad S(t) je Kaplan-Meieruv » |1 |1 o | o21=000

*Uvazujme okamziky, kdy doslo k selhani: to<t1<t2< ... <t
e ze odvodit: S(t;) =S(t;)) [P(T >t,/T 2t;) proj=1,...k
Odvozeni: S(t;)=P(T >t,)=P(T 2t, CT>t,)=P(T >t [T >t;)=

=P(T >t,,)[P(T >t /T >t _)=S(t,_)[PT >t /T 2t)

*V/ztah je rekurentni, pak: S(t;) = S(t,) [P(T >t, /T =t))[P(T >t,/T =t,)[...

j
IP(T >t /T 2t,) =10 P(T >t /T 2t))
i=1
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*ni = pocet objektuy, které jsou v Case ti v riziku (1. plati pro né T = ti)
*mi = pocet objektl, které selhaly pfesné v ¢ase ti
«Cim v&t3i rozsah vybéru n a zaroveri ¢im vice selhani, tim pfesngjsi vysledky
U SA je pfedevsim dulezity poCet selhani
*Mnoho cenzorovanych dat — moc se toho nedozvime

A i n —
*Proj=1,...,k Ize pak odhad pomoci K-M napsat jako S(t;) = il

=1 N

Prot € [ti; ti+ ) klademe S(t) = S(ti)

«Cenzorovana pozorovani nezpusobuji skok v odhadu — navysuji rozsah vybéru ve smyslu

poctu objektl v riziku (ni)
*(pri cenzorovani zleva trochu komplikovang;si)

*K-M odhad fce preziti je neparametricky ML odhad




Kaplan-Meier estimator

*Jsou-li data necenzorovana, pak K-M vede ke stejnym hodnotam jako klasicky pristup
*Necenzorovana data: nj = nj-1 — mj-1

S(t,)=[]——t=t—tge_kpn gt - -4

=1 n, n, n,—m n,,—m,_, n, n
tiy | g | my | @i | St4)
) ., . oA 0 21 | 0 0 |
*Na obrazku vpravo vypocet S(t) 6 |21 |3 |1 |1.18=0851
*Sloupec gj obsahuje cenzorovana pozorovani ;’ﬂ l”’ i 1} :’ :[‘; o ﬁ = E 8 ];}
. v v . v g7 5 2 ), 8067 == = 0,75
o[ ze si vsimnout, ze v tj nejsou soucasti mj, tzn. ia | im |3 |8 |ienee. 2o oo
stale je vyuzivame jako soucast n;. 16 |11 |1 |3 | 06902 ? = 0,6275
22 7 1 0 [J.fi;:j-% = (,5378
23 6 1 5] (0,5378 - ; = 0, 4482
*S(t) je statistika — var(S(t))? m
*Odhad pomoci Greenwoodovy formule var(S(t )) = Sz(t)z | )
n —m,
i=1 |

*Pro fixni t (t € [ ti ; ti+1 )) ma statistika pfiblizné N rozloZeni S(t) ~ N(S(t), var (S(t))
*Pak Ize odvodni 100(1-a)%-ni asymptoticky IS pro skutecnou hodnotu S(t)
o|S je symetricky kolem hodnoty S(t)



Graficky vystup (STATISTICA)

Kumulativni podil prezivajicich (Kaplan-Meier)
¢ Ukoncene + Cenzorovane
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Logrank test

*Obecné test pro posouzeni rozdilu mezi dvéma skupinami za urcitych predpokladi (zde OK)
*Postaveno na ¥ statistice
*Rozdil mezi pozorovanymi (O) a o¢ekavanymi (E) Cetnostmi

Funkéni hodnoty funkce preziti mohou byt pro ruzné skupiny rozdilné*
«Je tato rozdilnost statisticky vyznamna?
*Ho: neexistuje rozdil mezi objekty ze skupin x H1: doba preziti se mezi skupinami liSi
*Nezamitnuti Ho
*Rozdil byt nemusi, Y m—
*Ale muze — problém kfiZeni funkci

(O, - E2)2
var(O, - E,)

eFormalné: LR = , kde LR = ¥% (1)

Cumulative Proportion Surviving

e ¢
il

(vice viz stanford.edu/~kcobb/hrp262/lecture2.ppt)

0 5 10 15 20 25 30 35 40
— Group 1,
Time ~—- Group 0,

*riizné odliSnosti mezi skupinami — rizna sila logrank testu — vazené logrank testy



Coxuv* model proporcialniho rizika

*Regresni model v SA; na zavislou proménnou doba pfeZziti pusobi nékolik regresoru
Alternativa k parametrickému regresnimu modelu AFT (accelerated failure time)

NejCastéji ve tvaru vychazejicim z rizikové funkce h(t), Ize jej prepsat i do tvaru s S(t)

p

2 B

«Coxtv model: h(t, X) = h () 8= = h, (t) @xp{X B} prot=0
oX=(X1,..., Xp)’ je vektor prediktoru
f=(B1,..., Bp) je vektor neznamych parametrd, které odhadujeme
*ho(t) je zakladni riziko (baseline hazard function). Nezname |i, pIni

roli interceptu. Pro (X1,..., Xp) = (0,...,0) je h(t,X) = ho(t).
Zp:ﬁixi

ee™ vyraz nezavisly na case!

*Sir David Roxbee Cox (1924 — ), britsky statistik
*Nonparametric estimation from incomplete observations, #2 WoS (#1 K-M)




Coxuv model

*Coxuv model je semiparametricky

«Zakladni riziko ho(t) neni specifikovana funkce — o jejim rozlozeni nic nepredpokladame
sParametricka regresni slozka

*Pro¢ je Coxuv model popularni?
oexp{X‘B} vzdy kladné, pak 0 < h(t.X) < inf
*Dobre aproximuje parametrické modely
*(81,..., Bp) @ pomery rizik (viz dale) Ize odhadnout i pri nespecifikovanem riziku ho(t) !!!
*Lze s nim ziskat odhady zakI. rizika ho(t), rizikové funkce h(t,X) a funkce preziti S(t,X)

eInterpretace:
*Pf.) datovy soubor urcitého pojistného kmene (selhani je prestani placeni pojistného), u jehoz
objektu sledujeme 5 regresoru (pohlavi, vék, vzdélani, plat, rodinny stav). Zajima nas, jak se liSi
riziko selhani v &ase t li§i u SS vzdélanych Zen ve véku 50-55 let s platem z intervalu [15k;20k)
liSici se v rodinném stavu (0 = svobodna, 1 = vdana). Pomér rizik Ize pak zapsat jako:

e X)) _ RO BXRB B+ 5, B, + B, 06 + B, B + TG} _ i
h(t,x)  hy(®) @xdB O + B, B, + B, O + 5, X, + B, e}

« &%) ks kolikrat vzroste riziko selhani u vdané (e, viz hy(t, X) = %% [y (t, x)




Coxuv model

«Cislo el ™) nazyvame relativni riziko vzhledem k prediktoru x..
*Nezminené prediktory jsou fixni

*Obecné Ize podil rizikovych funkci, hazard ratio (HR), zapsat jako

_htX) &
R=tn - TP LAN x)}

*\/ySe uvedeny vztah plati pro libovolné rozdily v hodnotach prediktort (o poétu 1 az p)

*Odhady Pi a € ziskavame pomoci parcialni vérohodnostni funkce
*Hustota doby preZiti v Coxové modelu neni specifikovana parametrické funkce — Upravy
*Intervaly spolehlivosti pro dané odhady statistik pak pomoci Waldovy statistiky

o[ ze kromé parametrickych S,..., B odhadnout i neparametrickou slozku ho(t)?
*Ano, Gehan-Breslow test
*Pak Ize kreslit odhady funkce preziti pro specificky nastavené hodnoty regresord
eNapf. jak vypada funkce preZiti (defaultu) pro objekty ,muz - [20:25) let — ZS".



Coxuv model - predpoklady

«Zadné na specifikaci zakladniho rizika ho(t), ALE za to pfedpoklad proporcialniho rizika -
relativni riziko HR se vzhledem k jednotlivym regresorum v ¢ase t neméni. Pak pro dva

objekty, které se liSi hodnotou regresort plati HR = h((t );)) = konst.

*Na obrazku vpravo poruseni proporcionality (prekrizeni rizik.
funkci) — Coxiv model neni vhodny

Jak ovéfime proporcionalitu?
*Graficky — na ose Y logaritmy kumulativnich rizikovych
funkci (Ize ziskat pfes Kaplan-Meiera) pro kazdy regresor a
na ose X cas nebo log Casu — musi byt rovnobézne
*Rezidua - vhodna jsou Schoenfeldova rezidua pro kazdy z
regresoru




Aplikace ve financich

*Metody credit scoringu = jestli dojde k defaultu x SA = kdy k defaultu dojde

\/yuziti — kvantifikace profitability klienta

o\/ystupem je odhad funkce v Case
Navic na rozdil od credit scoringu SA zohlediuje cenzorovana data (v CS ziejmé zmenseni
tréningoveé matice vypustenim techto dat, Cimz ale prichazime o data, se kterymi se v realite
také setkavame)

SurVivaI anaIySiS in credit Scoring (2009) E;l:jilm El'l-:lvi'zuli]t; for different definitions
; F v oo 6% 'lient definition
Dataset k bankovnim tverum 5.5% | 00 days past due

4.3% | 180 days past due

*Skupiny proménnych
, Popis dluzniku, typ uvéru, definice defaultu (ihned/90 dni/180 dni po splatnosti)
*Upravy dat (outliers, kategorizace promennych, korelujici kovariaty,...)

The list of given variables

sex age marital status
education employment status (since) employer

housing status repayment type credit card holder
kind of emplovment type of private phone type of phone at work
No. of people in the household | monthly income other income

Iimit of loan distribution channel of loan type of loan

date of the first drawing maturity of loan



Survival analysis in credit scoring (2009) — average client

*Primémy klient datasetu + (M 58 %, Z 42 %):

variable category average client
education | less than full secondary education 0.3919

full secondary edueation (with school leaving exam) | 0.3691

higher then full secondary edueation 0.2390
employment | employed < 1 year 0.0851
stability | employed > 1 year and < 5 years or student or other | 0.3661

employed > 5 years 0.5488
repayment | payvment on account from same bank 0.9407
type pavment in eash or other 0.0593

sUkazka odhadl parametru g tfi statisticky nejvyznamnéjSich promennych

variable category

education less than full secondary education 1.18102
full secondary education (with school leaving exam) | 0.50992
higher then full secondary education 0

employment stability | employed < 1 year 1.09880
employed > 1 year and < 5 vears or student or other | 0.82072
employed > 5 years 0

repayment type payment on account from same bank -1.3370
payment in cash or other 0

*Funkce preziti s IS (a =5 %) a rizikova funkce prumérného klienta:

Survival Functicn Hazard rate
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Survival analysis in credit scoring (2009)

oEfekt vzdél

*Ploty rizikové funkce dle definic defaultu:
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