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Úvod

Mějme posloupnost reálných č́ısel a = {ai ; i = 0, 1, 2, . . . }.
velké množstv́ı informace → ”zakódujeme”do jediného objektu

možnost použ́ıt operace (nap̌r. derivaci)
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Definice

Generuj́ıćı funkce posloupnosti

Generuj́ıćı funkce posloupnosti a je funkce daná součtem mocninné
řady

Ga(s) =
∞∑
i=0

ai s
i ,

pro s ∈ R, pro která řada konverguje.

Posloupnost a dostaneme z generuj́ıćı funkce Ga zpět vztahem

ai =
G

(i)
a (0)

i !
.
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Př́ıklad

Vyjáďrete generuj́ıćı funkci posloupnosti
a = {0, 1, 0,−1, 0, 1, 0, . . . }.

Řešeńı.

Ga(s) =
∞∑
i=0

ai s
i

= 0 · s0 + 1 · s1 + 0 · s2 − 1 · s3 + 0 · s4 + 1 · s5 + 0 · s6 + . . .

= s1 − s3 + s5 + . . .

=
s

1 + s2
, |s| < 1
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Definice II

Generuj́ıćı funkce náhodné veličiny

Generuj́ıćı funkce náhodné veličiny X je definována jako generuj́ıćı
funkce jej́ı pravděpodobnostńı funkce, tedy

GX (s) =
∞∑
i=0

f (i)s i =
∞∑
i=0

P(X = i)s i .

Plat́ı žrejmě GX (s) = E (sX ).
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Základńı vlastnosti

Základńı vlastnosti

1 ∃R ≥ 0 (poloměr konvergence) takové, že G (s) konverguje
pro |s| < R a diverguje pro |s| > R.

2 G (s) můžeme derivovat nebo integrovat člen po členu,
libovolně mnohokrát, pro |s| < R.

3 Jednoznačnost: Je-li Ga(s) = Gb(s) pro |s| < R ′, kde
0 < R ′ ≤ R, pak an = bn,∀n.
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Př́ıklady

Př́ıklady

Vypoč́ıtejte generuj́ıćı funkce náhodných veličin:

1 Konstantńı náhodná veličina. P(X = c) = 1, kde c ∈ N∪ {0}.
Tedy GX (s) = sc .

2 Bernoulliho náhodná veličina. P(X = 1) = p a
P(X = 0) = 1− p. Tedy GX (s) = 1− p + ps.

3 Geometrické rozděleńı. P(X = n) = p(1− p)n−1 pro n ∈ N.
Tedy GX (s) = sp

1−s+sp .

4 Poissonovo rozděleńı s parametrem λ. P(X = k) = λk

k! e
−λ.

Tedy GX (s) = eλ(s−1) s využit́ım
∑ xn

n! = ex .
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Řešeńı.

1 GX (s) = 1 · sc = sc

2 GX (s) = (1− p) · s0 + p · s1 = 1− p + ps

3 GX (s) =
∞∑
i=1

p(1−p)i−1 ·s i = ps
∞∑
i=1

[(1−p)s]i−1 =
sp

1− s + sp

4 GX (s) =
∞∑
i=1

λi

i !
e−λ · s i = e−λ

∞∑
i=1

(λs)i

i !
= eλ(s−1)
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Charakteristiky náhodných veličin

Věta

Necht’ X je náhodná veličina s generuj́ıćı funkćı G (s). Pak plat́ı

E (X (X − 1) . . . (X − k + 1)) = G (k)(1)

(tzv. k-tý faktoriálńı moment), speciálně

E (X ) = G ′X (1)

a
D(X ) = G ′′X (1) + G ′X (1)− [G ′X (1)]2.

Odvozeńı rozptylu

DX = EX 2 − (EX )2 = E (X (X − 1) + X )− (EX )2

= E (X (X − 1)) + EX − (EX )2

= G ′′X (1) + G ′X (1)− [G ′X (1)]2.
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Konvoluce

Definice

Necht’ a = ai , i ≥ 0 a b = bi , i ≥ 0 jsou dvě posloupnosti, pak
konvoluce c = a ? b je posloupnost definovaná vztahem

cn = a0bn + a1bn−1 + · · ·+ anb0.
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Věta

Generuj́ıćı funkce konvoluce dvou posloupnost́ı je součinem
generuj́ıćıch funkćı těchto posloupnost́ı.

Důkaz.

Gc(s) =
∞∑
n=0

cns
n

=
∞∑
n=0

( n∑
i=0

aibn−i
)
sn

=
( ∞∑
i=0

ai s
i
)( ∞∑

n=i

bn−i s
n−i)

=
( ∞∑
i=0

ai s
i
)( ∞∑

n=0

bns
n
)

= Ga(s)Gb(s)
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Věta

Necht’ X a Y jsou nezávislé náhodné veličiny. Pak

GX+Y (s) = GX (s)GY (s).

Důkaz. Z nezávislosti v́ıme, že pro pravděpodobnostńı funkci X +Y
plat́ı fX+Y = fX ? fY . Podle p̌redchoźı věty plat́ı GX+Y = GXGY .
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Sdružená pstńı fce

Definice

Sdružená pravděpodobnostńı generuj́ıćı funkce náhodných veličin,
nabývaj́ıćıch hodnot v N ∪ {0}, je definovaná jako

GX1,X2(s1, s2) =
∑

P(X1 = i ∧ X2 = j)s i1s
j
2 = E (sX1

1 sX2
2 ).

Analogicky je možné definovat sdruženou pravděpodobnostńı
generuj́ıćı funkci pro v́ıce náhodných veličin.
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Generuj́ıćı funkce a náhodná procházka

Uvažujme náhodnou procházku

Sn =
n∑

i=1

Xi ,

kde P(Xi = 1) = p a P(Xi = −1) = q = 1− p. Přitom Xi jsou
nezávislé a S0 = 0.

Jak často se náhodná procházka vraćı do počátku?

Jaké je pravděpodobnostńı rozděleńı prvńıho návratu do
počátku?
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Návrat do počátku

Označme
p0(n) = P(Sn = 0)

a
f0(n) = P(S1 6= 0,S2 6= 0, . . . ,Sn−1 6= 0,Sn = 0).

Uvažujme generuj́ıćı funkce těchto dvou posloupnost́ı

P0(s) =
∞∑
n=0

p0(n)sn

a

F0(s) =
∞∑
n=0

f0(n)sn.

Lemma

Plat́ı
P0(s) = (1− 4pqs2)−

1
2 .
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Důkaz

Sn = 0⇐⇒ počet krok̊u doprava = počet krok̊u doleva, tedy
r = n

2 = l

počet takových cest je
(n

n
2

)
pro n sudé a 0 pro n liché

označme k = n
2 , tj. n = 2k , máme

p0(2k) =

(
2k

k

)
pkqk

a

P0(s) =
∞∑
k=0

(
2k

k

)
(pqs2)k

využijeme obecného binomického rozvoje

(1 + x)a =
∞∑
n=0

(
a

n

)
xa

dosad́ıme a = −1
2 a x = −4pqs2 a porovnáme
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Návrat do počátku II

Věta

Plat́ı
P0(s) = 1 + P0(s)F0(s)

a
F0(s) = 1− (1− 4pqs2)

1
2 .

Důkaz. Označme A jev, že Sn = 0 a necht’ Bk jsou jevy takové, že
prvńı návrat do počátku nastal v k-tém kroku.
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Důkaz

Bk jsou disjunktńı a dávaj́ı rozklad, tedy

P(A) =
n∑

k=1

P(A | Bk)P(Bk)

máme P(Bk) = f0(k) a P(A | Bk) = p0(n − k), tedy

p0(n) =
n∑

k=1

p0(n − k)f0(k)

vynásob́ıme sn a sečteme

LS :
∞∑
n=1

p0(n)sn = P0 − 1
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Pokračováńı důkazu

PS :
∞∑
n=1

∞∑
k=1

p0(n − k)f0(k)sn

=
( ∞∑
k=1

f0(k)sk
)( ∞∑

n=k

p0(n − k)sn−k
)

= P0(s)F0(s)

Dostáváme P0 − 1 = P0F0, tedy P0 = 1 + P0F0.
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Strategie martingalu

hráč disponuje neomezenými zdroji

vsad́ı 1 Kč, když prohraje, tak vsad́ı 2 Kč, pokud prohraje v
n-té ȟre, pak následuj́ıćı hru vsad́ı 2n Kč

nefunkčnost: omezené prosťredky, horńı hranice sázek
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Diskrétńı martingal

Definice

Posloupnost náhodných proměnných Sn, 0 ≤ n <∞, která pro
všechna n ≥ 1 splňuje

E [Sn | X1,X2, . . . ,Xn−1] = Sn−1

(základńı martingalová identita), nazýváme martingal vzhledem k
posloupnosti náhodných proměnných Xn, 1 ≤ n <∞.
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