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M&jme posloupnost redlnych &isel a = {a;;i =0,1,2,...}.
o velké mnoZstvi informace — " zakédujeme” do jediného objektu

@ moznost pouZit operace (nap¥. derivaci)
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Definice

Generujici funkce posloupnosti

Generujici funkce posloupnosti a je funkce dand sou¢tem mocninné

fady
Ga(s) = Z as',
i=0

pro s € R, pro ktera fada konverguje.

Posloupnost a dostaneme z generujici funkce G, zpét vztahem
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Vyjadrete generujici funkci posloupnosti
a=1{0,1,0,-1,0,1,0,...}.

Regen
w .
Ga(s):Za,-s’
i=0
=0-94+1-s"40-5°-1-5+0-s*+1-s°4+0-s%+ ...
:sl—s3+s5+...
s
- 1—1—52’|5’<1
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Definice Il

Generujici funkce ndhodné veli€iny

Generujici funkce ndhodné veli¢iny X je definovana jako generujici
funkce jeji pravdépodobnostni funkce, tedy

Gx(s) = Z f(i)s' = P(X =1i)s'.

i=0 i=0

Plati zfejmé Gx(s) = E(sX).
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Zakladni vlastnosti

Z3kladni vlastnosti
@ 3R > 0 (polomé&r konvergence) takové, Zze G(s) konverguje
pro |s| < R a diverguje pro |s| > R.
@ G(s) mazeme derivovat nebo integrovat €len po €lenu,
libovoln& mnohokrat, pro |s| < R.

© Jednoznatnost: Je-li G,(s) = Gp(s) pro |s| < R’, kde
0 < R' <R, pak a, = b,,Vn.
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P¥iklady

Vypocitejte generujici funkce ndhodnych veliéin:

© Konstantni ndhodna veli¢ina. P(X = ¢) =1, kde ¢ € NU {0}.
Tedy Gx(s) = s°.

@ Bernoulliho ndhodna velitina. P(X =1)=p a
P(X =0)=1—p. Tedy Gx(s) =1— p+ ps.

© Geometrické rozdéleni. P(X = n) = p(1 — p)"~! pro n € N.
Tedy Gx(s) = ﬁ.

Q@ Poissonovo rozdéleni s parametrem A. P(X = k) = i‘(—?e_)‘.
Tedy Gx(s) = e*s=1 s vyuzitim 3 ):T,; = e~,
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Regen.
o Gx(s) 1. s
Q@ Gx(s) = (1—p)s+ps—1—p+ps

O Gx(s Zpl p) 1.51:,,52[(1_,,)5]' 1:1_7”

S+ sp

Ny = (As) _

0 GX(S):ZFe =y PN ey
i=1 i=1 ’
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Charakteristiky nahodnych veli¢in

Necht X je ndhodnd velitina s generujici funkci G(s). Pak plati
E(X(X —1)...(X —k+1)) = cK)(1)
(tzv. k-ty faktoridIni moment), specidlné

E(X) = Gx(1)

D(X) = Gx(1) + Gx(1) — [Gx(L)]*.
Odvozeni rozptylu
DX = EX? — (EX)? = E(X(X — 1) + X) — (EX)?
= E(X(X — 1)) + EX — (EX)?
= Gx(1) + Gx(1) - [Gx (V).
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Konvoluce

Necht a=a;,i > 0a b= b;,i > 0 jsou dv& posloupnosti, pak
konvoluce ¢ = ax b je posloupnost definovana vztahem

Cn = agbp + a1bp—1 + - - + anbo.
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Generujici funkce konvoluce dvou posloupnosti je sou¢inem
generujicich funkci téchto posloupnosti.

Diikaz.

= Ga(s)Gp(s)
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Necht X a Y jsou nezdvislé ndhodné veli¢iny. Pak

Gx+v(s) = Gx(s)Gy(s).

Dikaz. Z nezdvislosti vime, Ze pro pravdépodobnostni funkci X + Y
plati fx4+y = fx x fy. Podle pfedchozi véty plati Gx1y = GxGy.
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SdruZena pstni fce

Sdruzena pravdépodobnostni generujici funkce ndhodnych veli€in,
nabyvajicich hodnot v N U {0}, je definovand jako

Gxx(s1,%2) = D> P(Xa=iAX = j)sish = E(s1%53%).

Analogicky je mozné definovat sdruzenou pravdépodobnostni
generujici funkci pro vice ndhodnych veli¢in.
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Generujici funkce a ndhodna prochdazka

Uvazujme ndhodnou prochazku

kde P(Xi=1)=pa P(X; = —1) = g = 1 — p. P¥itom X; jsou
nezdvislé a Sp = 0.
o Jak Casto se ndhodnd prochazka vraci do po&atku?

@ Jaké je pravdépodobnostni rozdéleni prvniho navratu do
pocatku?
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Ndvrat do podatku

Oznaéme

fo(n) = P(S1 #0,5 #0,...,5,.1 #0,S, = 0).

UvaZujme generujici funkce téchto dvou posloupnosti

Po(s) = Zpo(n)s"
n=0

Fo(s) = Z fo(n)s".
n=0
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@ S, = 0 < podet krok( doprava = potet krokl doleva, tedy
r= g =/
@ polet takovych cest je (Z) pro n sudé a 0 pro n liché
2

@ oznalme k = g tj. n =2k, mame
2k
po(2k) = (k >pkq"

= (2k
Po) =3 (5 ) tpasty
k=0
@ vyuZijeme obecného binomického rozvoje

(1+x)" = i (‘Dx"

n=0

’ _ 1 _ 2 7
@ dosadime a = —5 a x = —4pgs“ a porovndme
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Ndvrat do pocatku I

Po(S) =1+ Po(S)F()(S)

Fo(s) =1 — (1—4pgs?)z.

Dikaz. Oznagme A jev, 7e S, = 0 a necht By jsou jevy takové, Ze
prvni navrat do pocatku nastal v k-tém kroku.
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@ By jsou disjunktni a davaji rozklad, tedy
P(A)=> _P(A| B)P(Bx)
k=1
e mame P(By) = fo(k) a P(A | Bx) = po(n — k), tedy
n
po(n) = 3" po(n — K)o (k)
k=1

@ vynasobime s" a seteme

LS : Zpo(n)s" =P -1
n=1
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Pokracovani dakazu

PS : i i po(n — k)fo(k)s"

n=1 k=1

= (Z fo(k)sk) ( Z po(n — k)s”*k)
k=1 n=k
= Po(s)Fo(s)

Dostavame Py — 1 = PyFy, tedy Py = 1 + PyFo.
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Strategie martingalu

@ hrac disponuje neomezenymi zdroji
@ vsadi 1 K¢, kdyZ prohraje, tak vsadi 2 K&, pokud prohraje v
n-té hte, pak nasledujici hru vsadi 27 K¢

@ nefunk&nost: omezené prostfedky, horni hranice sazek
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Diskrétni martingal

Definice

Posloupnost ndhodnych promé&nnych S,,0 < n < oo, ktera pro
vdechna n > 1 splfiuje

E[Sn | X1, X2, ..., Xn—1] = Sn-1

(zakladni martingalova identita), nazyvdme martingal vzhledem k
posloupnosti ndhodnych proménnych X,,1 < n < co.
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@ skripta doc. Kolafe ke Stochastickym procestim ve finanén{
matematice

@ diplomova priace Lenky K¥ivankové: Wienerlv proces a jeho
aplikace

@ bakald¥skd prace Aleny Robotkové: Martingaly
@ http://cs.wikipedia.org/wiki/Martingale (bfezen 2013)
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