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Wienerliv proces

Wieneriv proces

@ nazyvan také Browniv pohyb
@ stochasticky proces ve spojitém Case a spojitych hodnotach

@ modifikace ndhodné prochazky s ¢asovym krokem At a prostorovym krokem
Ax, lze konstruovat primo jako limitu ndhodné prochazky

e modifikace se vyuziva k popisu chovani kurzu akcie
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Wienerliv proces

Stochasticky proces

Stochasticky proces X = {X (t),t € T} je soubor ndhodnych veli¢in na

pravdépodobnostnim prostoru (2, A, P), kde T znali indexovou mnozinu a X (t)
je nahodna velicina.

’ Cas \ hodnoty \ priklad ‘
diskrétni | diskrétni | standardni ndhodna prochazka
spojity spojité Wieneriiv proces
spojity | diskrétni Poissoniiv proces
diskrétni | spojité | zobecnéna ndhodna prochazka

X (t,w) pak znadi hodnotu procesu v ¢ase t a ve “scénéfi” w. Pro pevné w (vime,
jaky scéndf se realizoval) je X (t) realizaci procesu a nazyva se trajektorie.
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Wienerliv proces

Axiomaticka definice

Stochasticky proces W (t) na pravdépodobnostnim prostoru (2, A, P) se nazyva
(standardni) Wieneriiv proces, jestliZe plati:

Q (zacatek v nule) W (0) =0
@ (spojitost trajektorii) S pravdépodobnosti 1 jsou trajektorie procesu spojité.

@ (nezdvislost a normalita ptirdstki) Prirdstky procesu W (t) — W (s) maji
rozdéleni N (0, t — s). Pro libovolné
O<ti<si<th<sp<t3<...<t,<s,jsou priristky W (t;) — W (s;) pro
Vi € (1, n) navzdjem nezivislé ndhodné veli¢iny.

4
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Wieneriv proces

Konstrukce Wienerova procesu

@ Limita ndhodné prochazky:

e zmensovani prostorového a Casového kroku

e vyuziti centralni limitni véty pro normalitu prirdstka
@ Lévyho konstrukce Wienerova procesu
@ Ciesielskiho konstrukce:

Ciesielskiho konstrukce Wienerova procesu. Necht {A},-, je posloupnost

nezavislych nahodnych veli¢in s rozdélenim N (0,1). Pak soucet

o0

W (t,w) = Ac(w)s(t)

k=1

Je Wieneriiv proces.s, znaci Schauderovy funkce (integral z Haarovy funkce).

trajektorie zadinaji v nule (nebot Schauderovy fce zaéinaji v nule), spojitost trajektorii plyne ze stejnomérné
konvergence Fady (Schauderovy fce spojité—rsoudet zachova spojitost. Nezévislost a normalita pfiristki se

dokazuje pomoci charakteristické fce.
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Wieneriv proces

Linearni variace

obecné variace popisuje miru proménlivosti funkce. Nejprve pro funkci f : (a, b) — R uvazujme néjaké déleni D

intervalu (a, b), D: {a < t; < t, < ... < t, < b}. Linearni variaci funkce f p¥islusnou déleni D pak definujeme
n—1

jako LV (f, D) = Z|f(tj+1) — £ (t;) | (soucet vzdalenosti hodnot funkce ve dvou sousedicich délicich bodech).
j=1

Zjemnénim déleni ziskdme samotnou linearni variaci.

Linearni variace funkce je LV (f) = HD“Hm LV (f, D), kde |D|| = max|ti+1 — t;| je
—0

norma déleni.

Priklady
Linedrni variace funkce f (x) = x* na intervalu (0, 3) (ryze monotonni funkce) je

Do) = F(g)l=F(3) - F(0) =9
j=1

b
Linedrni variace po ¢astech monotonni funkce na intervalu (a, b) je f | (x)|dx

a
Trajektorie W.P. ma LV = oo, proto definujeme kvadratickou variaci:

Anna Vymétalovd (MF006 slide 7) Wienerilv proces, spojité martingaly, filtrace Jaro 2013



Wienerliv proces

Linearni variace

obecné variace popisuje miru proménlivosti funkce. Nejprve pro funkci f : (a, b) — R uvazujme néjaké déleni D

intervalu (a, b), D: {a < t; < t» < ... < t, < b}. Linearni variaci funkce f pfislusnou déleni D pak definujeme
n—1

jako LV (f, D) = E|f (tjr1) — f (tj) | (soucet vzdalenosti hodnot funkce ve dvou sousedicich délicich bodech).
j=1
Zjemnénim déleni ziskdme samotnou linearni variaci.

Linearni variace funkce je LV(f) = H[I)i”m OLV(f, D), kde || D|| = max|tj;1 — tj| je
—

norma déleni.

Linearni variace funkce f (x) =
n—1

Yol () = F(I=f(B3)—F(0)=9

Jj=1

2 . ) .
x° na intervalu (0, 3) (ryze monotonni funkce) je

b
Linearni variace po ¢astech monotonni funkce na intervalu (a, b) je ’ ' (x)|dx

a
Trajektorie W.P. ma LV = oo, proto definujeme kvadratickou variaci:

Anna Vymétalovd (MF006 slide 7)

Wienerilv proces, spojité martingaly, filtrace

Jaro 2013



Wienerliv proces

Linearni variace

obecné variace popisuje miru proménlivosti funkce. Nejprve pro funkci f : (a, b) — R uvazujme néjaké déleni D

intervalu (a, b), D: {a < t; < t» < ... < t, < b}. Linearni variaci funkce f pfislusnou déleni D pak definujeme
n—1

jako LV (f, D) = E|f (tjr1) — f (tj) | (soucet vzdalenosti hodnot funkce ve dvou sousedicich délicich bodech).
j=1

Zjemnénim déleni ziskdme samotnou linearni variaci.

Linearni variace funkce je LV(f) = H[I)i”m OLV(f, D), kde || D|| = max|tj;1 — tj| je
—

norma déleni.

Piiklady

Linearni variace funkce f (x) = x

| \

2 na intervalu (0, 3) (ryze monotonni funkce) je

n—1
S IF(612) = F(5)] = F(3) — F(0) = 9
j=1
b
Linedrni variace po &¢astech monotonni funkce na intervalu (a, b) je f|f/(x)|dx

a
Trajektorie W.P. ma LV = oo, proto definujeme kvadratickou variaci:

Anna Vymétalovd (MF006 slide 7) Wienerilv proces, spojité martingaly, filtrace Jaro 2013



Wienerliv proces

Linearni variace

obecné variace popisuje miru proménlivosti funkce. Nejprve pro funkci f : (a, b) — R uvazujme néjaké déleni D

intervalu (a, b), D: {a < t; < t» < ... < t, < b}. Linearni variaci funkce f pfislusnou déleni D pak definujeme
n—1

jako LV (f, D) = E|f (tjr1) — f (tj) | (soucet vzdalenosti hodnot funkce ve dvou sousedicich délicich bodech).
j=1

Zjemnénim déleni ziskdme samotnou linearni variaci.

Linearni variace funkce je LV(f) = H[I)i”m OLV(f, D), kde || D|| = max|tj;1 — tj| je
—

norma déleni.

Piiklady

Linearni variace funkce f (x) = x

| \

2 na intervalu (0, 3) (ryze monotonni funkce) je

n—1
S IF(612) = F(5)] = F(3) — F(0) = 9
j=1
b
Linedrni variace po &¢astech monotonni funkce na intervalu (a, b) je f|f/(x)|dx

a
Trajektorie W.P. ma LV = oo, proto definujeme kvadratickou variaci:

Anna Vymétalovd (MF006 slide 7) Wienerilv proces, spojité martingaly, filtrace Jaro 2013



Wienerliv proces

Kvadraticka variace

Necht f je spojita funkce na (a, b) a D déleni tohoto intervalu. Pak kvadratickd variace této funkce na (a, b)
prislusna déleni D je
n—1

KV (f, D) = Z (F (G41) — £ (1))

j=1

Kvadraticka variace funkce f na intervalu (a, b) je definovana jako

KV(f)= lim KV (f,D).
()= fim KV (£.D)

Je-li funkce f diferencovatelna na intervalu (a, b), pak je jeji kvadraticka variace
na tomto intervalu rovna 0.
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Wieneriv proces

Kvadraticka variace a trajektorie Wienerova procesu

Necht W (t) je Wieneriv proces na (0, T) aD={0=ti <t <...<t,=T}
déleni intervalu (0, T). Pak

5
|
-

(W (ti1) = W () > T

-
Il
<}

v kvadratickém sfedu pro ||D|| — 0, tedy pro ||D|| — 0

n—1 2

ELD_(W(t)-W())*-T| | —o.

Jj=0

K ditkazu se vyugije vztahii E (W2 (t)) =takE (W" (t)) =32,
Tedy zatimco trajektorie Wienerova procesu jsou zcela ndhodné a jejich linedrni variace je nekonecénd, jejich

kvadratickd variace je deterministickd (pro vSechny W.P. stejnd) a rovnd se délce intervalu. Plati tedy, ze

Z (AW)? = T, a proto tedy (AW)? = At.
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|
—
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—.
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2

E (W () -W () -T| | »o.
=0

5
|
-
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Wienerliv proces

Modifikace Wienerova procesu

standardni Wiener(v proces vsak neni vhodny pro modelovani ceny akcie, protoZe:
@ WP miZe nabyvat i zapornych hodnot
@ modeluje absolutni zménu ceny akcie AS, ne relativni priristek %
@ vliv jednotek

Zobecnény Wieneriv proces (pfidanim driftu, respektive volatility):
X (t)=pt+ oW (t)

Geometricky Wieneriiv proces (exponenciala ze zobecnéného W.P.):
Y (t)= yoerttoW(t) kde yp je potatedni hodnota procesu, kterou nemiizeme
ovlivnit.

Bachelier modeloval cenu pomoci zobecnéného W.P. : zaporné hodnoty ceny akcii.

B-S model predpoklada, Ze se cena akcie vyviji podle geometrického W.P. se stochastickym diferencidlem dS =

nSdt + oSdW.
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Filtrace

@ umoznuje matematicky popsat vyvoj informace na trhu pomoci o-algeber

@ o-algebra (mnoZina pozorovatelnych jevi) zachycuje informaci, které jevy
miZeme pozorovat a které ne

e v Case roste informace—o-algebra roste
e uzavfena na sjednoceni a dopliiky

Priklad
Hod kostkou. Pravdépodobnostni prostor ma 6 elementarnich jevii
Q=1{1,2,...6}.

Q Fo = expQ (vsechny podmnoziny Q) — pozorovatelné jsou vsechny jevy,
o-algebra nese informaci: jaka hodnota na kostce padla

Q@ 7 ={{1,3,5},{2,4,6}, U, Q}—pozorovatelné jsou pouze 2 jevy (padlo

sudé nebo padlo liché &islo). o-algebra nese informaci: sudost nebo lichost
hodnoty na kostce
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Filtrace

Definice filtrace

Systém o-algeber F = {F;, t € T }na pravdépodobnostnim prostoru (2, A, P),
kde T C R je indexovd mnoZina, se nazyva (informacni) filtrace,

pokud plati pro Vs < t Fs < F; (informace se v Case neztriceji), a pro kazdé Fy,
t e T plati F; C A.

Riist informace v case. Hod minci 2x po sobé v ¢ase t =1 a t = 2. Mnozina
vSech moznych vysledki Q = {{H, H} ,{O, O} ,{H, O} ,{O, H}} . o-algebry
popisujici vysledky v jednoltivych casech:

t = 0: nemame Zadnou informaci o tom, co se stalo, tedy mame pouze

nejmensi moznou o-algebru (vime pouze, Ze se néco stane):Fo = {0, 2}

t = 1: Fipopisuje informaci v case 1, tedy

Fir={{{H,H} ,{H,0}}.{{0,0},{O,H}}, 0,Q}

t = 2: vsechny jevy jsou jiz urceny. F» = exp ) (mnozina vsech podmnozin

Q)
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| A
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nejmensi moznou o-algebru (vime pouze, Ze se néco stane):Fo = {0, Q}
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]:1 - {{{H7 H}v{H7 O}}’{{O’ O},{O, H}}7@79}
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Filtrace

Historie Wienerova procesu, .FtW méFitelnost a neanticipativni proces

Necht W (t) je Wienerdv proces. Filtrace FV = {F;,t > 0} se nazyva historie
Wienerova procesu, jestlize pro V't > 0 je F; o-algebra generovana nahodnymi
veli¢inami W (s,w) pro Vs < t.

FW popisuje rlst informace o trajektorii Wienerova procesu v zavislosti na ¢ase

ft” je informace o trajektorii v Case t

Funkce h (w) je F\V-méfitelnd <=>h je bodova limita souctu funkci tvaru

g (W(t1)),.. & (W (t)),

kde gi i = 1,... k jsou libovolné omezené spojité funkce, t; > t proVi < n € N.
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Spojité martingaly

Definice martingalu

Ptipomerfime: Diskrétni martingal je posloupnost nahodnych veli¢in S,, n € (0,00) takovych, Ze pro Vn

E (Sn4150, S1, - - - Sn) = So (o€ekavani budouci hodnoty je rovno sou¢asné hodnotg).

Definice

Necht W (t) je Wieneriiv proces na (2, A, P) a informacni filtrace F}V je historif
W.P. Stochasticky poces {G (t,w),t € (0,00)} nazveme neanticipativni
(adaptovany filtraci F}V ), pokud pro V't > 0 je funkce w — G (t,w)
FV-méfitelnd (hodnota funkce z3visi jen na hodnotich W.P. do asu t).

Definice

Necht W (t) je Wieneriiv proces na (2, A, P) a F\V je historie Wienerova
procesu. Stochasticky proces M (t) na (2, A, P) je martingal, pokud

@ M (t) je neaticipativni - hodnota M(t) zavisi na hodnotich Wienerova
procesu jen do casu t

@ E(|M(t)]) < oo proVt>0

Q@ E (M(s)|FY) = M(t) martingalovd podminka pro Vs > t (ocekdvani
budouci hodnoty je soucasna hodnota).
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Spojité martingaly

Definice martingalu

Ptipomerfime: Diskrétni martingal je posloupnost nahodnych veli¢in S,, n € (0,00) takovych, Ze pro Vn

E (Sp+1]50, S1, . .- Sn) = So (o&ekavani budouci hodnoty je rovno soucasné hodnoté).

Necht W (t) je Wieneriv proces na (Q, A, P) a informaéni filtrace FV je historii
W.P. Stochasticky poces {G (t,w),t € (0,00)} nazveme neanticipativni
(adaptovany filtraci F)V ), pokud pro ¥Vt > 0 je funkce w — G (t,w)
FY-méitelnd (hodnota funkce zavisi jen na hodnotach W.P. do &asu t).

Necht W (t) je Wieneriiv proces na (2, A, P) a FV je historie Wienerova
procesu. Stochasticky proces M (t) na (2, A, P) je martingal, pokud

M (t) je neaticipativni - hodnota M(t) zavisi na hodnotach Wienerova
procesu jen do Casu t

E(IM(t)]) < oo proVt>0

E (M(s)|FY) = M (t) martingalovd podminka pro Vs > t (o&ekavani
budouci hodnoty je souc¢asna hodnota).
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Definice martingalu

Ptipomerfime: Diskrétni martingal je posloupnost nahodnych veli¢in S,, n € (0,00) takovych, Ze pro Vn

E (Sp11]50, S1, - .- Sn) = So (o&ekavani budouci hodnoty je rovno soucasné hodnoté).

Definice

Necht W (t) je Wienerdv proces na (Q, A, P) a informaéni filtrace F je historii
W.P. Stochasticky poces {G (t,w),t € (0,00)} nazveme neanticipativni
(adaptovany filtraci FYV ), pokud pro ¥t > 0 je funkce w — G (t,w)
FY-méitelnd (hodnota funkce zavisi jen na hodnotach W.P. do &asu t).

Definice

| A

Necht W (t) je Wienerdv proces na (Q, A, P) a F}V je historie Wienerova
procesu. Stochasticky proces M (t) na (R, A, P) je martingal, pokud

Q@ M (t) je neaticipativni - hodnota M(t) zavisi na hodnotdch Wienerova
procesu jen do Casu t

Q@ E(|M(t)]) < oo proVt >0
Q@ E (M(s)|FY) = M(t) martingalovd podminka pro Vs > t (ocekavani
budouci hodnoty je soucasna hodnota).
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Martingaly

Wienertv proces jako martingal

Necht W (t) je Wieneriv proces na (Q, A, P) a FV historie W.P. Pak W (t) je
martingal vici filtraci FY .

@ W(t) je neanticipativni
@ E(|W (t)]) < oo plyne z normélniho rozloZeni p¥iristku W.P. a sudosti
hustoty normalniho rozloZeni, tedy

E(W ()= [ e s ST
( |]:W)—E(W(t)+(W(s)—W t))|]-'tW):
t
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Martingaly

Wienertv proces jako martingal
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Martingaly

Itédv integral je martingal.

V diskrétnim pfipadé je martingalova transformace martingal, Itéav integral je tedy analogii martingalové trans-

formace ve spojitém &ase. Vime, Ze stfedni hodnota Itéova integralu (bez ohledu na jeho meze) je nulova.

t

t
Itédv proces M (t) = M (0) + [a(r,w) dr + [b(7,w) dW je martingal, pokud
0

0
a=0.

Tedy Itoiv proces je martingal <=-a = 0, tedy Itéav proces je redukovan jen na Itéav integral (plus pocateéni

hodnotu procesu)
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