5. Teoretické pozadi
statisticke analyzy

O



o Zakladnim principem statistiky je pravdépodobnost
vyskytu néjaké udalosti. Prostrednictvim vzorkovani se
snazime odhadnout skutecnou pravdepodobnost udalosti.

» Klicovou otazkou je velikost vzorku, ¢cim vetsi vzorek, tim
vetsi Sance na projeveni se skutecné pravdepodobnosti
vyskytu jevu.
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Nahodny jev znacCime velkym latinskym pismenem, napf. A. Jde o jev, pro ktery
pozadujeme tzv. statistickou stabilitu, tj. aby pfi n opakovani
pokusu platilo pro relativni Cetnost vysledku:

lim £(A) = lim % = p(A)

Prostor elementarnich jevi zna¢ime obvykle Q, jde o libovolnou neprazdnou
mnozinu (jeji prvky nazyvame elementarnimi jevy).

Elementarni jev nejjemnegjSi mozny nahodny jev, tj. nahodny jev, ktery nelze
vyjadrit jako sjednoceni dvou jinych neprazdnych nahodnych
jevl. Znaci se obvykle w.

Plati tedy, ze elementarni jevy jsou prvky prostoru elementarnich jevl,
rovnéz jsou prvky nahodnych jevi a nahodné jevy jsou podmnoziny
prostoru elementarnich jeva.
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Q — prostor
elementarnich
jevu

A — nahodny jev

oW — elemgntarni jev
r

@ w — elementarni jev

A — nahodny jev

@ wY\ elementarni jev

A — nghodny jev
lemeptarni jev
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o-algebra systém (mnozZina) podmnozin prostoru elementarnich jevl
(oznaCujeme @) splnujici nasledujici podminky:

1. 4 je neprazdna mnozina,
2Aed > A\Ae d
3. sjednoceni libovolného pocCtu A, € 4.

Jevové pole usporfadana dvojice prostoru elementarnich jevu a na ném
definované o-algebry (Q, 4). Jevové pole se také nékdy nazyva

meritelny prostor.

Pravdépodobnost realna mnozinova funkce P definovana na mnoziné @ o-
(podle Kolmogorova)  glgebry (Q, @) tak, Ze jsou dodrzeny nasledujici podminky:

1. P(Q)=1

2. VAed: P(A)=0

3. pravdépodobnost souctu nesluditelnych jevu je rovna
souctu pravdépodobnosti téchto neslucitelnych jevu.
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Pravdépodobnostni prostor usporadana trojice prostoru elementarnich jevl, na
ném definované c-algebry a jim prislusné
pravdépodobnostni funkce (Q, 4, P).

Borelovska o-algebra je o-algebra 8 generovana systémem borelovskych
mnozin S, tj. mnozin spliiujicich podminku:

1. S = (—,x ), kde x € R.

Nahodna veli€¢ina realna mnozinova funkce X definovana na prostoru
elementarnich jevu Q néjakého pravdépodobnostniho prostoru
(Q, 4, P), spliujici pro néjakou borelovskou c-algebru 13
predpoklad:

1.BefB = {weQ: X(w)eB}ed.

Pravdépodobnostni prostor je méritelny prostor s pridanou funkci
pravdépodobnosti.
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Nahodna veli¢ina se nékdy také nazyva nahodna proménna nebo méritelna
funkce, borelovské mnoziny se nekdy téz nazyvaji meritelné mnoziny.

Lze ukazat, ze dostateCnou podminkou pro to, aby X byla nahodna veliCina je vztah
vx € R: {X<x} € d.

Rozdéleni pravdépodobnosti mnoZzinova funkce, ktera kazdé borelovskeé
mnoziné B priradi pravdépodobnost tak, ze je
dodrzena nasledujici podminka:

1. Py(B) = P{w € Q: X(w) € B)} pro B € 1.

Nahodna veli¢ina prirazuje nahodnym jevim méritelné hodnoty (realna
Cisla), rozdeéleni pravdepodobnosti pak kazdé takové hodnoteé
(reprezentované néjakou borelovskou mnozinou B) prirazuje

pravdéepodobnost, tj. hodnotu mezi 0 a 1 takovou, ze jsou dodrzeny
predpoklady po definici pravdépodobnosti uvedené drive.
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Definice

Q — prostor d — mnozinova

elementarnich o-algebra
jeva A — nahodny jev

w — elementarni jev ,
J 1B — borelovska

— elementarni jev o-algebra

19 ®
®
®
0 [ \ 4 \ 4 \/
B — borelovské mnoziny
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Nahoda 2 RozliSi, co nastalo

' (vybere jednu z moznosti pokusu) a) podle moznosti
| . ¢ b) podle toho, jak potrebuje

Jev Bl Jevové pole

. podmnozina vsech mozZnych vysledku

(elementdrnich jevi) pokusu/déje, o | tfida vSech jevi, které jsme se rozhodli
které Ize Fict, zda nastala nebo ne . i nebo jsme schopni sledovat

__________________________________________________________________________________________________________________________________

SkutecCnost + Jevove pole = Meritelny prostor

Experimentalni jednotka - objekt, na kterém se provadi Setfeni
Populace - soubor experimentalnich jednotek Znak - viastnost sledovana na objektu
Sledovana veli€ina - ¢iselna hodnota vyjadrujici vysledek nahodného experimentu

Znak se stava nahodnou veliCinou, pokud se jeho hodnota
zjistuje vylosovanim objektu ze zakladniho souboru

Vybeér - vybérova populace - cilova populace
Nahodny vybér Reprezentativnost

1
_______________________________________________________________________________________________________
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JAK vznikaji informace ?

- e
o * o *
o ® o
o ¢ o
ﬂ Empiricky postup
f f f

n 031 e o n 031 n 031

0.2 - 0.2 - 0.2 -

0.1 - 1 I 0.1 - T I 1 T 0.1 -

0 ° 0 0
0o 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6 0o 1
mozné jevy: Cisla1 -6 n — pocet hodu (opakovani)

U slozitych stochastickych systémi se pravda ziska az po odvedeni znaéného
mnozstvi experimentalni prace: musime dat systému sanci se projevit
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° Empiricky postup

o
A 4

e o
(
£ £ £

n 0.3 - [ ] e n 0.3 - n 0.3 -
0.2 - 0.2 - 0.2 -

0.1 - I I 0.1 - I I 1 1 0.1 -

0 o 0 0
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6 0
mozné jevy: Cisla1 -6 n — poc¢et hodu (opakovani)

Pri realizaci nahodného experimentu roste se zvysujicim
se poctem opakovani pravdiva znalost systému (vysledky
se stavaji stabilngjsi) ...diskutabilni je ale ovsem mira
zobecnéeni konkrétniho experimentu
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Pfi opétovné nezavislé realizaci téhoz nahodného experimentu se podil vyskytu
sledovaného jevu mezi vSemi dosud provedenymi realizacemi zpravidla ustaluje
kolem konstanty.

Pravdépodobnost je libovolna realna funkce definovana na jevovéem poli A, ktera
kazdému jevu A pfifadi nezaporné realné Cislo P(A) z intervalu O - 1.

Z praktického hlediska je

pravdepodobnost
O e (.
P(A) =1 ... jev jisty .
P(A)=0 ..., jev nemozny
P(AnB)=P(A).P(B)............. nezavislé jevy
P(AnB)=P(A).P(B/A) ........... zavislé jevy
" : P(A/B)=P(AnB)/P(B).......... podminena pravdepodobnost
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Pravdépodobnost vyskytu jevu — rozlozeni dat

%>> existuje pravdépodobnost vyskytu jevu (nedeterministické zaveéry)
%}> ,vSe je mozné": pouze jev s pravdepodobnosti 0 nikdy nenastane
%}> pravdepodobnost Ize zkoumat retrospektivne i prospektivne

pravdépodobnost

, locha = pravdépodobnost
vyskytu $(x) P P P

vyskytu

0 1 2 3 4 5 X X
pocet chlapctl v rodiné s X détmi vyska postavy
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5a. Zakladni typy dat

O



» Realitu muzeme popisovat ruznymi typy dat, kazdy z nich
se specifickymi vlastnostmi, vyhodami, nevyhodami a
vlastni sadou vyuzitelnych statistickych metod - od
binarnich pres kategorialni, ordinalni az po spojita data
roste mira informace v nich obsazené.

o Zakladnim pristupem k popisné analyze dat je tvorba
frekvencnich tabulek a jejich grafickych reprezentaci —
histogramu.
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([ IV 4

Jak vznikaji informace ?

— ruzné typy dat znamenaji riiznou informaci

O

Data pomérova

Kolikrat ?

 Podil

Data intervalova :
i hodnot

O kolik ?

i nez

Data ordinalni VLSS el 4 Kategorialni otazky

hodnota

Diskrétni

data
Otazky ,Ano/Ne”

Data nominalni Rovna se ?

Samotna znalost typu dat ale na dosazeni informace nestaci
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| v&tSi/mensi

. specifikovana

Procenta
odvozené
hodnoty




es o

Jak vznikaji informace ?

— ruzné typy dat znamenaji riiznou informaci

Statistika stredu @

Data pomérova

A PRUMER

. V 4

Spojita

data

Data intervalova

A

Data ordinalni

A

u y ' 4

Diskrétni

data

Data nominalni
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JAK vznikaji informace ?
- opakovana mereni informuji rozlozenim hodnot

Y: frekvence @

- absolutni / relativni
R KOLIK se v...
"""""" namerilo

y y

LAY

.

X: méreny znak

d »
< >

Diskrétni data Spojita data
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Odvozena data: Pozor na odvozené indexy

» _ Znak X: Hmotnost
Priklad I: 7,2k ¥: Plocha

X: Prumérny pocet vyrobku v prodejné

Priklad Il: y. 54had prostoru primémé nabizeného k vystaveni vyrobku

__________ pramér . (min-max)
X: 1,2 : (1,15-1,24) —d +[-3,8%
Y: 1,8 : (1,75-1,84) |  ———p  +/-25%
| 1,15 ,24 0
X/Y=O667 (184- 175) — +/ - 62/0

Nova veliC¢ina ma jinou sirku rozpéti nez ty, ze kterych je odvozena
AL sty oy Masspons et




Jak vznikaji informace ?

DISKRETNI DATA

Frekvencni sumarizace

Primarni data

S5 0 N: 100 déti (hemofilik1)

:Hii ? x: znak: poCet krvacivych epizod za meésic

g 2 x| n(x) | N() | p(x) | F(x)

%)

S ) - | o || w02

=) 1

S g4 1 | 10 | 30 | 01 | 03

o 1 2 30 | 60 | 03 | 06

S 2 3 | 40 | 100 | 04 | 1,0

3 n(x) — absolutni ¢etnost x

N N(x) — kumulativni Cetnost hodnot neprevysSujicich x

& N(x) = Z n(t)

b t<x

S p(x) — relativni ¢etnost; p(x) = n(x) / n

Q - F(x) — kumulativni relativni Cetnost hodnot
n=100 neprevysujicich x; F(x) = N(x) / n
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[ ——
[ ———
P
Pr—
X 0 1 2 3 ' X

0 1 2 3
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Jak vznikaji informace ?

SPOJITA DATA
Priklad: x: koncentrace latky v
krvi n = 100 pacientt n = 100 opakovanych méfeni (100 pacient()

X: koncentrace sledované latky v krvi (20 — 100 jednotek)

121 <20, 40) 20 20 0,2 20 0,2

O )

S e ) oo (o0 o [ | os

Q

8 (1),2? <60, 80) 20 40 0,4 70 0,7

‘; 1,21 <80, 100) 20 30 0,3 100 1,0

g (1)22 d(1) — ifka intervalu

S ’ n(l) — absolutni ¢etnost

> n(l) / n — intervalova relativni Cetnost

8 N(x”’) — intervalova kumulativni Cetnost do horni hranice X”
S =100 F(x”) — intervalova relativni kumulativni ¢etnost do horni
Ry hranice X”
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Jak vznikaji informace ?
- frekvencni sumarizace spojitych dat

Histogram Vybérova distribucni funkce

Plocha: n(l) / n

0.025 - f

0.020 - ;
0.015 -
0.010 -
0.005 -
0.000
20 40 60 80 100
() /n intervalova clatvnl
f(x)= > hustota JCT — ni
d(l) éetnosti g:tmnglsattwm
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Vytvoril Institut biostatistiky a analyz, Masarykova univerzita
J. Jarkovsky, L. Dusek, J. Kalina




Pocet zvolenych trid a velikost
souboru urcuji kvalitu vystupu

MU

N

O =N W s~ O
I

O

k = 10 tfid k=5 trid

O=_2NWhOIO N0

° | k = 20 trid

1,0 2,0 3,0 5,0
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Histogram vyjadruje tvar vyberového rozlozeni

f(x)

f(x)
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\" ¥ 4 AV 4 r v Y 4 O V4" 4 Y 4 y 4
Priklad: vek ucastniku vaznych dopravnich nehod
350 - Spravny histogram ? @
g 300
S 250 -
% 200 -
© 150 - .
“ 100 - 3 Vek f
58 I_ \ \ \ \ \ \ \ \ 0 B 4 28
5.9 46
0 10 20 30 40 50 60 70 80 10 - 15 58
_ VEK (roky) 16 - 19 20
= 35 - W 20 - 24 114
> 30 - [ 25 - 59 316
Q i Spravny histogram ?
o 25 P y g > 60 103
o |
2 20
2 15
8 10 -
& 5
[~ 0- ‘ ‘ ‘ ‘ w
o v
I 0O 10 20 30 40 50 60 70 80 Vek(roky)
B e /< Messhors unfecit




Pojem ROZLOZENI - pfiklad spojitych dat

o (x)
Rozlozeni
° X Je - li dana
distribucni
PO funkce,
Distribuéni je dano
funkce rozlozeni
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Vybérové rozlozeni hodnot Ize modelove popsat
a definovat tak pravdepodobnost vyskytu X

f(x) O

o (x)
- %

o (x)

f(x)

f(x) d(x)
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Distribucni funkce jako uzitecny nastroj pro
pracis W@Ioienim

Plocha = relativni éetnost F(x):
Pravdéepodobnost, ze
d(x) > se X vyskytuje
; J o(x) d(x) = 1 v intervalu M
..||||I||||HH é
1,00 "
P(X<x)= dP(x)=F(x") M
F(x)

i Zname-li distribucCni funkci, pak zname
X rozloZeni sledované velidiny.
®(x) ... distribuéni funkce

. Pro jakoukoli mnozinu hodnot (M) Ize urdcit
PO =000 a0 | (M)

P, ze X do této mnoziny patfi.

My
.._ Vytvoril Institut biostatistiky a analyz, Masarykova univerzita
J. Jarkovsky, L. Dusek, J. Kalina




Jak vznikaji informace ?
- frekvencéni sumarizace spojitych dat

O

Grafické vystupy z frekvencni tabulky — spojita data
————

f(x) 0.025-
0.02 -

Usporadani Cisel podle
velikosti a konstrukce
rozlozeni umoznuje
pravdépodobnostni
zarazeni kazdé
jednotlivé hodnoty

20 40 60 : 80 100

KVANTIL

x Xo.15 Xo.05 Xo.55 Xg
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Otazka: Jak velké musi byt X, aby 5 % vsech
hodnot bylo nad nim?

____________________________________________________________________________________________________________ @

0 =0,95 ... Pravdépodobnost

Hledame: P(X<xy)=0,95=60

Xg = (Xo,95) = ?

0,95 2 Kvantil je Cislo, jehoz hodnota
d(x) i distribu¢ni funkce je rovna P,
pro kterou je kvantil definovan

. Jakékoliv Cislo na ose x je kvantilem

.._ Vytvoril Institut biostatistiky a analyz, Masarykova univerzita
J. Jarkovsky, L. Dusek, J. Kalina




5b. Zakladni statisticke testy

O



Tri varianty parametrického t-testu: jednovybérovy
parovy
dvouvybérovy
Predpoklad: Mérena nahodna velic¢ina ma normalni rozdeéleni.
l

Vybérovy prumér ma normalni rozdéleni se stejnou
stredni hodnotou, skute¢ny rozptyl ovSem nezname.

l

Rozdil vybérového priméru od skutec¢né stredni
hodnoty ma také normalni rozdéleni.

l

Pri vyuziti vybérového rozptylu ma rozdil t-rozdéleni.

Norm(0,1) 0,00 0,05 0,24 0,40 0,24 0,05 0,00
t.(0,1) 0,01 0,06 0,23 0,38 0,23 0,06 0,01
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Princip: podle urCené hladiny pravdépodobnosti se
stanovi maximalni pripustna velikost rozdilu
vybérového prumeéru a skutecné stredni hodnoty.
Testuje se velikost rozdilu.

Postup: Vypocet normalizovaného rozdilu a jeho porovnani s
tabelovanou hodnotou (jednostranna a dvoustranna
varianta):

XU | xe x> t t>t

A =2k \/H =/ X~ H

____________ S x> U x< U t t<t
x= U xZ U t It] >t
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Koncentrace antibiotika v cilovém organu

Pri 1000 mérenich antibiotika byla zjistena v cilovém
organu prumérna koncentrace 202,5 jednotek a
smérodatna odchylka 44 jednotek.

Pozadovana koncentrace antibiotika je 200 jednotek.

1) Je dany rozdil 2,5 vyznamny vzhledem k variabilitée
znaku na hladiné vyznamnosti 5 %?

2) Jaka je skutecna hladina vyznamnosti?

f=XTH = i’j J1000 = 1,797

S
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Mann-Whitneyuv U test

Neparametricka varianta t-testu se skoro stejnou silou v pfipadé normainé
rozdélenych dat. Vzdy pro dvé skupiny namérenych hodnot.

Predpoklad: Pravdépodobnost ze X > Y = pravdépodobnosti, ze Y > X.
!

Vypoctena U statistika ma priblizné normalni rozdéleni (pro
malé pocty jsou hodnoty tabelovany zvlast).

Postup: Hodnoty z obou sad méreni se seradi podle velikosti.
Pocita se U statistika pro prvni nebo druhou sadu (obvykle pro
tu s nizSimi hodnotami)
U, je soucCet poCtu hodnot ze sady 2 nizSich nez jednotlivé prvky
sady 1 (postupné se scita pro vSechny prvky ze sady 1).

Alternativni vypocet: ny(ny + 1)
Uy =Ry — 5

R, je soucCet poradi skupiny 1.
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Mann-Whitneyuv U test

Provede se normalizace:

_ U — Ty ﬂ-j_ﬂz le_'ﬂg{'ﬂ1+'ﬂ2 + 1}

= e =
‘T T o, vT o2 12

Z je normalizovana statistika
my, je prumér statistiky U
oy je smérodatna odchylka statistiky U

Vypoctena statistika z se porovna s tabelovanymi hodnotami normalniho
rozdéleni resp. pro nizsi poCty s tabelovanymi hodnotami pro Mann-
Whitneuv U test.
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