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Diferencial funkce

Jak si jej predstavit?

Silvie Kurafiova, Jan Vondra (P¥F MU)
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Diferencial funkce — vypocet a vyuziti

Necht je funkce f(z,y) diferencovatelna v kazdém bodé& mnoziny M, tj. méa v kazdém bodé
této mnoZiny diferencial, ktery je funkci ¢tyf proménnych: x, y, h, k.

df(z,y) = folz,y)h + fy(z,y)k.

Pro prirtustky budeme dale v textu pouzivat oznaceni doe = h = x — xg, dy = k = y — yo.
Pak plati: diferencial funkce f(x,vy) je

| df@,y) = fala,y)dz + fy(z,9)dy. |

Diferencial funkce f(x,y) v bodé& [xg, yo| s piiristky dz, dy se znadi df(xo, yo)(dz, dy),
pfip. df(xo,v0) a je dan vztahem

’ df(x0,y0) = fz(wo,yo)dx + fy (w0, yo)dy. ‘

Diferenciél se pouziva k pribliznému vypoctu funkénich hodnot:

f(x,y) = f(wo,90) + df(xo,0)-

Rovnice te¢né roviny ke grafu funkce f(z,y) v bodé [zg, yo] ma tvar

| == f(@o,50) + fa (@0, 90) (@ — o) + fy(@0,40)(y — 0),

tedy

z = f(x0,90) + fu(zo,y0)dz + fy(z0,y0)dy = f(z0,90) + df (%0, v0)-
V nasledujicich pfikladech se mtZeme pfesvédéit, Ze rovnice tecné roviny v bodé [xg, yo]
k funkci f(x,y) je nejlepsi linearni aproximaci této funkce v okoli daného bodu.
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Diferencial funkce — geometricky vyznam

e Diferencial funkce jedné proménné y = f(x) v bodé z¢ ... prirtstek funkce na tecné
vedené ke grafu funkce bodem [z, f(z0)] = [0, o]

Diferencial funkce dvou proménnych y = f(z,y) v bodé [zg,yo] ... piiristek funkce
na teéné roviné vedené ke grafu funkce v bodé [z, yo, f (20, %0)] = [Zo, Yo, 20]-

e Obecné: Totalni diferencial funkce n proménnych (n > 2) ... pfirtastek funkce na teéné
nadroviné' vedené ke grafu funkce bodem xy € R”™.

UkaZme si vSe na konkrétnich pfikladech a interaktivni 3D grafice.
7Z tady nastroji pro ovladani 3D obrézku, doporucujeme predevsim prepinac E pro zob-

razeni ,stromu’ modelu — muzete tak postupné zobrazovat ¢i schovavat jednotlivé objekty
prostorového obrazku.

I Te¢na nadrovina je afinni prostor dimenze n— 1, ktera ma lokalng (tj. v okoli bodu, kde te¢nou nadrovinu
sestrojujeme) s grafem funkce spole¢ny pravé jeden bod.
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Diferencial funkce — priklad 1

Piiklad 1. Necht je dana funkce z = 12;y2. V bodé [1, 2] urcete

a) rovnici tecné roviny ke grafu funkce z.

SIS

b) diferencial funkce z s pfirtstky dx = %, dy =
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Piiklad 1, ReSeni
s . S . 2 4 q2 o
Vypocet rovnice tecné roviny funkce z = =% v bodé [1, 2].
a) Rovnice tefné roviny vedené ke grafu funkce f(z,y) v bodé [z, yo] mé tvar

z = f(z0,90) + fz(20,Y0)(® — 20) + fy (20, %0)(y — vo)-



Piiklad 1, ReSeni
Vypocet rovnice teéné roviny funkce z = # v bodé [1, 2].
a) Rovnice tefné roviny vedené ke grafu funkce f(z,y) v bodé [z, yo] mé tvar
z = f(z0,90) + fz(20,Y0)(® — 20) + fy (20, %0)(y — vo)-

V nagem piipadé f(z,y) = IZ;”’Z a [xo,90] = [1,2].
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7 funkéniho predpisu vyjadieme z-ovou soufadnici dotykového bodu

' 142> 5
flzo,y0) = f(1,2) = =5




Piiklad 1, ReSeni
Vypocet rovnice teéné roviny funkce z = # v bodé [1, 2].
a) Rovnice tefné roviny vedené ke grafu funkce f(z,y) v bodé [z, yo] mé tvar
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V nagem piipadé f(z,y) = IZ;”’Z a [xo,90] = [1,2].

7 funkéniho predpisu vyjadieme z-ovou soufadnici dotykového bodu

12+22 5
(xo,10) = f(1,2) = =—.
f(wo,y0) = £(1,2) 9 2
Spocitejme parciilni derivace
2x
.fac:?:ma fw(x07y0):17
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fy:7:y7 fy(x07y0):2'
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Piiklad 1, ReSeni
Vypocet rovnice teéné roviny funkce z = # v bodé [1, 2].
a) Rovnice tefné roviny vedené ke grafu funkce f(z,y) v bodé [z, yo] mé tvar
z = f(z0,90) + fz(20,Y0)(® — 20) + fy (20, %0)(y — vo)-

V nagem piipadé f(z,y) = IZ;”’Z a [xo,90] = [1,2].

7 funkéniho predpisu vyjadieme z-ovou soufadnici dotykového bodu

f(zo,90) = f(1,2) = r ; z = g
Spocitejme parciilni derivace
fx=2§ =z, fo(o,y0) = 1,
fy = 2%“/ =v, fy(zo,90) = 2.

a dosadme do obecného tvaru rovnice tené roviny
=

) )
z:%+1(w—1)+2(y—2):x+2y—5+§:x—|—2y—§,

1
z= 5(2x—|—4y—5).



Piiklad 1, ReSeni
Vypocet rovnice teéné roviny funkce z = # v bodé [1, 2].
a) Rovnice tefné roviny vedené ke grafu funkce f(z,y) v bodé [z, yo] mé tvar
z= f(zo,y0) + fa(2o,y0)(x — x0) + fy(20,0)(y — Yo)-

V nagem piipadé f(z,y) = IZ;”’Z a [xo,90] = [1,2].

7 funkéniho predpisu vyjadieme z-ovou soufadnici dotykového bodu

f(zo,90) = f(1,2) = r ; z = g
Spocitejme parciilni derivace
fx=27x =z, fo(o,y0) = 1,
fy = 2% =v, fy(zo,90) = 2.

a dosadme do obecného tvaru rovnice tené roviny
=

) )
z:%+1(w—1)+2(y—2):x+2y—5+§:x—|—2y—§,

1
z= 5(2x+4y—5).

Tecné rovina 2x + 4y — 2z — 5 = 0 je na obrazku 1 vykreslena jako Seda rovina.
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Piiklad 1b, Reseni
Pocitame diferencial funkce z = L"QH’Q v bodé [1,2] s pifristky do = %, dy = 1.
b) Diferencial funkce f(z,y) v bod& [zg, yo] s pfiristky dz, dy je zad4an piedpisem
df(xo,v0) = fu(x0,y0)dz + fy (20, yo)dy.



Piiklad 1b, Reseni
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N[

V nasem piipadé [zg,yo] = [1,2], do = %, dy =
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Parcialni derivace funkce v daném bodé jsem jiz vypocitali v tikolu a)

f’E(172) - 17 fy(1?2) = 17
diferencial v bodé [1,2] mé4 tedy tvar

df(1,2) = fz(1,2)dz + f,(1,2)dy = 1dz + 2dy.



Piiklad 1b, Reseni
Pocitame diferencial funkce z = L"QH’Z v bodé [1,2] s pifristky do = %, dy = 1.
b) Diferencial funkce f(z,y) v bod& [zg, yo] s pfiristky dz, dy je zad4an piedpisem
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Nyni dosadime prirtustky

1 1 3
df(1,2)=1dz+2dy=1-=42- - = -,
f(1,2) r +2dy 5T2 555



Piiklad 1b, Reseni
Pocitame diferencial funkce z = L"QH’Z v bodé [1,2] s pifristky do = %, dy = 1.
b) Diferencial funkce f(z,y) v bod& [zg, yo] s pfiristky dz, dy je zad4an piedpisem
df(xo,v0) = fu(x0,y0)dz + fy (20, yo)dy.

V nasem piipadé [zg,yo] = [1,2], do = %, dy =

N[

Parcialni derivace funkce v daném bodé jsem jiz vypocitali v tikolu a)

f’r(172) - 17 fy(152) = 17
diferencial v bodé [1,2] mé4 tedy tvar

df(1,2) = fz(1,2)dz + f,(1,2)dy = 1dz + 2dy.

Nyni dosadime prirtustky

df(1,2) =1dz+2dy=1--+2-= =

DN | =
)

Diferencial funkce z v bodé [1, 2] je na obrazku 1 zobrazen jako ¢ervena tsecka.
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Diferencial funkce — geometricky vyznam, piiklad 1

Vysvétleni

Skute¢n4 funkéni hodnota v bodé [z¢ + dz, yo + dy] = [1,5;2,5] je

(1,5) + (2,5)> 85
2 2

Funkéni hodnotu v bodé [zg + dz, yo + dy] miZzeme vyjadiit také pomoci diferencialu jako

2(1,5;2,5) =

= 4,25.

FL5:2.5) = F(1.2) +df(1,2) =+ =4, kde

f(1,2)... funkéni hodnota v daném bodé [zg, yo|, v grafu reprezentovana zelenou tuseckou,
df(1,2)... diferencial v bodé& [xg,yo] s piirustky dz,dy, v grafu zobrazen jako Cervena
usecka.

Nas vypocet pak muzeme geometricky interpretovat takto: vezmeme hodnotu funkce v za-
daném bodé [zg, yo] a pFipocteme k ni pfirtistek na tené roviné (tj. diferencial).

Z vypoc¢tu je také patrné (a na obrazku 1 se o tom muZeme presvédéit), Ze pfi aproximaci
funkee z diferencidlem se dopoustime jisté chyby (v grafu vyznacena Zlutou useckou ), ktera
je ale pomérné malé. V naSem pfipadé

chyba =4,25 -4 =0,25.

Modré kulicky na obrazku 1 znézoriuji viechny dilezité body:

5
[any07 ZO] = |:17 27 2:|

[zo + dz, yo + dy, 2] = [1,5;2,5;4,25]
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Diferencial funkce — geometricky vyznam, piiklad 1

Obrézek 1: Funkce z = ngyz , jeji diferencial v bodé [1,2] s pFirastky

dx:%,dy:%.
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Diferencial funkce — priklad 2

Priklad 2. Vypoététe rovnici teéné roviny ke grafu funkce z = 23 + xy? v bodé [2,1].

Reseni
Obdobnym postupem jako v piikladu 1, ¢ast a) dostavame rovnici teéné roviny ve tvaru
13z +4y — 2 —20=0.

Podrobnéjsi feseni tohoto prikladu viz. skriptum J. Osicka: Matematika pro chemiky.
Diferencial funkce — geometricky vyznam, piiklad 2

Vysvétleni

Na obrazcich 2 a 3 je zobrazen graf funkce z = z3 + 32 a tetna rovina k této funkci v bodé
[0, Yo] = [2,1] (obrazek 3 je vyfezem obrazku 2 pro z > 0).

Bod dotyku [2, 1] je modry, tetn4 rovina seda. Jednotky na osach (jako ve v8ech 3D obraz-
cich) jsou zluté, oviem soufadnicovy systém neni kartézsky (na ose z je mensi méritko).

Miizete se presvédéit (napft. zvét§enim 3D obrazku), Ze v blizkém okoli bodu dotyku te¢na
rovina velmi dobfe aproximuje pribéh zadané funkce.
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Diferencial funkce — geometricky vyznam, piiklad 2

Obrazek 2: Graf funkce z = 2% 4+ zy?. Obrazek 3: Funkce z = 23 + xy? pro z > 0
Pozn.: Na ose z je mensi mé&fitko! a jeji tefna rovina v bodé [2,1].
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